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OZET

STIFF SIRADAN DIFERANSIYEL DENKLEM VE STIFF SIRADAN
DIFERANSIYEL DENKLEM SISTEMLERININ YARI ANALITIK
COZUMLERININ VARYASYONEL ITERASYON METODUYLA

HESAPLANMASI

KILIC, Okan
Nigde Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Ana Bilim Dali

Danigman : Yrd. Dog. Dr. Mehmet Tarik ATAY

Eyliil 2013, 67 Sayfa

Bu yiiksek lisans ¢aligmasinda lineer ve lineer olamayan stiff diferansiyel denklem ve
stiff diferansiyel denklem sistemlerinin farkli stifflik oranlarina bagli olarak
Varyasyonel iterasyon Metodu ve Modifiye Varyasyonel Iterasyon Metodu kullanilarak
niimerik ¢6ziimlerinin hesaplanmasi ve bazi problemler de var olan kapali formdaki
analitik ¢ozlimlerle karsilastirilarak kullanilan metodlarin  etkinligi aragtirilmastir.
Varyasyonel Iterasyon Metodu incelenerek bir diferansiyel denklemin yari-analitik
cOzilimlerini bulmak i¢in nasil kullanilacag1 gosterilmistir. Kullanilan metodlarin lineer
denklemlerin yari-analitik c¢oziimlerinde dikkate deger sekilde iyi sayisal sonuglar
verdigi ve ¢ok diisiik seviyelerde hata ile ger¢ek c¢oziime yakinsadigi goriilmiistiir.
Ayrica lineer olmayan denklemler i¢cin ise iterasyon sayisina bagli olarak, kabul
edilebilir derecede diisiik seviyelerde hata ile sonu¢ verdigi goriilmiistiir. Burada,
denklem sistemlerinin stiftlik katsayisimin da sayisal sonuglarda etkili oldugu ve artan
stifflik degerinin, yine artan iterasyon sayisini gerektirdigi sonucuna varilmistir.

Anahtar Sozciikler: Varyasyonel Iterasyon Metodu ve Modifiye Varyasyonel Iterasyon Metodu,

Diferensiyel Denklem Sistemleri, Stifflik , Baglangic deger Problemleri
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SUMMARY

COMPUTATION OF SEMI-ANALYTIC SOLUTIONS OF STIFF ORDINARY
DIFFERENTIAL EQUATIONS AND SYSTEMS OF STIFF ORDINARY
DIFFERENTIAL EQUATIONS BY USING VARIATIONAL ITERATION METHOD

KILIC, Okan
Nigde University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor : Asst. Prof. Dr. Mehmet Tarik ATAY

September 2013, 67 Paper

In this M.Sc. study , research was conducted to calculate numerical solutions of linear
and nonlinear stiff ordinary differential equations and differential equations systems
with varying stiffness ratio by using Variational Iteration Method and Modified
Variational Iteration Method and to compare obtained numerical results with some of
the problems’ analytical closed form solutions. By detailed study of Variational
Iteration Method, how to use this method for finding semi-analytical solutions of
ordinary differential equations was explained. It has been observed that the methods
have given exceptionaly good numerical results for linear problems with very small
amount of numerical error values in finding semi-analytic solutions of the probblems.
Furthermore, for nonlinear problems, the methods have given very small amount of
error values depending on the iterations which were conducted. In this study, it has been
observed that the greater the stiffness ratio is, the higher the iteration number that we

need to conduct for beter numerical results.

Keywords: Variational Iteration Method , Modified Variational Iteration Method , Differential Equations
Systems , Stiff , Initial Value Problems.
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BOLUM I
GIRIS
Bu tezin ikinci boliimiinde diferansiyel denklemlerle ilgili temel kavramlar verilmis,

tictincli boliimde stiff diferansiyel denklem ve stiff diferansiyel denklem sistemleri ile

ilgili temel caligmalar ve stiff diferansiyel denklem, stiffness orani tanitilmastur.

Dérdiincii boliimde Varyasyonel iterasyon Metodu (VIM) ve VIM literatiirii verilmistir.
Besinci boliimde Varyasyonel iterasyon Metodu ve Modifiye Varyasyonel iterasyon
Metodunun Stiff diferansiyel denklem ve Stiff diferansiyel denklem sistemlerine

uygulanmasiyla ilgili 6rnekler verilmistir.

Altinc1 boliimde tartisma ve sonuglar verilmistir.



BOLUM II
2.1 Genel Bilgiler

Bir ya da daha fazla fonksiyonun tiirevlerini i¢eren denklemlere diferansiyel denklem
diyoruz. Diger bir ifadeyle diferansiyel denklem bir takim fonksiyonlar ile bunlarin
tiirevleri arasindaki iligkiyi temsil eder. Bu kavram ilk olarak 1676 yilinda Leibniz
tarafindan kullanildi ve diferansiyel denklemler uzun zamandir ¢ok cesitli pratik
problemin modellenmesi ve ¢oziilmesi i¢in bilim adamlar1 ve mithendisler tarafindan
kullanilmaktadir. Cogu bilimsel problemlerin tarif edilmesi bazi1 anahtar degiskenlerin
diger degiskenlere gore olan degisimlerini igerir. Genellikle bu degiskenlerdeki ¢ok
kiigiik degisimlerin dikkate alimnmasi daha genel ve hassas bir tanimlama saglar.
Degiskenlerin sonsuz kiigiik veya diferansiyel degisimlerinin dikkate alinmasi
durumunda, degisim hizlarini tiirevlerle ifade etmek suretiyle, fiziksel prensip ve
kanunlar i¢in kesin matematiksel formiilasyonlar saglayan diferansiyel denklemler elde
edilir. Bu yiizden diferansiyel denklemler uzun zamandwr doga bilimleri ve
mithendislikte karsilasilan ¢ok farkli problemlere basariyla uygulanmaktadir.
Arastirmalar, diferansiyel denklemlerin yeni uygulamalarmi kesfetmeye sadece fiziksel
bilimlerde degil ayn1 zamanda biyoloji, tip, istatistik, sosyoloji, psikoloji ve ekonomi
gibi alanlarda da devam etmektedirler. Hem teorik hem de uygulamali diferansiyel
denklem arastirmalar1 giinimiizde ¢ok aktif arastirma konular1 arasinda bulunmaktadir.
Fiziksel kanun ve prensiplerin, goz Oniine alman degiskenlerdeki sonsuz kiigiik
degisimleri dikkate almak suretiyle, bir probleme uygulanmasiyla diferansiyel
denklemler elde edilmektedir. Dolayisiyla diferansiyel denklemlerin elde edilmesi
problem hakkinda yeterli bilgi sahibi olmayi, probleme dahil olan degiskenleri
belirleyebilmeyi, uygun basitlestirmeler ve varsayimlar yapabilmeyi, kullanilacak
fiziksel prensip ve kanunlar1 bilmeyi ve de dikkatli bir analiz yapabilmeyi gerektirir.

Asagida baz1 6rnekler verilmistir.
Ornek 2.1 Newton’un hareket yasasi

Newton’un ikinci kanununu kullanarak diiz bir ¢izgi boyunca F kuvvetinin etkisi altinda
hareket eden m kiitleli bir cismin konumunu s tanimlayan diferansiyel denklemi elde

ediniz.



Coziim:
Dinamik derslerinde hiz ve ivime tanimlarinin

V_ds
T dt

_dv_ d (ds\ _d’s
= _dt(dt) T dt?

olarak verildigini biliyoruz. Newton’un ikinci kanunu Kuvvet = Kiitle x ivme seklinde

ifade edildiginden

d?s

F(t) =m x a(t) =mﬁ

yazilabilir. Dilizenleme yapilirsa

d*s F(t)
dt2  m
diferansiyel denklemi elde edilir.

Ornek 2.2 Newton’un soguma kanunu

Baslangicta belirli sicakliga sahip kiiresel bir cisim sicakligl T,y olan sicak su igerisine
birakiliyor. Cismin baglangi¢ sicakligi su sicakligindan disiik ise, cisme 1s1 transferi
baslayacagi bilinmektedir. Buna gore cismin herhangi bir t aninda sicakligini T(t) veren

diferansiyel denklemi belirleyiniz.
Coziim:

Suyun bulundugu kabi miikemmel sekilde yalitilmis diisiinelim(¢evreye 1s1 kayb1 yok)
ve buna gore enerjinin korunumu prensibini uygulayalim. Cisim sicak suya
birakildiktan At siire sonra cismin enerjisindeki artig, cismin yiizeyinden cisme

taginilma(konveksiyon) gecen 1s1 enerjisi kadar olacaktir. Buna gore
mcAT = hA(T(t) — Ty)At
elde ederiz. Her iki tarafi mcAt ye bolersek

AT_hA T —T
At_mc( 0)



Zaman dilimini sonsuz kiiciik aldigimizda (limit durumunda, yani At — 0)

dT(t) hA
= (10 = Ty)

diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklem kiiresel cismin sicakligmi zamanin
fonksiyonu olarak ifade etmektedir. Diferansiyel denklemler fiziksel olayi, bagimsiz
degisken(ler)in belirli bir araliktaki degerleri icin tanimlayabilir. Ornegin bu denklem
kiiresel cismin merkezinden yiizeyine kadar olan sicaklik degisimini tanmimlar, bu
siirlarin disinda gegersizdir. Ayrica denklem, cismin sicak suya daldirildigr andan
itibaren (t=0) sicakligin1 verir ve dolayisiyla elde edilecek ¢6ziim 0 < t < oo araliginda

gecerli olacaktir.
2.2 Temel Kavramlar
2.2.1 Diferansiyel denklem

Bir veya daha ¢ok bagimli degisken, bir veya daha ¢ok bagimsiz degisken ve bagimli
degiskenin bagimsiz degiskene gore (diferansiyel) tlirevlerini igeren bagmntiya

diferansiyel denklem denir.
2.2.2 Adi diferansiyel denklem

Bir diferansiyel denklemde bagimsiz degisken bir tane ise bu diferansiyel denkleme adi

diferansiyel denklem denir.
2.2.3 Kismi diferansiyel denklem

Bir veya daha c¢ok bagimli degisken, birden fazla bagimsiz degisken ve bunlarin

tiirevlerinden olusan diferansiyel denkleme kismi diferansiyel denklem denir.
2.2.4 Diferansiyel denklemin mertebesi

Bir diferansiyel denklemin en yiiksek mertebeden tiirevi o diferansiyel denklemin

mertebesini belirtir.
2.2.5 Diferansiyel denklemin derecesi

Bir diferansiyel denklemin mertebesinin kuvvetine o diferansiyel denklemin derecesi

denir. Ornegin;



y® + x2y? + x5y = sinx (4.mertebeden ve 1.dereceden)
4x?y@ +y =0 (2.mertebeden ve 1.dereceden)

(y')? =2xy (1.mertebeden ve 2.dereceden)

2.2.6 Lineer diferansiyel denklem

Bir diferansiyel denklemde bagimli degisken ve tiirevleri 1. dereceden ve denklemi
bagimli degisken ve onlarm tiirevleri parantezinde yazdigimizda katsayilar yalnizca

bagimsiz degiskenlere bagli ise bu denkleme lineer diferansiyel denklem denir.

Ornegin; Z—z = x sin x diferansiyel denklemini smiflandirirsak; bu denklemde y bagiml

x bagimsiz degisken, adi diferansiyel denklem, 1. mertebeden, 1. derece ve lineer
diferansiyel denklemdir.
dy d?y dmy

Bir diferansiyel denklem F (x, Y, Z—i) = 0 veya genel olarak F (x, V==, ) =

dx’dx?2’ """ dxn

0 seklinde yazilir.



BOLUM 111
STIiFF DIFERANSIYEL DENKLEMLER
3.1 Temel Cahsmalar

Tek adimli stiff problemler genellikle kimyasal reaksiyon denklemleri, elektrik devre
sistemleri, diflizyon denklemleri, yliksek osilasyon davranisi gosteren diferansiyel

denklemlerde rastlanir.

Bu tip problemleri ¢6zmek i¢in daha ¢ok agik runge-kutta metodlari, kapali runge-kutta
metodlar1 ki bunlardan Radau IA ve Radau ITA metodlari, Lobatta IITA, Lobatta IIIB ve
Lobatta IIIC metodlar1 sayilabilir. Ayrica bunlara ek olarak Rosenbrock tipinde
metodlar1 sayilabilir. Bunlar tek adimli metodlardir. Bunun yaninda stiff problemleri
¢6zen ¢ok adimli metodlarda vardir. Bunlardan Adams metodu, Predictor-Corrector
(tahmin edici-diizeltici) metodu, Nystrom metodlar,, Geriye dogru fark (BDF)

formiilleri en ¢ok rastlanan metodlardan sayilabilir.

Bu alanda c¢ok miktarda ¢alisma vardir. Bunlardan en temel olanlardan biri
W.H.Enright, T.E.Hull, B.Lindberg‘in 1975 yilinda yaptigi ve 25 ayr1 stiff adi
diferansiyel denklem ve denklem sistemlerini ele alarak farkli niimerik teknikleri
kullanarak bunlari giivenilirlik ve hesaplama maliyeti agisindan incelemislerdir.
Kassay stiff diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in singliler pertiirbasyon metodlarini
uygulamis ve bunu Reiss‘in hizli geciskenlik ve degisim gosteren problemlerde
kullandig1 asimtotik metodlarla karsilastirmigtir. Brugnano ve Trigiante smnir deger
metodlar1 adli yontemlerini runge-kutta metodlar1 ve ¢oklu adim metodlar1 arasindaki
bir Uglincli ¢alisma yonii olarak ortaya koymustur. Son donemlerde Hsiao bu tiir
problemleri ¢6zmek i¢cin wavelet yontemini kullanmiglardir. Jannelli ve Fazio stiff
Ozelligi tasiyan adi diferansiyel denklemleri ¢6zmek i¢in iki tane 2. mertebeden
Rosenbrock metodu kullanmiglardir ve ayni mertebeden bir geriye dogru fark (BDF)

metodunu kullanmiglardir.
3.2 Stiff Adi Diferansiyel Denklemler Nedir ?

Bir diferansiyel denklem sisteminde, stiff vektor c¢oziimiindeki bilesenlerin zaman
skalasindaki biiyiik farklarini isaret eder. Genelde oldukga tatmin edici olan bazi sayisal

yordamlar stiff denklemlerde oldukca zayif performans gosterirler. Bu, niimerik



coziimdeki kararliligin sadece c¢ok kiicik adim uzunluklariyla ger¢eklenebildigi

durumlarda olusur.

Stiff diferansiyel denklemler bir ¢ok uygulamada ortaya cikarlar. Ornegin, bir uzay
aracinin kontroliinde rotanin oldukga diizgiin olmas1 beklenir, fakat programlanmis ugus
rotasinda herhangi bir sapma belirlendiginde, rotada ¢ok hizli diizeltmeler yapilabilir.
Bu tiir problemlerin bir bagka kaynagi, bir kimyasal siireci izleme sirasindadir; ¢ilinkii
olusan fiziksel ve kimyasal degisimler i¢in zaman skalasinda biiyiik farkliliklar var
olabilir. Elektrik devre teorisinde, stiff problemler ortaya c¢ikar, ¢iinkii mikrosaniye
mertebeli zaman skalali gegicilikler devrenin genellikle diizgiin olan davraniglaria

yiiklenebilir.

Asagidaki gibi bir adi diferansiyel denklem ele alalim (Iserles, 2008)

. —-100 1
y'=Ay, y(0) =y,, kiburada A = 0 -1 3.1
10
Euler metodunu kullanarak asagidaki formiilasyonu elde edebiliriz.
Y1 = Yo + hAy, = (I + hA)y,
ki burada I birim matristir. Iterasyonu genellestirirsek;
Yo = U+ hA)"y,, n=0,1,2, .. (3.2)

Spektral ¢arpanlara ayirma metodunu kullanarak

1 1 —-100 O
A=VDV~! kiburada V = 0 22| veD= ) -1

10 10

(3.1) denkleminin tam ¢6ziimii;

—100t 0
y() = et =VePV=ly,, t >0 e = (e t)
0 e 10

Diger bir deyisle t ye bagh olmayan y,’a bagli olan iki tane ¢6ziim vektorii vardir.



-t

y(t) = e 190y, + er0x, , t=0 (3.3)

g(t) = e~ fonksiyonu ¢ok hizli bir sekilde azalir. Ornegin; g(0.1) = 4.54 x 1075 ve

-t
g(1) = 3.72 x 10~** fakat diger yandan e1o fonksiyonu ilk fonksiyona gére binlerce kez

daha durgundur. Dolayisiyla, kii¢iik bir zaman diliminde dahi x; in ¢6ziime katkis1 sifir

-t
denecek kadar azdir ve kesin ¢6ziim y(t) = e1ox, tarafindan belirlenir.

Bu problem i¢in Euler ¢6ziimii {y,, };=o ne olur ?
(3.2) denklemini tekrar ele alalim.

v, =V + kD)W ly,, n=0,1,2, ..

(1—-100R)" 0
(I + hD)™ = 0 (1 1 L n
")

oldugundan dolay1 y,, ¢6ziimii asagidaki sekilde alir.
1 n
Yo = (1= 1000 +(1-=h) x, n=012,.. (3.4)
Diyelim ki ;
h > % olsun. Bu durumda ;

|1 — 100Ah| > 1 ki buda (3.4) denkleminden gelen bir sonugtur.

Biiyiik n ler i¢in Euler iterasyonunun sonuglari biiyiiklilk olarak geometrik anlamda

biiyiir ki bu durum asil ger¢ek ¢6zliimiin asimtotik davranisiyla ters diismektedir.
(3.1) numaral: esitlikte verilen denklem 6rnegi stiff diferansiyel denklemlere 6rnektir.
3.3 Rijitlik (Stiffness)

Rijitlik (stiffness) adi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde ortaya ¢ikan bir problemdir.
Rijit diferansiyel denklemin ¢odziimiinde, biri ¢ok ¢abuk degisen digeri ise ¢ok yavas
degisen terim grubu veya gruplar1 bulunur. Fiziksel olarak, bu terim gruplarindan biri
sistemin gecici (transient) ¢oziime diger ise kalici (steady state) ¢Oziimiine karsi
gelmektedir. Gegici ¢6ziim kisa zamanda sonmekte digeri ise kalmaktadir. Rijit (stiff)

diferansiyel denkleme 6rnek olarak asagidaki diferansiyel denklem verilebilir.
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y’ = —1000y + 3000 — 2000e~¢, y(0) = 0
y(t) = 3 — 0.998¢~1000¢ _ 2 002¢~t (3.5)

Rijit (stiff) denklemin yukarida verilen ¢oziimiinde bulunan e =999 terimi ¢ok kisa
zamanda (t<0.005) de sonmekte ve diger terimler ¢6zlime egemen olmaktadir. Yukarida
verilen ¢6zlime benzer c¢oziimler yiiksek mertebeli diferansiyel denklemlerin

¢Oziimiinde de karsilasilir (Bakioglu, 2011)

Rijit (stiff) problemlerin ¢oziimiinde adim uzunluguna ¢ok dikkat etmek gerekir. Bu tip
problemlerde ¢ok kii¢iik adim uzunlugu gerekebilir. Uygun olmayan adim se¢imi ¢ok
yanlig sonuglar ortaya ¢ikartir. Rijit (stiff) diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in genel
bir yontem vermek miimkiin degildir. Buna karsin ¢ok adimli yontemler genelde
uygulanamaz. Daha 6nce uygulanan agik yontemler rijit (stiff) problemlerde iyi sonug
vermez. Kapali yontemler iyi sonug verir. Ornegin; geriye dogru Euler yontemi ve
trapez yontemi gibi. Kapali Euler yonteminin yakmsamasi iyi olmamakla birlikte
kararlilig1 ¢ok iyidir. Kapali yontemler ile Richardson ekstrapolasyonu, ¢6ziim igin iyi
bir kombinasyondur. Kapali yontemler kullanildiginda rekiirans bagintisinda
Vi 4+1 degerini bulmak i¢in yapilan ardisik yaklasimm yakinsamamasi gibi bir sonug¢ da

ortaya ¢ikabilir.

Rijit problemler i¢in en uygun yontemler geriye dogru diferansiyel bagimntilarin
kullanilmas ile elde edilen yontemlerdir. Bagmtilar (Bakioglu, 2011)

18 9 2 6h
Yier = 77Yi ~ 17 Vi1 + 11 Vi-2 + Hfi+1

48 36 16 3 12h
Yier = 52¥i ~ 5 Vi-r T e Viee T 5 Vies t Ele

_ 300 300 +200 75 N 12 +60h
J’i+1—1373’i 1373’i—1 1373’i—2 137371'—3 1373’i—4 137fi+1

360 450 400 225 72 10 60h

—=YVi-3t+

Yier = 147 Vi = a7 Vi1 + 14772 ~ {47 147 Y-+ ~ 1g7Yi-s + mfiﬂ

Yukarida verilen geriye dogru diferansiyel bagintilardan elde edilen rekiirans bagintilari

rijit problemler i¢in uygun yontemlerdir. Daha fazla terim uygun sonug¢ vermeyebilir.



(3.5) numarali denklem rijit (stiff) bir adi diferansiyel denklemdir. Literatiirde katiligin
detayl1 bir tanim1 konusunda ¢ok ¢esitli agiklamalar vardir. Fakat beklide en ¢ok bilgi

verici anlagilabilir tanim ¢ok uygulama tabanli olan a¢iklama yaklagimidir.

y' =fty), t=ty, y(ty) =y (3.6)

Seklinde verilmis olan adi diferansiyel denklem ve diferansiyel denklem sisteminin
herhangi bir metodla yapilan niimerik ¢6ziimii kararsizlik durumundan kaginmak i¢in
adim biiytikliiglinde ciddi manada kii¢tiltmesine ihtiya¢ duyuyorsa bu tip denklemlere
rijit (stiff) diferansiyel denklem denir.

Bazen (3.6) numarada verilen lineer sistemin 6zdegerlerinin normlar1 bulunup en biiytik
normu en kiiclik norma bolerek elde edilen rijitlik orani sabiti ¢ogunlukla (3.6)

numaradaki sistemin rijitlik (stiff) durumunu yada seviyesini belirlemekte kullanilir.

Bu rijitlik (stiff) kavrami ve ilgili rijitlik (stiff) oran1 degeri adi diferansiyel denklem
veya denklem sisteminin olast davranigini tahmin etmede yardimci olur. Dolayisiyla
(3.6) numaradaki genel formu verilen denklem veya denklem sisteminin rijitlik (stiff)
orani biiyiikse denklem yada denklem sistemi rijittir (stiff). Burada dikkat edilmesi
gereken nokta lineer olmayan adi diferansiyel denklemin davranigini tahmin etmede

yada belirlemede bu rijitlik (stiff) oran1 tam kullanigh olmayabilir.

Pratikte karsilasilan pek ¢ok adi diferansiyel denklem rijittir (stiff). Ne zaman ki bir
diferansiyel denklem modelinde ¢oklu siiregler bir birinden ¢ok farkli degisim oraniyla
cikarsa rijitlik (stiff) karsilasmak kaginilmaz olmaktadir. Ornegin; kimyasal kinetigin
diferansiyel denklemleri, ¢ok farkli zaman araliklarinda meydana gelen reaksiyon
durumlarmi temsil eder. Mesela; paslanma ve patlama olaylarmin gelistigi zaman
stireglerini diisiiniiniiz. Bu iki farkl siirecin ayni anda ele alindig1 diferansiyel denklem
sistemlerinde 6rnek olarak 1017 gibi bir rijitlik (stiff) oran1 normal sayilmaktadir. Rijit
(Stiff) diferansiyel denklemin ortaya ¢iktigi diger alanlar genellikle kontrol teorisi alani,
reaktor kinetigi alani, hava durumu tahminin yapildigi problemler, matematiksel
biyoloji alan1 sayilabilir. Ayrica parabolik kismi diferansiyel denklemlerin niimerik
coziimlerinde de rijit (stiff) adi diferansiyel sistemlerinin yiiksek rijitlik (stiff) halleriyle
caligilmaktadir.
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BOLUM IV

VARYASYONEL ITERASYON METODU
4.1 VIM Literatiirii
Varyasyonel iterasyon yontemi, varyasyonel tabanli analitik bir ¢6ziim teknigi olup, He
tarafindan 6nerilmistir (He, 2000; He, 2004a; He, 2004b; He, 2005). Bu yontemle ¢esitli
dogrusal ve dogrusal olmayan diferansiyel denklemler, smir-deger ve baslangi¢c-deger
problemleri, diferansiyel denklem sistemleri ¢o6ziilebilmektedir. Yontemin c¢esitli
matematiksel uygulamalar1 He (2006b, 2008a, 2008b), Noor ve Mohyud-Din (2008),
Mahmood vd. (2008) ve Islam vd. (2009) calismalarinda yer almaktadir. Mithendislik
problemleri de, c¢esitli dogrusal ya da dogrusal olmayan, diferansiyel denklem veya
denklem sistemleri ile ifade edilen, baslangic-deger, smir-deger veya Ozdeger
problemleridir. Coskun ve Atay (2007) , Atay ve Coskun (2008) varyasyonel iterasyon
yontemini dogrusal olmayan 1s1 transferi problemlerine uygulamiglardir. Daha sonra,
Coskun ve Atay (2009) , Atay ve Coskun (2009) varyasyonel iterasyon yontemini ilk
defa elastik stabilite problemlerine uygulamiglardir. Yontemin bu basarili uygulamalart,
mevcut ¢alisma i¢in se¢ilmesinin baslica nedenleridir.
4.2 Varyasyonel iterasyon Metodu
Varyasyonel iterasyon yontemi He (2008a) tarafindan gelistirilmis olup ¢esitli dogrusal
olmayan problemlerin ¢oziimiinde etkin bir sekilde kullanilabilen ve hassas ¢oziimlere
hizli bir sekilde yakinsayan iteratif bir yontemdir. Yontemin deteylar1 He (2008a)
kaynaginda anlatilmaktadir.
Inokuti vd. (1978) dogrusal olmayan problemleri ¢6zmek igin (6zellikle kuantum
mekanigindeki problemler) genel bir Lagrange ¢arpan1 yontemi 6nermislerdir.
Lagrange c¢arpant ve varyasyon hesabinin detaylari icin Ramos (2008) kaynagi
incelenebilir. Onerilen yontemin ana 6zelligi soyledir: Matematik problemi
dogrusallastirilmis halinin ¢6zlimii baslangic tahmini olarak kullanilarak belirli bir
noktada daha yiiksek hassasiyetle bir tahmin elde edilebilir.
Asagidaki genel dogrusal olmayan bir sistemi ele alalim.
Lu+ Nu = g(x) 4.1
Burada L dogrusal olan ve N dogrusal olmayan operatorlerdir.
Uy(x)'m Lu = 0 sistemin bir ¢6ziimii oldugu varsayilarak belirli bir nokta i¢in bu deger

asagidaki gibi diizeltilebilir.

Ugizetritmis (1) = o (1) + [ A(Lug + Nug — g) dx (4.2)

11



Burada A genel lagrange c¢arpanidir ve varyasyonel teori yardimiyla elde edilir.
Denklemin sagindaki 2. terim ise diizeltme olarak adlandirilir. He bu yontemi asagidaki
sekilde bir iteratif yonteme doniistiirmiistiir (He, 1999; He, 2000; He, 2003a; He, 2003b;
He, 2006a).

U1 (o) = (o) + [ ° MLty + Nuy, — gl (43)
Burada uy(x) muhtemel degiskenlerle bir baslangi¢c tahmini ve u,, du,, = 0 kosulunu
saglayan smirli varyasyon olarak disiiniilebilir. Herhangi bir x4, icin bu denklem
asagidaki sekilde yeniden yazilabilir.

Ungr () = w4, () + [ HLun () + N1 (O) — g(O)}dx (4.4)
Denklem (4.4) bir diizeltme fonksiyonelidir. Varyasyonel iterasyon yonteminin ¢esitli
dogrusal olmayan problemlerin ¢6ziimiinde nasil etkin olarak kullanildigi He (1997), He
(1999), He (2003a), He (2003b) ve He (2006a) calismalarinda etkin olarak
gosterilmistir.  Dogrusal problemlerde ise Lagrange c¢arpan1 tam olarak
tanimlanabildiginden gergek ¢6ziim tek bir iterasyonla elde edilebilir.

y +w?y = f(t) (4.5)
f(t) = Asinwt + B sinwt (4.6)

Bunun diizeltme fonksiyoneli asagidaki gibi yazilabilir.

Yar1(®) = 7 (O + [ Myn (@) + w2y, (1) — f(D)}de 4.7)
8y(0) =0 kosulunu saglayacak sekilde bu diizeltme fonksiyonelini stasyoner hale
getirirsek

8Yns1 () = 8y (0) + 8 f, Ay () + w2y, (1) — F(D)}dr (4.8)

= 87 (8) + A8V (Dlem = X @Y (Ole=e + fy O + W2D8y dr = 0

asagidaki stasyoner kosullar meydana gelir.

Sy: A () +w?A(r) =0

8Yn: A(T) |2 = 0

8Vnil— A (D))= =0 (4.9)
Burada Lagrange ¢arpani asagidaki sekilde elde edilir.

A= %sin w(t—1) (4.10)
sonug olarak asagidaki iterasyon formiilii elde edilir.

Y1 () = yu(t) + %fot sinw(z — 1) X {y, (1) + w2y, (1) — f()}dr (4.11)

Eger denklem (4.5)’in homojen ¢6ziimiinii baslangic tahmini olarak kullanacak olursak
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Yo = C; coswt + C, sinwt (4.12)
Denklem (4.11) deki iterasyon formiiliinden

B

w2-1

y1(t) = C; coswt + C, sinwt — %t coswt + (sint + sin wt) (4.13)

Bu sonug¢ denklem (4.5)’ in genel ¢6zimiidiir.
Bununla birlikte eger diizeltme fonksiyoneline sinirli varyasyon uygulayacak olursak
tam ¢oziim sadece ardisik iterasyonlarla elde edilebilir. Denklem (4.5)” in homojen

oldugunu varsayarak diizeltme fonksiyonelini tekrar yazalim.

Va1 (0) = Y (O + [ A ya () + Wiy (D}dr (4.14)
Burada y,, simirli fonksiyon olarak diisiiniilebilir ve §y, = 0 olacak sekilde yukaridaki

diizeltme fonksiyonelinin stasyoner kosullar1 asagidaki sekilde elde edilebilebilir.

A(@=0 (4.15)
A()]2e =0 (4.16)
1-2()|= =0 4.17)

Dolayisiyla Lagrange carpani agagidaki gibi olur.
A=1—t (4.18)
Lagrange carpaninin yerine konmasiyla iterasyon formiilii su formu alir.

t .
Yne1(®) = 3 () + [ (T = ){yn () + Wiy, (D)}dr (4.19)
Omegin y(0) =1 ve y (0) =0 baslangic kosullar1 ve y, = y(0) = 1 baslangic

tahmini ile baslarsak sirastyla agagidaki yaklasik ¢oziimleri elde ederiz.

yi(6) = 1— 2 w?e? (4.20)

Y2(8) = 1— —w2t? +—wtt? 421)

Ya(t) =1 ——w2t2 +—whth o 4 (—1)”$W2”t2” (4.22)
Buradan

limy, (t) = coswt
n—-oo

¢Oziimii elde edilir ki bu ¢6ziim problemin gergek ¢coziimiidiir .

Yukarida da goriildiigi lizere tahmin ¢6ziimleri Lagrange carpimim yaklasik
tanimlamasmdan 6tiirli gorece olarak daha yavas bir sekilde gercek ¢oziime yakinsar.
Gergekte denklem (4.18)’in, denklem (4.11)’in 1. Mertebeden tahmini oldugunu
asagidaki bagintidan gorebiliriz.

/1=$sin(r—t) zr—t—%wz(r— t)3 (4.23)
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Dogrusal olmayan problemler i¢in Lagrange carpimini basit bir sekilde elde edebilmek

acisindan dogrusal olmayan terimler sinirli varyasyonlar olarak diisiiniilebilir.

14



BOLUM V

STIiFF SIRADAN DIiFERANSIYEL DENKLEM VE STIiFF SIRADAN
DIFERANSIYEL DENKLEM SiSTEMLERININ VIM COZUMU

5.1 VIM Formiilasyonu

Varyasyonel iterasyon metoduna (VIM) gére lineer olmayan bir diferansiyel denklem

asagida belirtildigi gibi diistiniilebilir.
Lu+ Nu = g(x) (5.1)

Burada L lineer operator, N lineer olmayan operatdr ve g(x) ise homojen olmayan bir
terimdir. uy(x)’ in Lu = 0 sisteminin bir ¢6ztimii oldugu varsayilarak belirli bir nokta
icin bu deger asagidaki gibi diizeltilebilir.

Uaszetviomis (1) = uo(D) + J; HLug + Nug — g} dx (5.2)
Burada A genel lagrange carpanidir ve varyasyonel teori yardimiyla elde edilir.
Denklemin sagindaki 2. terim ise diizeltme olarak adlandirilir. Bu yontem asagidaki
sekilde bir iteratif yonteme doniistiiriilebilir.

a1 (60) =y (%0) + [ ALy + Nuy — g} dx (5.3)
Burada uy(x) muhtemel degiskenlerle bir baslangi¢ tahmini ve u,, du,, = 0 kosulunu
saglayan smirli varyasyon olarak diisiiniilebilir. Herhangi bir x, i¢in bu denklem

asagidaki sekilde yeniden yazilabilir.

1 (0) = 1, (0) + [ ML (D) + Nun(9) — 9(O)} dd (54)
Bu denklem bir diizeltme fonksiyonelidir.

Ayrica sistemler icinde Modifiye edilmis Varyasyonel iterasyon Metodu (MVIM)
vardir. Herhangi bir x, i¢in denklemi asagidaki sekildedir.

{ Un1 (1) = U () + [7° MLun Q) + Nvp(O) — g(O)} d¢
Va1 () = 0,(0) + [ ML () + Nttpsr (§) — R(D} dC

Bu denklemde bir diizeltme fonksiyonelidir.

(5.5)

Eger elimizde bulunan diferansiyel denklem (Darvishi vd., 2007).

u’(t)) _ (-1 95 (u(t))
(v’(t) =01 Zo) v (t) (5.6)
ise A Lagrange ¢arpanini bulalim.

Bu diferansiyel denklemin diizeltme fonksiyonu asagidaki gibi yazilabilir.
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Uni1 (8) = Un(8) + [ 4 [ (D) + un(Q) — 957 (]S (5.7)

Va1 (8) = 0 (8) + [ 2[4 (0) + T (0) + 97v,(D)]dS (5.8)

A4 ve 4, Lagrange garpanlari, U, ve U, sinirli varyasyonlar: ifade eder. 6, = 0 ve
6V, = 0 kosulunu saglayacak sekilde bu diizeltme fonksiyonelini stasyoner hale

getirirsek
Bty (£) = S (£) + 6 jo M)+ 10,(0) — 95T (Ol
= Sun(6) + 8 j Ml (©) + un (g
= 8 (6) + 21611, (Dl gme + jo (4~ 2)6un(Q)dg = 0

Ve

§Vner (£) = Sva(D) + 6 j W) + T Q) + 97v,(D]dS
0

= 80, (¢)

np j L[04(0) + 97va(D]dS
0

t

= 50,(8) + 18 (Dlome + ] (9745 — 1,)8v,(0)d = 0
0

Asagidaki stasyoner kosullar meydana gelir.

Sup: 41(0) —4,({) =0 (5.9)
Sup: 1+ 41(Dle=c =0 (5.10)
ve

SV, A5(0) —974,(0) =0 (5.11)
Svp: 14 2,(Dle=r =0 (5.12)

Burada Lagrange carpanlar1 asagidaki sekilde elde edilir.
Al - _e(_t
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/12 = —897((_t)

Dolayisiyla (5.7) ve (5.8) denklemi asagidaki gibi yeniden yazilabilir.

U1 (8) = (D) — j Ul () + un(Q) — 95v, ()AL
0

t

Vs () = v () — j T7CD[L () + un(Q) + 97w (OIS

0

5.2 VIM Céziimleri

5.2.1 Stiff siradan diferansiyel denklem

Ornek 5.2.1

y'(t) = =200[y(t) — F(t)] + F'(t) , F(t) = 10 — (10 + t)e " ve baslangi¢ sart1

y(0) =10 olan ve gercek ¢oziimii yg(t) = F(t) + 10e72%°¢ olan stiff diferansiyel

denklemi g6z oniine alalim (Gamal ve Iman, 1999).

(5.4)’deki VIM iterasyon formiiliinden ;

Yre1 () = ¥ () + [ AD[yn(@) + 200(y, () — F(O)) — F'(D)]dg (5.13)
iterasyon formiilii elde edilir.

Buradaki Lagrange ¢arpani (5.6) denklemine uygulanan islemler (5.13) denklemine
uygulanmasiyla A(¢) = —e?°°¢=8  olarak elde edilir. Tek denklem oldugundan
stiffness katsayis1 yoktur.

VIM iterasyonu ;

n = 0icin ;

y1(6) = yo(8) — f; €2°°C9 [y () +200(y6(Q) — F(D)) — F'(9)]d¢ (5.14)
n = 1igin;

Y2(8) = 3 (&) = [ €€y (0) + 200(y, () = F(Q)) = F'({)]d¢ (5.15)

iterasyon denklemlerine ulasilir.
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y.(t) = 10 + 10e7200t — 10e~t — te~t (5.16)

y,(t) = 10 + 10720 — 10e~t — te™t (5.17)

Cizelge 5.2.1 Ornek 5.2.1°deki y(t)’nin ikinci iterasyonunun VIM degeri ile gercek

degeri ve hata analizi

t Y2(t) ye(t) lye(t) — y, (D]
0 10 10 0
0.1]0.8611420984483455 | 0.8611420984483455 |0
0.2 | 1.648946318604580 | 1.648946318604585 |0
0.3 ]2.3695723269783064 | 2.3695723269783064 | 0
0.4 | 3.0286715212293505 | 3.0286715212293505 | 0
0.5 3.631428073017349 | 3.631428073017349 |0
0.6 | 4.1825966574033195 | 4.1825966574033195 | 0
0.7 | 4.686537249431918 | 4.686537249431918 | 0
0.8 | 5.147247187534007 | 5.147247187534007 |0
0.9 | 5.56839070882747 5.56839070882747 0
1 5.953326147114135 | 5.953326147114135 |0
Ornek 5.2.2

y'(t) = 5e5¢(y(t) — t)> + 1 ve baslangi¢ sart1 y(0) = —1 olan ve gergek ¢oziimii ;

ye(t) =t — e~5¢ olan stiff diferansiyel denklem sistemini géz oniine alalim (Lee vd.,

2002).

(5.4)’deki VIM iterasyon formiiliinden ;

Vs (8) = ¥ () + fo 2D [y = 55 3u(D) = O)? — 1]dg

iterasyon formiilii elde edilir.

Buradaki Lagrange c¢arpani (5.6) denklemine uygulanan islemler (5.18) denklemine
uygulanmasiyla A({) = —1

katsayis1 yoktur.

VIM iterasyonu ;

n = 0igin ;

olarak elde edilir. Tek denklem oldugundan stiffness

71(®) = yo(®) = [;[76() = 55 (35 () — )2 — 1]d¢
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n=1igin ;

t !
Y2(©) = y1(0) = [ [y1 (D) = 5 (1(9) = ) — 1]dg (5.20)
n=2ig¢in;

tro s
y3(8) = y,(0) — [[[v3(0) — 5% (3,(0) — )? — 1]d¢ (5.21)
n = 3igin;

t !
va(t) = y3(8) — [, [5(0) = 5% (y5(0) — ? — 1]d¢ (5.22)
iterasyon denklemlerine ulasilir.

5t
Nt = ==+ T+t + TSt +e5tt? (5.23)

5t 10t 15t
)= T T S M By B 520
5t 10t
V3 (t) -7 361:626541678462379002682257070605030003 23;5 ;62:81:(?66;3 56 - 3003';3;25622?5 (525)
V4 (t) =
_ 77287101204350195860004065709292610593527104342773343476170994234466630513
108517812114611409221788343394281568622670858333437500000000000000000000
(5.26)

Cizelge 5.2.2 Ornek 5.2.2°deki y(t) nin dordiincii iterasyonunun VIM degeri ile gergek

degeri ve hata analizi

t Ya(t) ye(t) [y (©) — ya ()]

0 -0.999999999999994 | -1 7.339976471698332*10™"°
0.001 | -0.9940124791931712 | -0.9940124791926823 | 4.927906523813651*10™"°
0.002 | -0.9880498337651762 | -0.9880498337491681 | 1.6008528246149587*10™""
0.003 | -0.9821119397246764 | -0.9821119396030626 | 1.2161364041303285*10"°
0.004 | -0.9761986738193489 | -0.9761986733067552 | 5.125912412513385*10™""
0.005 | -0.9703099135930895 | -0.9703099120283326 | 1.5647582356268962*10”
0.006 | -0.964445537443148 | -0.9644455335485081 | 3.89464052799234*10”
0.007 | -0.9586054246776361 | -0.9586054162575665 | 8.420067726445267*10~
0.008 | -0.9527894555727712 | -0.9527894391523232 | 1.642045066314947*10°
0.009 | -0.9469975114305945 | -0.9469974818330998 | 2.9597494739514207*10™
0.01 | -0.9412294746363914 | -0.941229424500714 | 5.0135674697056634*10™
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5.2.2 Stiff siradan diferansiyel denklem sistemleri
Ornek 5.2.3
u'(t) = —u(t) — 15v(t) + 15e7¢

v'(t) = 15u(t) — v(t) — 15e~t ve baslangi¢ sart1 u(0) = 1, v(0) = 1 olan ve gercek

¢Ozimii ;
ug(t) =et

vg(t) = et olan stiff diferansiyel denklem sistemini goz oniine alalim (Hojjati vd.,

2004).

(5.4)’deki VIM iterasyon formiiliinden ;
1 (8) = Uy (8 + 1 24 (D[ (@) + 1 (§) + 150, (8) — 15~ d¢ (5.27)

Vst () = 0,0 + [ @ [vn(0) = 15un(Q) + 1, () + 15e~¢]d¢ (5.28)
iterasyon formiilii elde edilir.

(5.5)’deki MVIM iterasyon formiiliinden ;
MUy () = muy,(t) + fot A (Q[mup, Q) + mu, () + 15mv, ({) — 15e~¢]dd  (5.29)

MV (8) = M0y (0) + [ ([} (§) = 15mtty41 (O + M, (§) + 15¢7¢]d¢ (5.30)
iterasyon formiilii elde edilir.

Buradaki Lagrange ¢arpanlari (5.6) denklemine uygulanan islemler (5.27), (5.28), (5.29)
ve (5.30) denklemlerine uygulanmasiyla 1, (¢) = —e~t ve 1,({) = —e’~*! olarak elde

edilir. Ayrica bu denklem sisteminin stiffness katsayisi 1 dir.

VIM iterasyonu ;

n=0i¢in ;
uy (t) = uy(t) — fotef—t[ué(o + () + 15v4({) — 153_(]d€ (5.31)
v1(t) = vy (t) — fotef‘t[v(')(é) — 15u4({) + v, ({) + 153_(]‘1( (5.32)
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n = 1icin;
u, (£) = w, (8) — f et [us (O) + u, () + 150, () — 15e~¢]d¢
v, (6) = v, (8) — [ e [v1 Q) — 151, () + v4 (0) + 15e~¢]d¢
n = 2icin;

us(t) = u, () — [ e up () + up Q) + 15v,(0) — 15e~¢]d¢

v3(8) = v, () — [ et {v3(0) — 15u, () + v, () + 15e~¢]d¢
iterasyon denklemlerine ulasilir.

u (t) = =15+ 16e7t + 15e~ ¢t

v(t) = 15— 14e7t — 15e 't

2
u,(t) = —225 + 226e ¢ + 225e 't + et

2
v,(t) = =225 + 226e~* + 225¢ "t + et

3375t ot 1125¢3 ot

us(t) = 3375 — 3374e"t — 3375e "'t — >

2 3
vy(t) = —3375 + 3376e ¢ + 3375e "t + et 4 et

MVIM iterasyonu ;

n = 0igin;

muy () = mue(t) — [ e~ [mup(Q) + muy () + 15mvy(Q) — 15e~¢]d¢
mvy (t) = mvg(t) — [ e$~[mvg(Q) — 15muy () + mve(() + 15e~¢]d¢
n=1ligin;

mu, (£) = muy () — [ e~¢[mu} () + muy (§) + 15mv, () — 15e~¢]d¢

mu,(t) = mv,(t) — fote(‘t[mv{(i) — 15mu, () + mv,({) + 15e~¢]d¢
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n = 2igin ;

mus(t) = mu,(t) — fotec‘t[mu’z({) + mu, () + 15mv,({) — 15e~]d¢ (5.47)
mvs(t) = mv,(t) — f;ec‘t[mvg({) — 15mu3({) + mv, () + 15e~¢]d¢ (5.48)
iterasyon denklemlerine ulasilir.

mu, (£) = —15 + 16e~t + 15e~tt (5.49)
mvy () = —225 + 226 +225¢ ¢ + 220t (5.50)
m,(t) = 3375 — 3374e~t — 3375 t¢ — 375 -t _ 1125C (5.51)

mv,(t) = 50625 — 50624e~t — 50625e "t —

2

2

50625t ot 16875t3 ot 16875t* ot

(5.52)
mug(t) = —759375 + 759376e~t + 759375e "t + 7593275t2 et 1 253125¢3 ot 4+
253125t* et 4

8
(5.53)
mus(£) = —11390625 + 11390626e~ + 11390625~ ¢ + 11320025 -
3796875t3 et 4. 550

2

Cizelge 5.2.3 Ornek 5.2.3’deki

degerleri ile ger¢ek degeri

u3(t)

mus(t)

ug (t)

1

1

1

0.001

0.9990004999737394

0.9990004998935951

0.999000499833375

0.002

0.9980020009138766

0.9980019986698418

0.9980019986673331

0.003

0.9970045068664319

0.9970044955436256

0.997004495503373

0.004

0.9960080252290866

0.9960079893833161

0.9960079893439915

0.005

0.9950125667325684

0.9950124792377044

0.9950124791926823

0.006

0.9940181454311889

0.9940179640374512

0.9940179640539353

0.007

0.9930247786884213

0.9930244427667563

0.9930244429332351

0.008

0.992032487162924

0.9920319146383471

0.9920319148370607

0.009

0.991041294795581

0.9910403782024698

0.9910403787728836

0.01

0.9900512287956041

0.990049832687267

0.9900498337491681

22

u(t)’nin tgiincii iterasyonunun VIM ve MVIM



Cizelge 5.2.4 Ornek 5.2.3’deki

degerleri ile gercek degeri

v(t)’nin tglinc

iterasyonunun VIM ve MVIM

v3(t)

muv;(t)

vg(t)

1

1

1

0.001

0.9990004996928619

0.9990004992471849

0.999000499833375

0.002

0.9980019964209337

0.9980019996738057

0.9980019986673331

0.003

0.9970044841400352

0.9970044955640013

0.997004495503373

0.004

0.9960079534588728

0.9960079903519065

0.9960079893439915

0.005

0.9950123916531064

0.9950124800945209

0.9950124791926823

0.006

0.994017782676631

0.994017964763553

0.9940179640539353

0.007

0.993024107177818

0.9930244428529994

0.9930244429332351

0.008

0.9920313425112177

0.9920319152450463

0.9920319148370607

0.009

0.9910394627505194

0.9910403779326697

0.9910403787728836

0.01

0.9900484387024483

0.9900498351330844

0.9900498337491681

Cizelge 5.2.5 Ornek 5.2.3deki u(t)’nin iigiincii iterasyonunun hata analizi

lug () — usz(t)|

lug (t) — mus(t)|

0 0 0

0.001 | 1.4021135142684715*10™° | 5.370060239583488*10°'"
0.002 | 2.246471434222408*10”° | 3.017630719956421*10™"!
0.003 | 1.1363425714283615*10° | 7.563492323767185*10™""
0.004 | 3.588510683744106*10° | 1.0231015687423017*10™"
0.005 | 8.753995842103457*10° | 1.4477568449633438*10™"
0.006 | 1.813772789946433*107 | 7.5121089904151*10"
0.007 | 3.357555290045555%107 | 1.6022430604500926*10™"°
0.008 | 5.723256257528231*107 | 2.421521871909249*10"°
0.009 | 9.160225308002534*107 | 6.065054292125893*10™"°
0.01 | 1.3950463505496558*10° | 9.774036302534483*10"°

Cizelge 5.2.6 Ornek 5.2.3’deki v(t)’nin {igiincii iterasyonunun hata analizi

[ve (t) — v3(0)]

[vg (t) — ms(0)]

0 0 0

0.001 | 1.4021135142684715*107° | 2.2219767605718976*10™°
0.002 | 2.246471434222408%10° | 4.792591046243189*10™°
0.003 | 1.1363425714283615*10° | 3.696506087336182*10°
0.004 | 3.588510683744106*10° | 2.5986732210547814*107°
0.005 | 8.753995842103457*10° | 6.710601796466875%10™°
0.006 | 1.813772789946433*107 | 5.345652809296553%10™°
0.007 | 3.357555290045555*%107 | 5.080954545988448%10™°
0.008 | 5.723256257528231*107 | 1.3171641555231872*107°
0.009 | 9.160225308002534*107 | 8.763054726301789%10™°
0.01 | 1.3950463505496558%10° | 1.6140067060632646*10™°
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Ornek 5.2.4

Cj:%g) = (_110 _12) (ZEB) ve baslangic sarti (:;Eg%) = (é) dir. Gergek ¢6ziim

Laplace Transform yardimiyla ;

ug(t) = e(-6=VINt 4 o(-6+V17)t

(=17 + 4V17)e(-6-VINt 4 (17 4 4+/17)e(-6+V17)t
V17

vgp(t) =

olarak elde edilir. Stiff diferansiyel denklem sistemini goz Oniine alalim (Atay ve Kilig,

2013).

(5.4)’deki VIM iterasyon formiiliinden ;
U1 (8) = (8 + [ 4 (D5, (O) + 10, () — v, (D)]dC (5.55)

Ups1 (8) = 0(0) + [ 2 (D04 () = un(Q) + 20,(D]dC (5.56)
iterasyon formiilii elde edilir.

(5.5)’deki MVIM iterasyon formiiliinden ;
Mty (£) = mun (6) + [ A4 (Mg, (O) + 10mu, () — mv, (]d¢ (5.57)

M1 (8) = M0 () + [ 22 (M} () = Mt 1 (O + 2mw, (]G (5.58)

iterasyon formiilii elde edilir.

Buradaki Lagrange carpanlar1 (5.6) denklemine uygulanan islemler (5.55), (5.56), (5.57)
ve (5.58) denklemlerine uygulanmasiyla A, ({) = —e'°¢= ve 1,(¢) = —e?¢=1 olarak
elde edilir. Ayrica bu denklem sisteminin stiffness katsayis1 5.393540395 dir.

VIM iterasyonu ;

n = 0igin ;
uy () = up(t) — fotelo({_t) [ug($) + 10uy () — vo(D]d¢ (5.59)
v, () = vo(t) — [ ?CO[w(0) — ue(0) + 2vo(D)]dS (5.60)
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n=1igin ;

Uy () = uy (6) = [ €O g () + 10wy () — v4({)]dg (5.61)
v, () = v, () — f; €2 O[w1(0) — us () + 204 ({)]dC (5.62)
n = 14i¢in ;

U5 (6) = ugs () — [ €60 [uf4 () + 1034 Q) — v14(0)]dC (5.63)
v15(t) = v14(6) — [ e2C7O[01,(0) — U4 () + 2014 (]S (5.64)

iterasyon denklemlerine ulasilir.

66_10t

4
u,(t) = §+ : (5.65)
v(t) =1+7e % (5.66)
1 41e710t  7e72t
u(t) = —+ + 5.67
2(8) = 5+ — . (5.67)
2 3710 31¢-2t
v,(t) ==— 5.68
2(6) 5 20 4 (5.68)
uys(t) =
1 214748364745860397e 100 549755813683e72!  660918300195057¢ e-10t 4
1600000000 214748364800000000 549755813888 5368709120000000
(5.69)
vy5(t) =
1 10574692730936989e ¢ 8931449088305e 2! 2034068935799t _q0¢ n
1280000000 85899345920000000 1099511627776 134217728000000
(5.70)

MVIM iterasyonu ;

n = 0igin ;
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muy () = mug(t) — [ 2¢O [muy(Q) + 10mug(§) — mvg({)1dg

mvy (£) = mug(t) — [ e2C0[mvy () — muy () + 2mve($)]dg
n=1ig¢in;
mu, () = muy (¢) — f 2¢O [muy (0) + 10ma, (§) — mv; ()]dg

m,(t) = mvy (8) — [ €20 [mvy({) — mu,(§) + 2mvy ()]dg

n = 14i¢in ;

muy s () = mug,(6) — fot e €0 muy, Q) + 10muy4(§) — mv14(D]dg

M5 (t) = muy, (0 — f; €20 [mui, () — mugs(Q) + 2mvy,(O]dg

iterasyon denklemlerine ulasilir.

4 68_10t
mu,(t) = -+
5 5
2 3e710t  31e-2t
mv,(t) =-—
1(t) 5 20 4
1 793e710t 3172t 3t _4
mu,(t) = —-+ + ——e7 10t
2(0) 25 800 32 20
1 389e10t 103772t 3t _ 31t _
mu,(t) = —— +—e710t f— 2t
50 3200 128 160 32

mu (t) _ 1 73786976294838206514212200295489157 ¢~ 10t
15 2048000000000000000 73786976294838206464000000000000000

mv (t) _ 1 36334367516846184162015998578943561¢ ~10¢
15 4096000000000000000 295147905179352825856000000000000000
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Cizelge 5.2.7 Ornek 5.2.4°deki u(t)’nin onbesinci iterasyonunun VIM ve MVIM

degerleri ile gercek degeri

t (PHO) mus(t) ug(t)
0 2 2 2
0.5 | 0.39757059214807683 0.39757059214807683 0.39757059214807683
1 0.15310487138764364 0.15310487138763976 0.15310487138763973
1.5 0.05988451540793949 0.0598845154076735 0.059884515407673505
2 0.02342881322120863 0.02342881321791905 0.02342881321791905
2.510.009166168288311191 0.009166168271459385 0.009166168271459389
3 0.0035861247768383723 | 0.0035861247256523954 | 0.003586124725652396
3.510.0014030171821282245 | 0.0014030170711399122 | 0.001403017071139912
4 0.0005489094046572347 | 0.0005489092132974475 | 0.0005489092132974475
4.5 10.00021475271017177636 | 0.0002147524293472131 | 0.00021475242934721324
5 0.00008401900780327056 | 0.00008401864059355628 | 0.00008401864059355636

Cizelge 5.2.8 Ornek 5.2.4°deki v(t)nin onbesinci iterasyonunun VIM ve MVIM

degerleri ile gercek degeri

t V15(t) muv;s(t) vg(t)
0 |8 7.999999999999999 8.000000000000002
0.5 | 3.177262280117094 3.1772622801170938 3.177262280117094
1 1.2433560287025747 1.2433560287025707 1.243356028702570
1.5 0.4864461467897269 0.48644614678948217 0.4864461467894823
2 10.1903147111678612 0.19031471116472698 0.19031471116472704
2.5 10.07445775298370626 0.07445775296706533 0.07445775296706537
3 10.02913046998493388 0.029130469932580193 | 0.0291304699325802
3.5 0.011396855980781696 | 0.011396855863410856 | 0.011396855863410854
4 10.004458847727178969 | 0.004458847518489839 | 0.00445884751848984
4.510.0017444569817909575 | 0.0017444566669454057 | 0.001744456666945407
5 10.0006824927138448505 | 0.0006824922920622653 | 0.000682492292062266

Cizelge 5.2.9 Ornek 5.2.4’deki u(t)’nin onbesinci iterasyonunun hata analizi

lug (t) —uy5 ()|

lug (t) — muy5 (0|

0 |0 0

0.5 | 2.2683542327470163*10°"7 | 2.282928121164435*10®
1 ]3.9361078957821094*10°"° | 4.8262061805908646*10™"
1.5 | 2.659813084300751*10"° | 5.1772866444321416*10™®
2 ]3.289578231666611*10" | 7.555517345896108*10™"°
2.5 | 1.685180354228698*10"" | 3.154995896452806*10™®
3 | 5.1185976684536014*107"" | 3.215333759054874*10™"°
3.5 | 1.1098831253297879*107" | 4.796588761623493*10™"
4 ]1.9135978719018548*10™° | 1.2307620334176499%10™°
4.5 | 2.808245631233036*10™ | 1.2957536141459413*10°"

3.672097141931768*10"°

7.506581340857471%10%°
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Cizelge 5.2.10 Ornek 5.2.4°deki v(t) nin onbesinci iterasyonunun hata analizi

[V (t) — v15(0)]

[ve(©) — mvy5(2)|

1.7763568394002505*%10"°

2.6229018956769323*107"°

4.481820730511954*10"

3.0451714605387023*107°

3.796171276632121*%1077

6.699623261226515*%10"

2.446699527008933*10"°

1.194964630220657*%107°

3.1341844809566755*%10"

5.768933781415289*10"

1.6640882140143975%10"!

4.5334084284402523*107"

5.235368044577589*10 "

7.028651272175357*%10°®

1.1737084154789853*107™°

1.735674733681243*10®

2.086891291014619%10°™°

1.3107024221759996*10°®

3.14845550374249%107°

1.296806201475415%10°%

4.2178258450234333*10°

6.661330967823222*10"

Ornek 5.2.5

e

0 100

gergek ¢6zimil ;

uE(t) — e—lOOt _ —8_1000t

100 91

9 9

vp(t) = e~ 100t

—10000) (Z?g)

0 u(0
( O) ve baslangi¢ sart1 (v ) olan ve

olan stiff diferansiyel denklem sistemini gz 6niine alalim (Eriksson, 2004).

(5.4)’deki VIM iterasyon formiiliinden ;

U1 (6) = Un(0) + fi 24 (Df(O) + 1000w, () — 10000v,({)]dg (5.83)

Uyt (8) = 0(0) + f 42 ()[04 () + 1001, ()1dg (5.84)
iterasyon formiilii elde edilir.

Buradaki Lagrange carpanlar1 (5.6) denklemine uygulanan islemler (5.83) ve (5.84)

denklemlerine uygulanmasiyla A, ({) = —e%9°C=8 ve 2,(7) = —e1%°€=8 olarak elde

edilir. Ayrica bu denklem sisteminin stiffness katsayis1 10 dir.
VIM iterasyonu ;
n = 0igin ;
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Uy (£) = uo() — f, e2°°°C-D[ug () + 1000, ({) — 10000v,({)]dS

v, (1) = v, (8) — f € °°COw) () + 100v4()]d]

n=1igin;

up(t) = u, (t) — f €2°°°C-D[u}(7) + 1000w, ({) — 10000v; ({)]dS

v, (1) = vy () — f e'°C=O [} () + 1000, ()]d¢

n=2ig¢in;

us(t) = u, () — [ e12°C O (¢) + 1000u,($) — 10000v,({)]d¢

v3(t) = v,(8) — fi e2°G-D[p}(0) + 100v,($)]dg

iterasyon denklemlerine ulasilir.

uy (t) = 10 — 9¢~1000¢

v, (t) = 100t

913_1000t

100e 100t

u,(t) = — 5

v, () = =100t

913_1000t

1006_100t

usz(t) = — 5

v4(t) = e100¢

(5.85)

(5.86)

(5.87)

(5.88)

(5.89)

(5.90)

(5.91)

(5.92)

(5.93)

(5.94)

(5.95)

(5.96)

Cizelge 5.2.11 Ornek 5.2.5°deki u(t) ve v(t)’nin onbesinci iterasyonunun VIM ve

MVIM degerleri ile gercek degeri

t us(6) v3(t) ug (t) vg(t)

0 1 1 1 1

1 91 1 91 100 1
91000 + eoo 91000 + 9100 e100

2 91 1 91 100 1
"~ 92000 €200 92000 +9e200 e200

3 91 1 91 100 1
"~ 93000 + e300 93000 +9e3°° e300
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4 91 100 ﬁ 91 100 1
- 94000 + 9400 € - 04000 + 9400 400

5 91 100 % 91 100 1
"~ 95000 +98500 € 95000 +9esoo e300

6 91 100 ﬁ 91 100 Wlo
96000 +98600 € 96000 +93600 e

7 91 100 % 91 100 Wlo
97000 +9e700 € 97000 +9e700 e

8 91 100 ﬁ 91 100 ﬁ
98000 + 9800 € i 08000 + 0800 e i

’ 9 95:)00 + 91(3380 e900 9 99%)00 + 91(‘)920 e900

e e e e

10 91 100 ﬁ 91 100 %

910000 + 91000 € 910000 + 91000 e1000

Cizelge 5.2.12 Ornek 5.2.5’deki u(t) ve v(t)’nin onbesinci iterasyonunun hata analizi

t lug (t) — us(t)| lvg () — v3(t)]
0 0 0
1 0 0
2 0 0
3 0 0
4 0 0
5 0 0
6 0 0
7 0 0
8 0 0
9 0 0
10 0 0
Ornek 5.2.6

u''(t) = —20u'(t) — 19u(t) ve baslangig sarti u(0) = 2, u’(0) = —20 olan ve gergek
coziimii ug(t) = e 19 + et

alalim (Atay ve Kilig, 2013).

olan 2. mertebeden stiff diferansiyel denklemi g6z 6niine

Bu diferansiyel denklemde u’ = v seklinde mertebe diisiirmesi uygulayalim.

u' =v ise u” =v" olur. Boylece 2. mertebeden bir diferansiyel denklemden

I.mertebeden 2 tane diferansiyel denklem elde etmis oluruz.
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v' = —=20v — 19u ve baglangi¢ sarti u(0) =2 ve v(0) =—20 denklem sistemini
elde edilir.

(5.4)’deki VIM iterasyon formiiliinden ;
Ung1 (6) = w4, () + [} 2 (O () = v, (]S (5.97)

Vst (8) = 1, () + [ (O [wp(Q) + 191, () + 200, (D]d] (5.98)
iterasyon formiilii elde edilir.

(5.5)’deki MVIM iterasyon formiiliinden ;
Mgy (£) = maty, () + [ 24 (O [my, () — mv, (]S (5.99)

M1 (6) = M () + [ 25 (O Imw} (©) + 19mit () + 20mv, (OIS (5.100)

iterasyon formiilii elde edilir.

Buradaki Lagrange ¢arpanlari (5.6) denklemine uygulanan islemler (5.97), (5.98), (5.99)
ve (5.100) denklemlerine uygulanmasiyla 1,({) = —1 ve 1,({) = —e?°¢=9 olarak
elde edilir. Ayrica bu denklem sisteminin stiffness katsayis1 19 dir.

VIM iterasyonu ;

n = 0icin ;

uy (£) = uo(6) — [[Tup(Q) — vo(O]d¢ (5.101)
v, (£) = vo(t) — [ e2°C O [uf Q) + 19u,(Q) + 20v,()]d] (5.102)
n = 1icin

U, (8) = uy (6) — [ Tu5 (O) — vy (D)]dg (5.103)
v,(8) = v, (&) = [; X O[w () + 19u; () + 200, ({)]dS (5.104)
n = 14icin ;
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15 () = w(8) — [ [u4(Q) — v1a(D]dg

v15(8) = 014 (8) = [ €2C O[04 (§) + 19u14() + 20v14(D]d
iterasyon denklemlerine ulagilir.
u,(t) =2 —20t

19  181e20t
vi(t) = -5 ——0

219 = 181e~ 20t 19t

uz(t) = 200 + 200 10

57 343720t
20 20

+ 19t

v,(t) = —

MVIM iterasyonu ;

n = 0igin ;

muy (¢) = muo(¢) — [, Tmug(Q) — mvo(9)]dg

mvy () = mvo(t) — f, e2°CO[muy () + 19ma; (§) + 20mve({)]dS
n = 1igin;

mu, () = muy (¢) — [ Tmui () — mv, ()]d¢

mu,(t) = mvy (¢) — [ €260 [mv; (0) + 19mu, Q) + 20mv, ()]dg

n = 141¢in ;

Mty (£) = mtgy (£) — f [muiy(Q) — mvy,(O1d¢

mvy5(t) = mvy,(t) — fotezo((_t) [mv1,4($) + 19muy5(0) + 20mv,,($)]dS

iterasyon denklemlerine ulasilir.

mu,(t) =2 — 20t
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(5.105)

(5.106)

(5.107)

(5.108)

(5.109)

(5.110)

(5.111)

(5.112)

(5.113)

(5.114)

(5.115)

(5.116)

(5.117)



57  343e¢720t

mvl(t) = —% - T + 19t
457 | 343e720t 57t 19¢2
mu,(t) = 22 4 3 57t BE
400 400 20 2
10127  14987e¢720C 361t 6517t _59r  361t?
mu,(t) = — - - e -
8000 8000 100 400 40

(5.118)

(5.119)

(5.120)

Cizelge 5.2.13 Ornek 5.2.6°deki u(t)’nin onbesinci iterasyonunun VIM ve MVIM

degerleri ile gercek degeri

t Uuy5(t) muy5(t) ug(t)
0 |2 2 2
0.1 | 1.0544060372585944 | 1.0544060372585946 | 1.0544060372585946
0.2 10.8411015249341647 | 0.8411015249341475 | 0.8411015249341474
0.3 10.744164186144312 0.744164186139189 0.7441641861391891
0.4 | 0.6708204977097115 | 0.6708204974690799 | 0.6708204974690799
0.5 | 0.6066055157577269 | 0.6066055115425211 | 0.6066055115425211
0.6 | 0.5488228716973902 | 0.5488228315788688 | 0.548822831578869
0.7 | 0.49658723146673706 | 0.49658697828461873 | 0.4965869782846189
0.8 | 0.44933040627822074 | 0.4493292145688589 | 0.44932921456885877
0.9 | 0.40657420615772905 | 0.40656969720030467 | 0.40656969720030467
1 |0.36789386847489264 | 0.36787944677423856 | 0.3678794467742388

Cizelge 5.2.14 Ornek 5.2.6°deki u(t)’nin onbesinci iterasyonunun hata analizi

t lug(t) — uy5(8)| lug (t) — muys(t)]

010 0
0.1 [ 2.2887169047990097*10° | 1.7412077124868676*10™""
0.2 | 1.7246525930471324*10™ | 1.0492619227905604*10°"°
0.3 | 5.12282328102992*10"> 1.1491517324386781*10™"
0.4 | 2.4063157065892793*107° | 7.613359770026226*10""
0.5 | 4.215205883992268*10° | 5.942063179931005*10"7
0.6 | 4.0118521299307985*10° | 2.1285853261205842*10°
0.7 | 2.531821182757271*107 | 9.624496566471713*10
0.8 | 1.1917093621013897*10° | 5.238729372178397*10""
0.9 | 4.508957424324139*%10° | 1.0421893383016911*10"

1 10.000014421700653924341 | 2.388226335442445%10°°
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Ornek 5.2.7

(Z:Eg) = (:i _9957) (ZEg) ve baglangic sarti (:;Eg%) = (1) olan ve gercek

¢Ozuimii

1
ug(t) = el (95e7%t — 48e7961)

1
vg(t) = el (4879t — ¢72t)

olan stiff diferansiyel denklem sistemini gz 6niine alalim (Darvishi, 2007).

(5.4)’deki VIM iterasyon formiiliinden ;
U1 (6) = Un(0) + f 24 (D) + un(Q) — 950, (]S (5.121)

Uns1 (8) = 0(0) + f 2 (D04 + un () + 97v,(D)]dT (5.122)
iterasyon formiilii elde edilir.

(5.5)’deki MVIM iterasyon formiiliinden ;
Mty 1 (6) = Mg (£) + [ 44 (D [muy () + muey, (§) — 95mu, ()1dg (5.123)

MV () = M0 (0) + [ 2o (M} (§) + Mty 1 (§) + 97mu, ()]G (5.124)

iterasyon formiilii elde edilir.

Buradaki Lagrange carpanlar1 (5.6) denklemine uygulanan islemler (5.121), (5.122),

(5.123) ve (5.124) denklemlerine uygulanmasiyla A, ({) = —e¢~t ve 1,({) = —e?7(¢~D
olarak elde edilir. Ayrica bu denklem sisteminin stiffness katsayis1 48 dir.

VIM iterasyonu ;

n = 0igin ;
u (8) = up(t) — f, e~ [up(0) + ue(§) — 95v4(D]d¢ (5.125)
v1(t) = vy(t) — fotew({_t) [vo(Q) +uo () +97v,()]dS (5.126)
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n=1igin ;
up () = w, (1) — f 5t s (O) + u () — 95v,(D]d¢

v,(t) = v, () — [, e C 01 () +u () + 97w, (O)]dg

n = 23i¢in ;
Uzq () = up3(8) — f;ef—t[ué3(o + u3() — 95v,3(0)]d¢

V24(8) = vp3(t) — fot e?7C 0153 (0) + up3(Q) + 97v23({)]d¢
iterasyon denklemlerine ulasilir.

u (t) = 95 —94et

1 9897t

() =—o+—;
w, () = 95  4655¢”%7t  143e”f

2 97 4656 48
v, (£) = 95 | 465797t 477t

Y/ 4656 48

_ 540360087662636962890625

Uz (t) = -

693842360995438000295041

1o (£) = 540360087662636962890625
24 693842360995438000295041

MVIM iterasyonu ;

n = 0igin ;

mu, (£) = mug(t) — f e§=¢[muy(Q) + mue () — 95mve(()]dg

mv,(t) = mvy(t) — fotew((_t) [mvo($) + mu, ({) + 97mvy({)]d¢

n=1i¢in;
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(5.127)

(5.128)

(5.129)

(5.130)

(5.131)

(5.132)

(5.133)

(5.134)

(5.135)

(5.136)

(5.137)
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mu, () = may (8) — [ e~ [muy () + muy () — 95mvy (O)]d¢

mu,(6) = muy (£) — [ €770 [mv} () + mu, () + 97mw, ({)]dg

n = 23i¢in;

MUy, () = Muys (t) — f(fe(‘t[muh(f) + muy3() — 95mv,3({)]d¢

M, (1) = mu,3(6) — fot e”7C 0 M35 (§) + mups () + 97mu,3(0)]d]

iterasyon denklemlerine ulagilir.

mu,(t) = 95 — 94et

mu, () = 95 | 4657797t 47e7t
Y 4656 48
9025 442415~ °7  43903e~!  4465e” 't
mu,(t) = — -
97 446976 4608 48
mu, (t) = 9025 |, 2124043727e~°7t  216719e¢ | 442415e¢7%7't  4465e~ 't
2877 9409 2081120256 221184 446976 4608
Mt (t) = 291989024338772703273075537557661533355712890625
240S 4963064143419831996986398968091856144361331873
_291989024338772703273075537557661533355712890625
mu,,(t) =

481417221911723703707680699904910046003049191681

(5.139)

(5.140)

(5.141)

(5.142)

(5.143)

(5.144)

(5.145)

(5.146)

(5.147)

(5.148)

Cizelge 5.2.15 Ornek 5.2.7°deki u(t)’nin yirmidérdiincii iterasyonunun VIM ve MVIM

degerleri ile gergek degeri

Upy (T)

MUy, ()

ug(6)

1.0000000000000004

0.9999999999999929

1

0.1

1.6548121396395046

1.6548121396394884

1.6548121396395044

0.2

1.3549022160255537

1.3549022160255453

1.3549022160255533

0.3

1.1093001155088853

1.1093001155088829

1.1093001155088800

0.4

0.9082181189603414

0.9082181189603407

0.9082181189603414

0.5

0.7435861044954591

0.7435861044954625

0.7435861044954686

0.6

0.6087968113117704

0.6087968113118938

0.6087968113118977
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0.7

0.49844067179581264 | 0.4984406717968528 | 0.4984406717968641

0.8

0.4080887065787929 | 0.40808870658493207 | 0.40808870658494173

0.9

0.3341147740370005 | 0.33411477406490464 | 0.33411477406490897

0.2735500404803822 | 0.2735500405846373 | 0.2735500405846427

Cizelge 5.2.16 Ornek 5.2.7°deki v(t)’nin yirmidordiincii iterasyonunun ViM ve MVIM

degerleri ile gercek degeri

t Va4 (t) MU, (t) vg(t)

0 1 1 1

0.1 ] -0.017350633483540726 | -0.017350633483540875 -0.017350633483540868
0.2 | -0.014262123954274666 | -0.014262123954274843 -0.014262123954274798
0.3 | -0.011676843320832235 | -0.011676843320832284 -0.011676843320832202
0.4 | -0.009560190725897864 | -0.00956019072589843 -0.00956019072589831
0.5 | -0.007827222152572479 | -0.007827222152583881 -0.00782722215258388
0.6 | -0.006408387487337628 | -0.006408387487493632 -0.00640838748749366
0.7 | -0.005246743912324392 | -0.0052467439136512205 | -0.005246743913651201
0.8 | -0.004295670587609091 | -0.004295670595630983 -0.004295670595630965
0.9 | -0.003516997584053239 | -0.0035169976217359427 | -0.0035169976217358837
1 -0.002879473965584997 | -0.002879474111417305 -0.0028794741114172915

Cizelge 5.2.17 Ornek 5.2.7°deki u(t)’nin yirmidordiincii iterasyonunun hata analizi

lug (£) — up, (t)|

lug (t) — muy, ()]

0 |3.3306690738754696*107° | 7.105427357601002*10™
0.1 ]3.5906118386847896*107° | 1.4904401608872257*10"*
0.2 | 3.503531557751127*107"° | 5.0195896359693295*107"°
0.3 | 3.983494306983304*10"° | 4.1721090744209*107"°

0.4 | 8.07188517415458*10" | 1.1409169153098253*107"°
0.5 | 9.437329390182825*10"° | 8.017322398213517*10™"°
0.6 | 1.2739885101725745*107"° | 3.730988775173827*10°™"
0.7 | 1.0515312579006952*107% | 1.10924855590186*10™*

0.8 | 6.148765090835395*10"% | 8.927380198927633*10™
0.9 | 2.7908282455857414*107" | 3.1241119899349504*10™

1.0426054290746389*107™°

7.880779718177433*10°°

Cizelge 5.2.18 Ornek 5.2.7°deki v(t)’ nin yirmidérdiincii iterasyonunun hata analizi

lvg (t) — va ()]

|vg (t) — mu,, ()]

0

0

0.1

9.72412947863699%10

4.745691353583747*%10"

0.2

1.502356927556535%107°

7.084168151283467*10"

0.3

1.3811719237928621*107"

6.130767014649919%10"

0.4

4.3654722848771033*10°

1.120572659801567*107®
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0.5

1.1345471003648688*10™

3.2456634501614595*%10"

0.6

1.5602482413695773*%10"°

3.708413031902664*10"

0.7

1.3268069368882474*107"°

2.4461890119880886*10"

0.8

8.021833414542656*102

1.8585703117964995*10"

0.9

3.768267100266731%10 "

1.7826582202429794*10™"

1.4583235877566048*107™°

4.3613383174169715*%10"

Ornek 5.2.8

(o) = oo

¢Ozimii

1998 u(t)) (u(o)) 1
_1999) (v(t) ve baslangig sart1 v(0)) = (1) olan ve gergek
up(t) = 4e~t — 3¢~1000¢
vep(t) = —2e~t 4 31000t
olan stiff diferansiyel denklem sistemini goz oniine alalim (Atay ve Kilig, 2013).

(5.4)’deki VIM iterasyon formiiliinden ;

Uns1 () = un () + [ 2 (D[ () = 998U, ({) — 1998v,,({)]dg (5.149)
Vst (8) = 1 (6) + [ A2 (D[ () + 9991, () + 1999, (0)]dS (5.150)
iterasyon formiilii elde edilir.

(5.5)’deki MVIM iterasyon formiiliinden ;

M1 (£) = Mun(6) + [ A4 (O[mutf, (§) — 998mu, (§) — 1998mv, (Hdg  (5.151)

M1 (6) = My (0) + J; 22O} (0) + 9991 (0) + 1999mu, (D]d{ (5.152)
iterasyon formiilii elde edilir.

Buradaki Lagrange carpanlari (5.6) denklemine uygulanan islemler (5.149), (5.150),
(5.151) ve (5.152) denklemlerine uygulanmasiyla 1;({) = —e™2%8¢-8 ve 1,(¢) =

—e1999¢D olarak elde edilir. Ayrica bu denklem sisteminin stiffness katsayis1 1000 dir.
VIM iterasyonu ;
n = 0i¢in ;
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w () = up(6) = J; e ED[up(§) — 998y (§) — 1998v,(9)]dd (5.153)

vy (8) = vo(8) — [ e99C D[y (0) + 999u,() + 1999, ({)]d¢ (5.154)
n=1igin;

Uy (£) = uy (8) — f e™98CD[w; (0) — 998u, () — 1998v,({)]dS (5.155)
v,(t) = v,(t) — f, €€ D[] (¢) + 999w, ({) + 1999v, ()]d¢ (5.156)
n = 14 igin ;

Uys(£) = uga () — fot e 980w, ({) — 998u14({) — 1998v1,({)]d¢ (5.157)

v15 () = w14 () — f €0°C O [01,(0) + 9991y, () + 199901, (]S (5.158)

iterasyon denklemlerine ulasilir.

999 = 1498998t

u, (t) = _E-l_ 299 (5.159)
999 29981999t
v,(t) = — 1599 + 1999 (5.160)
998001 599671999t 1496¢998¢
ux(t) = 997501 5997 1497 (5.161)
vz(t) _ 998001 n 5998¢ ~1999t _ 1498¢ 298t (5.162)

997501 5997 1497

MVIM iterasyonu ;
n = 0igin ;
mu, (t) = muy(t) — fot e 28" [mu( () — 998muy(¢) — 1998mv,({)]d{ (5.163)

mv; (t) = my,(t) — fot e129C=[mv{ () + 999mu, (¢) + 1999mvy({)]d{ (5.164)

n=1i¢in;
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mu,(t) = mu,(t) — fote‘g%((‘t) [mu} () — 998mu, ({) — 1998mwv,({)]d{ (5.165)

mv,(t) = mv,(t) — fotelggg(c‘t) [mv{(Q) + 999mu, () + 1999mv,({)]d{ (5.166)

n = 14i¢in ;

muys(8) = muy,(t) — fot e 9%8C= 0 mug, (() — 998muy, (§) — 1998mwy,({)]d]

(5.167)

mvys(t) = muy,(t) — fotelggg((_t) [mvi4(0) +999muy5(0) + 1999mvy,({)]d¢

iterasyon denklemlerine ulasilir.

muy (t) = —

muv, (t) =

mu,(t) =

muv,(t) =

1498998t
499

999
499

998001 . 59981999

1498¢ 298t

997501 5997

997002999

119961999t

1497

497752999

996005996001

17991

1558640261999

2241009

9719026298t

998t
8224022¢%%% _ 997668t ,g0g¢

499

995008245001

332556t 99t

499

107892027

6723027

Cizelge 5.2.19 Ornek 5.2.8°deki u(t)’nin onbesinci

degerleri ile gercek degeri

1331556t 1999t
1999

(5.168)

(5.169)

(5.170)

(5.171)

(5.172)

iterasyonunun VIM ve MVIM

uy5(8)

muys(t)

ug (t)

1.0000000000000009

0.9999999999999991

1

0.0001

1.2850877658914557

1.2850877658914535

1.2850877658914546

0.0002

1.5430078207607218

1.54300782076072

1.5430078207607214

0.0003

1.7763455179368497

1.7763455179368466

1.7763455179368477

0.0004

1.9874401818504213

1.9874401818504188

1.98744018185042

0.0005

2.178408520778776

2.178408520778775

2.1784085207787767
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0.0006

2.3511658115739342

2.351165811573942

2.3511658115739427

0.0007

2.5074450683970526

2.5074450683971445

2.5074450683971445

0.0008

2.648814387306315

2.648814387307067

2.64881438730707

0.0009

2.776692640287484

2.7766926402923118

2.776692640292312

0.001

2.8923636757938955

2.8923636758191704

2.892363675819173

Cizelge 5.2.20 Ornek 5.2.8°deki v(t)’nin onbesinci iterasyonunun VIM ve MVIM

degerleri ile gergek degeri

t V15 (t) mv;s(t) vg(t)

0 0.9999999999999998 1.0000000000000004 1

0.0001 | 0.7147122441082119 0.7147122441082117 0.7147122441082121
0.0002 | 0.4565922192366122 0.4565922192366125 0.4565922192366121
0.0003 | 0.2230545720541527 0.22305457205415302 | 0.22305457205415302
0.0004 | 0.011759978128248435 | 0.011759978128248725 | 0.011759978128248916
0.0005 | -0.1794082708204386 | -0.17940827082043712 | -0.1794082708204383
0.0006 | -0.35236545164593536 | -0.35236545164593086 | -0.3523654516459318
0.0007 | -0.5088445785114996 | -0.508844578511458 -0.5088445785114579
0.0008 | -0.6504137474780325 -0.6504137474777034 | -0.6504137474777028
0.0009 | -0.7784918305373185 -0.7784918305352573 | -0.7784918305352575
0.001 -0.894362676163021 -0.8943626761524226 | -0.894362676152423

Cizelge 5.2.21 Ornek 5.2.8deki u(t)’nin onbesinci iterasyonunun hata analizi

t lug(t) — uss ()| lug(t) — muys(0)]

0 8.881784197001252*10 | 8.881784197001252*107°
0.0001 | 1.4107638668381384*10™"° | 1.63927337215093*107"°

0.0002 | 4.874572967494828*10"° | 3.636731723871602*10™'°
0.0003 | 1.762479051592436*10"° | 1.6310915359790852*107"°
0.0004 | 1.7208456881689926*107"° | 2.045543910037667*107"°
0.0005 | 5.412337245047638*10"° | 2.501877828173238*107"°
0.0006 | 8.18789480661053*10"° | 2.9766770645589524*10™'°
0.0007 | 9.009459844833145*10™ | 1.3595895242968226*10'°
0.0008 | 7.55506768257419*10° | 2.9303816317938214*107"°
0.0009 | 4.828359934094806*10° | 1.551710149261254*107°
0.001 [2.5278001913875414*10™" | 2.39044894989604*10"

Cizelge 5.2.22 Ornek 5.2.8’deki v(t)’nin onbesinci iterasyonunun hata analizi

t lvg(t) — vi5(0)] lvg(t) — mvys (D]
0 2.220446049250313*%10"° | 4.440892098500626*10°
0.0001 | 4.437097390896927*107° | 2.5681613855185254*10®

0.0002 | 8.370040771588094*1077 | 4.270630030588457610°

0.0003 | 1.7607443281164592*107° | 2.1077031846439075*10®
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0.0004 | 4.891920202254596*107'° | 1.8985618825906542*10°

0.0005 | 5.412337245047638*107'° | 9.454598697911445%10°°

0.0006 | 3.802513859341161*10™° | 7.902156712183764*10™"°

0.0007 | 4.1175396425785493*10"* | 1.22514845490862*10™"

0.0008 | 3.295558270721699*10°° | 1.3088353100973449*10° "

0.0009 | 2.0607682227336*10> 4.040821496853475*%107°

0.001 | 1.0597828170588741*107" | 1.2790333028811496*10 "

Ornek 5.2.9
(Zgg) = (_0.1900090 —01) (Zgg)

0

= ( 1 ) olan ve ger¢ek ¢oziimii ;

ve baslangig sarti ( 0.999

ug(t) = e~1000¢

0.909 998.91
_ _ ~1000¢
vg(t) 999 999

e—t

olan stiff diferansiyel denklem sistemini g6z 6niine alalim (Darvishi, 2007).

(5.4)’deki VIM iterasyon formiiliinden ;
U1 (8) = Un(0) + f 21 (D[r(0) + 1000w, ()]d¢ (5.173)
Va1 (8) = 0, (0) + [ 22 (O up (§) = 0.909u,(O) + v, (O)]d¢ (5.174)

iterasyon formiilii elde edilir.

(5.5)’deki MVIM iterasyon formiiliinden ;
maty 1 () = My (6) + fy A [ma, () + 1000mu, (9)]dg (5.175)

M1 () = MUp(0) + [§ A (@) Imuy©) = 0.909mtt 1 (0) + mun(DIdE (5.176)

iterasyon formiilii elde edilir.

Buradaki Lagrange c¢arpanlar1 (5.6) denklemine uygulanan islemler (5.173), (5.174),
(5.175) ve (5.176) denklemlerine uygulanmasiyla A,({) = —e!0%C=0  ve A,({) =

—ef™t olarak elde edilir. Ayrica bu denklem sisteminin stiffness katsayis1 1000 dir.
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VIM iterasyonu ;

n = 0igin ;
uy () = ug(8) — f e°°C-Dug() + 1000w, ()]dS (5.177)
vy (8) = vo(6) — [ e~ up(Q) — 0.909us({) + v5(0)]dS (5.178)
n=1igin ;
Uy (£) = u, (6) — f €€} () + 1000w, ({)]d¢ (5.179)
v2(8) = v1(0) = f; e w5 (§) = 0909, (O) + w1 ()]dg (5.180)

iterasyon denklemlerine ulasilir.

u, (t) = e~1000t (5.181)
v,(t) = 0.909 + 0.09¢e°¢ (5.182)
u,(t) = e~1000t (5.183)

v,(t) = —0.00090990990990991e 1000 4+ 0.08999999999999997¢* +
0.9099099099099099¢ ¢

(5.184)
MVIM iterasyonu ;
n = 0igin ;
muy () = muo(t) — [} e*°°C=9[muy(¢) + 1000mug({)]dg (5.185)
mvy (t) = mvg(t) — f €5~ [mup(Q) — 0.909mu; () + mve({)]dg (5.186)
n = 1igin;
mu, () = muy (t) — [ ¢~ [mu; ({) + 1001mu, (§)1dS (5.187)
mv, (t) = mv; (£) — [ e5 [muf (¢) — 0.909mu,(§) + mvy ({)]dS (5.188)

iterasyon denklemlerine ulagilir.
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mu, (t) = e~1000¢ (5.189)
mv,(t) = —0.00090990990990991e 1090t 4+ 0.9999099099099099¢ ¢

(5.190)
mu,(t) = e~1000¢ (5.191)
mv,(t) = 0.—0.00090990990990991e 1009t 4+ 0,9999099099099099¢ ¢

(5.192)

Cizelge 5.2.23 Ornek 5.2.9°deki u(t)’ nin ikinci iterasyonunun VIM ve MVIM degerleri

ile gergek degeri
t u,(t) mu,(t) ug(t)
0 |1 1 1
1 |5.075958897549*%10™*° | 5.075958897549*107%° | 5.075958897549*10*°

2 12.576535872961*%10%% | 2.576535872961*107°%° | 2.576535872961*10%°%

10 | 1.13548386531*%10%% | 1.13548386531*10°™°% | 1.13548386531*10%
20 | 1.28932360839*10°%¢ | 1.28932360839*10°%%° | 1.28932360839*1(05%%¢
30 | 1.46400615449%107°%% | 1.46400615449*107°%%° | 1.46400615449%10 "

Cizelge 5.2.24 Ornek 5.2.9°deki v(t)’nin ikinci iterasyonunun VIM ve MVIM degerleri

ile gergek degeri
t v, (1) muv, (t) vg(t)
0 |0.999 0.999 0.999
1 |0.3678462988794449 0.3678462988794449 0.3678462988794449

2 ]0.13532309086875355 0.13532309086875355 0.13532309086875355

10

0.00004539583967872247

0.00004539583967872247

0.00004539583967872247

20

2.060967932923023*10”

2.060967932923023*10”

2.060967932923023*10”

30

9.356779939743882*107*

9.356779939743882*10°*

9.356779939743882*10™"*

Cizelge 5.2.25 Ornek 5.2.9°deki u(t) nin ikinci iterasyonunun hata analizi

—+

lug () — u, (t)|

lug (£) — mu, ()]

0 [0 0
I |0 0
2 |0 0
100 0
200 0
300 0
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Cizelge 5.2.26 Ornek 5.2.9°deki v(t) nin ikinci iterasyonunun hata analizi

t | |vg(t) — v ()] | lvg(t) — mu,(8)]
0|0 0

1 |0 0

2 10 0

1010 0

2010 0

300 0

Ornek 5.2.10

u'(t) —0.5 0.05 0\ /u®)
v'(t) =< 0 -3 0) v(t)
w'(t) 30 0 =3/ \w(t)

Gergek ¢6ziim Laplace transform yardimiyla

ug(t) = —2e73t + 12¢705¢

ve(t) = 100e~3t

wg(t) = —144e73t + 144e7%5 — 60te™3¢

ve baslangi¢ sart1

)ar

olarak elde edilir. Stiff diferansiyel denklem sistemini g6z oniine alalim (King ve Mody,

2010).

(5.4)’deki VIM iterasyon formiiliinden ;

U (8) = Un(0) + f, 21 (Dn Q) + 0.5u,(0) — 0.05v,()]d¢
Vi1 () = 1, (8) + f, (D [vn(0) + 3v,()]dC

Wi (8) = Wy () + [ A5 () [wy () — 30u,(0) + 3wy, ()]d¢

iterasyon formiilii elde edilir.

(5.5)’deki MVIM iterasyon formiiliinden ;
Mty () = Mty (&) + [ 24O [maty, () + 0.5mu, () — 0.05mv,, ()]dg

MVy41 (£) = M, (£) + f 2, mvy, () + 3mw, ()]d¢

(5.193)

(5.194)

(5.195)

(5.196)

(5.197)



MWpi1 () = mwy (8) + [ A5 (O [mwyy (§) = 30mitny1 () + 3mw, (D1dS (5.198)
iterasyon formiilii elde edilir.

Buradaki Lagrange carpanlar1 (5.6) denklemine uygulanan islemler (5.193), (5.194),
(5.195), (5.196), (5.197) ve (5.198) denklemlerine uygulanmasiyla 1,({) = —e®5¢-9
A(0) = —e36D  ve 13(0) = =3¢ olarak elde edilir. Ayrica bu denklem

sisteminin stiffness katsayisi 6 dir.

VIM iterasyonu;

n = 0 icin;

us (6) = uo(£) — [ €*5C=Oug () + 0.5u0(() — 0.05v4({)]d¢ (5.199)
v, () = vo(t) — J €3O [w(0) + 3v(9)]d¢ (5.200)
wy (8) = wo (£) — [ 36O [wg(0) — 30u,(0) + 3w, ()]dC (5.201)
n = 1 i¢in;

u, () = u, (8) — [ e®5CO g (0) + 0.5, (9) — 0.05v, ({)]d¢ (5.202)
v,(t) = vy (£) — J e3¢ O[w] () + 3v,(D)]d¢ (5.203)
wo (6) = wy () — [, 36w () — 30, (0) + 3wy ()]dC (5.204)
n = 2 i¢in;

us () = uy(8) — f e3¢ Ous () + 0.5u,(0) — 0.05v,({)]dS (5.205)
v3(t) = v,(8) — [ 3O [w}(0) + 3v,()]d¢ (5.206)
ws(6) = w, () — f, €3O [wi(0) — 30u,() + 3w, ({)]d] (5.207)

iterasyon denklemlerine ulagilir.
u,(t) = 10 (5.208)
v, (t) = 100e73¢ (5.209)
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wy(t) = 100 — 100e3t (5.210)

Uy (£) = —2e3t + 12¢705¢ (5.211)
v,(t) = 100e73¢ (5.212)
w,(t) = 100 — 100e ™3t (5.213)
u3(t) = —2e73t + 12705 (5.214)
v5(£) = 100e73t (5.215)
ws(t) = —144e73 + 144e705 — 60te 3t (5.216)

MVIM iterasyonu ;
n = 0ig¢in ;

muy (£) = mu(t) — [ e®5C0[muy(Q) + 0.5mu,(Q) — 0.05mve (DA (5.217)

mv;(t) = myy(t) — fote3((_t) [mvg () + 3mvy({)]d (5.218)
mw; (£) = mwo (¢) = [ €370 [mwg (§) — 30muy (§) + 3mwy (9]dg (5:219)
n = 1igin ;

mu, (t) = muy () — [ e®5C0[muy (¢) + 0.5mu, () — 0.05mv; ()] (5.220)

mv, () = mv, (t) — [, e3¢0 [mv} ({) + 3mv, ()]d¢ (5.221)
mw, (£) = mwy (¢) — [ 30 [mw] (§) — 30mu,(§) + 3mw; (§)]dg (5:222)
n=2ign;

mus(t) = mu, () — [ e3¢ muy(Q) + 0.5mu,(Q) — 0.05mv, (g (5.223)
mvs(t) = m,(¢) — [ e3¢ [mv}(Q) + 3mv,({)]d¢ (5.224)
mws (£) = mw, (¢) = f e3¢0 [mw; (§) — 30mu; (§) + 3mw ()]d¢ (5.225)

iterasyon denklemlerine ulasilir.
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mu,(t) = 10
mv,(t) = 100e~3t

mw, (t) = 100 — 100e3¢

mu,(t) = —2e73t + 12e¢705¢

mv,(t) = 100e~3¢

mw,(t) = —144e73t + 144705 — 60te ™3t

muz(t) = —2e73t + 12¢705¢

mvs(t) = 100e~3¢

mws(t) = —144e73" + 144705t — 60te ™3t

(5.226)
(5.227)
(5.228)
(5.229)
(5.230)
(5.231)
(5.232)
(5.233)

(5.234)

Cizelge 5.2.27 Omek 5.2.10°deki u(t)’nin iigiincii iterasyonunun VIM ve MVIM

degerleri ile gercek degeri

us(6)

mus (t)

ug(t)

10 10

10

7.178793779815873

7.178793779815873

7.178793779815873

4.4095957897039755

4.4095957897039755

4.4095957897039755

2.6773151021729844

2.6773151021729844

2.6773151021729844

1.6240111104146457

1.6240111104146457

1.6240111104146457

N BR|WIN— (O~

0.9850193716821447

0.9850193716821447

0.9850193716821447

Cizelge 5.2.28 Ornek 5.2.10°deki v(t)’nin iigiincii iterasyonunun VIM ve MVIM

degerleri ile gergek degeri

t v3(t) muv;(t) Vg (t)

0] 100 100 100

1]4.978706836786395 4.978706836786395 4.978706836786395

21 0.24787521766663584 0.24787521766663584 0.24787521766663584

310.012340980408667957 0.012340980408667957 0.012340980408667957

4 10.000614421235332821 0.000614421235332821 0.000614421235332821

51 0.0000305902320501825 | 0.0000305902320501825 | 0.0000305902320501825
8 8 8
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Cizelge 5.2.29 Ornek 5.2.10°deki w(t)’ nin iiciincii iterasyonunun VIM ve MVIM
degerleri ile gercek degeri

w3 (1)

mws ()

wg (1)

0

0

0

77.18385305157497

77.18385305157497

77.18385305157497

52.32024895404778

52.32024895404778

52.32024895404778

32.090758284849805

32.090758284849805

32.090758284849805

19.485921408528554

19.485921408528554

19.485921408528554

N BR|WIN |~ O~

11.820103981211126

11.820103981211126

11.820103981211126

Cizelge 5.2.30 Ornek 5.2.10°deki u(t)’nin iiciincii iterasyonunun hata analizi

lug () — uz(t)|

lug (£) — mus ()]

N BR|W|IN— (O~

(=) fe) fer ) fen ) ) Kan)
(==} fe) fer ) fen ) Few) Fan)

Cizelge 5.2.31 Ornek 5.2.10°deki v(t)’nin {igiincii iterasyonunun hata analizi

[ve(t) — v3(0)]

[ve (t) — mus(t)]

N[ W=D~

(=)=l fe) fer) Feu) Fan]
(=} fej i) fer) Fen ) Fan]

Cizelge 5.2.32 Ornek 5.2.10°deki w(t) nin {iiincii iterasyonunun hata analizi

lwg (£) — w3 ()]

lwg (£) — mw;(t)]

N B (W[~ O

[} fejfer) fer ) fen ) Fen)
[} fej fer) fen ) Fen ) Fan)
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Ornek 5.2.11

u'(t) -01 -499 0 u(t) u(0) 2
v'(t) | = < 0 —50 0 > v(t) | ve baslangig sart1 | v(0) | = (1) olan
w'(t) 0 70 —120/ \w(t) w(0) 2

ve gercek ¢coziimii

up(t) = ™01t 4 oS0t

vg(t) = e

wg(t) = e 50t 4 o120t

olan stiff diferansiyel denklem sistemini goz 6niine alalim (Wu, 1998).

(5.4)’deki VIM iterasyon formiiliinden ;

U (8) = Un(0) + f, 2 (D[up (D) + 011, (0) + 49.9v,(D)]d¢ (5.235)
Va1 (8) = v, (0) + [ 2 (O [vp () + 500, ()]dg (5.236)
o (8) = wy (O + [ A5 (D [wi () — 700, (0) + 120w, ()]d¢ (5.237)

iterasyon formiilii elde edilir.

(5.5)’deki MVIM iterasyon formiiliinden ;

Mty 1 () = Mty () + fi 24Oy () + 0.1muy (0) + 49.9mv, (D]dT  (5.238)
M1 (£) = M (8) + f 2,() M Q) + 50mw, ()]dg (5.239)

MWy1 (£) = mwy (8) + J; A3 (O [mwy, () = 70mvy,41 (0) + 120mw, (]dS  (5.240)
iterasyon formiilii elde edilir.

Buradaki Lagrange carpanlari (5.6) denklemine uygulanan islemler (5.235), (5.236),
(5.237), (5.238), (5.239) ve (5.240) denklemlerine uygulanmasiyla 1,({) = —e®1¢-9
Ay (Q) = —e30C=D  ve 15(0) = —e'?0€-1 olarak elde edilir. Ayrica bu denklem

sisteminin stiffness katsayis1 1200 dir.

VIM iterasyonu;
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n = 0i¢in;

u (8) = uo(t) — fot e%1 =Dy () + 0.1u0(Q) + 49.9v4()]d¢ (5.241)
v, () = vo(t) — [, €¢I [v}(0) + 50v,(D)]dS (5.242)
wy (8) = wo (£) — [, 1269w () — 70v0(0) + 120wy ({)]d¢ (5.243)
n = 1igin;

U, () = uy (6) — [ €®2 6Oy (0) + 0.1, (0) + 49.9v, ()]d¢ (5.244)
v,(t) = v,(t) — [, €¢I v} () + 50v,()]d¢ (5.245)
wa (6) = wy () — [, 269w} () — 70v,(¢) + 120w, ()]d¢ (5.246)
n = 2 icin;

us(t) = u,(¢) — f; €®1C6O[u} (0) + 0.1u, () + 49.9v,(D]d¢ (5.247)
v3() = v, () — [ 56D [v}(0) + 50v,()]dC (5.248)
w3 (6) = w, (t) — f, e'2°C-O[wj () — 70v,(0) + 120w, ({)]d¢ (5.249)
n = 3icin;

uy (1) = us(6) — [ e 05 () + 0.1u3(0) + 49.9v5(0)]d¢ (5.250)
v, (£) = v3() — f e5°CO[v4(0) + 50v5(0)]d¢ (5.251)
wy () = ws (£) — [ 1269 [w}(Q) — 7005(0) + 120w5({)]d¢ (5.252)
n = 4 igin;

us () = uy(8) — f e 0w, () + 0.1uy (0) + 49.9v4()]d¢ (5.253)
v5(t) = vy(6) — [ €O, () + 50v,(0)]dC (5.254)
ws(6) = w, () — [} €269 [w,(0) — 7004(0) + 120w, (9)]d¢ (5.255)
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iterasyon denklemlerine ulagilir.
u; () = —499 + 501791
v, (t) = e

7 17 _
Wl(t) = E+Ee 120t

u,(t) = —7.048583938740194 X 10712 + 0.9999999999999999¢ 50t — ...

v,(t) = e~ 50t

w, (t) = e~120t 4 g=50t

us(t) = 4.006656092053728 x 1075 + ¢ 730t — ...

vs(t) = e 50¢

ws(£) = e~120F 4 =50t

MVIM iterasyonu ;

n=0igin ;

muy () = mue(t) — [ ®2 €0 [muy(Q) + 0.1mu,(§) + 49.9mvg({)]dS
mu, (£) = m, (£) — [ €569 [mvg(§) + 50mv,(0)]d¢

mw; (£) = mw, (£) — [ €12°69 [mwg () — 70mv, () + 120mwq ({)]d¢
n=1igin;

mu, () = muy (t) — [ %1€ [mug (¢) + 0.1mu, () + 49.9mv, ()]d¢
mu, (t) = mvy(£) — [ e5°C=9[mv} (0) + 50mwv; ()]d¢

mw; (£) = mwy (£) — [ €12°69 [mw](¢) — 70mv, () + 120mw, ({)]d¢
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(5.256)

(5.257)

(5.258)

(5.259)
(5.260)

(5.261)

(5.262)
(5.263)

(5.264)

(5.265)

(5.266)

(5.267)

(5.268)

(5.269)

(5.270)



n = 2icin ;
mus(t) = muy () — [ €910 muy () + 0.1muy (0) + 49.9mv (D¢ (5.271)
mus(t) = mv,(£) — [, ¢ O [mv}(Q) + 50mv,({)]d¢ (5.272)
mws (6) = mw, (6) — [ e12°¢9 [mw; ({) — 70mv3 Q) + 120mw, (Dld¢ (5.273)
n = 3icin ;

muy(t) = mus () — [ €10 [mus () + 0.1mus(Q) + 49.9mv5(Nd¢  (5.274)
mu,(t) = mvs () — [ €€ [mu4(Q) + 50mv5({)]d¢ (5.275)
mw,(6) = mws(6) — [ €D [mwi(0) — 70mu, () + 120mws(1dS  (5.276)
n = 4icin ;

mug(t) = mu, () — [ e [muy () + 0.1mu, Q) + 49.9mv, (OId¢ (5.277)
mus(£) = mvy(t) — J; €569 [mv}(¢) + 50mv,({)]d¢ (5.278)

mws (t) = mw,(¢) — [ ¢~ [mw; () — 70mws () + 120mw, (]S (5.279)

iterasyon denklemlerine ulasilir.

mu, () = —499 + 501e-01¢ (5.280)
mv,(t) = e~ 50t (5.281)
mw, (£) = =+ e 120t (5.282)

mu,(t) = —7.048583938740194 x 10712 + 0.9999999999999999¢ 50 — ...

(5.283)
mv,(t) = e >0 (5.284)
mw,(t) = e 120t 4 ¢=50¢ (5.285)
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mus(t) = 4.006656092053728 X 10725 + ¢ =50t — ...

mus(t) = e~

50t

mws (t) = e120t 4 =50t

(5.286)
(5.287)

(5.288)

Cizelge 5.2.33 Ornek 5.2.11°deki u(t)’nin besinci iterasyonunun VIM ve MVIM

degerleri ile gercek degeri

us(6)

mus (t)

ug(t)

2

2

2

0.1

0.9967877807483255

0.9967877807483255

0.9967877807482536

0.2

0.980244073236482

0.980244073236482

0.9802440732365177

0.3

0.9704458394508546

0.9704458394508546

0.9704458394508286

0.4

0.9607894412134438

0.9607894412134438

0.9607894412134768

0.5

0.9512294245145866

0.9512294245145866

0.9512294245146019

0.6

0.9417645335843522

0.9417645335843522

0.9417645335843423

0.7

0.9323938199059884

0.9323938199059884

0.9323938199059489

0.8

0.9231163463866079

0.9231163463866079

0.9231163463866358

0.9

0.9139311852712648

0.9139311852712648

0.9139311852712282

0.904837418035907

0.904837418035907

0.9048374180359595

Cizelge 5.2.34 Ornek 5.2.11°deki v(t)’nin besinci iterasyonunun VIM ve MVIM

degerleri ile gergek degeri

t vs () muvs(t) vg(t)

0 |1 1 1

0.1 | 0.006737946999085467 0.006737946999085467 0.006737946999085467
0.2 | 0.000045399929762484854 | 0.000045399929762484854 | 0.000045399929762484854
0.3 | 3.0590232050182500*107 | 3.0590232050182500%107 | 3.0590232050182500*10
0.4 | 2.061153622438550*10° 2.061153622438550%10 2.061153622438550*107
0.5 | 1.3887943864964000*10"" | 1.3887943864964000%10"" | 1.3887943864964000%10™"
0.6 | 9.357622968840140*10™ | 9.357622968840140%10™ | 9.357622968840140*%10*
0.7 | 6.305116760146980*10™° | 6.305116760146980%10™° | 6.305116760146980*10°
0.8 | 4.248354255291580%10™° | 4.248354255291580*10"° | 4.248354255291580*107"®
0.9 | 2.8625185805493900*10° | 2.8625185805493900*107° | 2.8625185805493900%10™"

1.9287498479639100*107%*

1.9287498479639100*107%*

1.9287498479639100*102>
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Cizelge 5.2.35 Ornek 5.2.11°deki w(t)’nin besinci iterasyonunun VIM ve MVIM

degerleri ile gercek degeri

t ws () mws (t) wg (1)

0 |2 2 2

0.1 [ 0.006744091211438795 0.006744091211438795 0.006744091211438795
0.2 | 0.0000453999675138303 0.0000453999675138303 0.0000453999675138303
0.3 | 3.0590232073377700%107 | 3.0590232073377700%10” | 3.0590232073377700%10°
0.4 | 2.061153622439980%10” 2.061153622439980%10” 2.061153622439980%10°
0.5 | 1.3887943864964029*107"" | 1.3887943864964029*10"" | 1.3887943864964029*10™""
0.6 | 9.357622968840141*107* | 9.357622968840141*10™ 9.357622968840141*10™*
0.7 | 6.305116760146989*107"° | 6.305116760146989*10°® 6.305116760146989*10°'°
0.8 | 4.248354255291589*10™® | 4.248354255291589*10™® 4.248354255291589*10®
0.9 | 2.8625185805493937*10%° | 2.8625185805493937*107° | 2.8625185805493937*10°°

1.9287498479639178*107*

1.9287498479639178*107%*

1.9287498479639178*107*

Cizelge 5.2.36 Ornek 5.2.11°deki u(t)’nin besinci iterasyonunun hata analizi

lug (t) — us (6|

lug (t) — mus (0|

0.1

.684341886080802*107*

.684341886080802*107*

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

.684341886080802*107*

.684341886080802*107*

0.8

0.9

.684341886080802*107*

.684341886080802*107*

SN O N[OOI || |Un|O

SN |O|Nn OO | |n|O

Cizelge 5.2.37 Ornek 5.2.11°deki v(t)’nin besinci iterasyonunun hata analizi

[ve(t) — vs(0)]

[ve () — ms(0)]

0 |0 0
0.1]0 0
0210 0
0310 0
0410 0
050 0
060 0
0710 0
0810 0
0910 0

0 0
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Cizelge 5.2.38 Ornek 5.2.11°deki w(t) nin besinci iterasyonunun hata analizi

t | wg(®) —ws(@®)| | [wg(t) — mws(t)]
0 |0 0
0.1]0 0
020 0
03[0 0
0410 0
050 0
0.6 |0 0
0.7]0 0
080 0
090 0
1 |0 0
Ornek 5.2.12
u'(t) = —u(t)

v'(t) = —10v(t)

w'(t) = —100w(t)

r'(¢) = —10007(t)

ve baglangi¢ sarti u(0) = 1, v(0) = 1, w(0) = 1, r(0) = 1 olan ve gercek ¢dziimii
ug(t) =et

vp(t) = e10¢

wi(t) = e~100t
rg(£) = e~1000t

olan stiff diferansiyel denklemi sistemini g6z 6niine alalim (Gamal ve Iman, 1999).

(5.4)’deki VIM iterasyon formiiliinden ;

Uns1(8) = un(®) + f; 1 (Dup(O) + un (D1dS (5.289)
V1 (0) = 0,(8) + [ (D [vh(Q) + 101, (O)]d¢ (5.290)
W1 (8) = Wy (£) + [ 230w () + 100w, (O)]d¢ (5.291)
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Tur1 (8) = 5.0 + f, 2(D[1(0) + 10007, ()] dg

iterasyon formiilii elde edilir.

(5.292)

Buradaki Lagrange carpanlar1 (5.6) denklemine uygulanan islemler (5.289), (5.290),
(5.291) ve (5.292) denklemlerine uygulanmasiyla 1,({) = —e¢~¢ ,1,({) = —e0¢-0),
13(0) = —et00€=0 ve 2,(¢) = —e'0006=D olarak elde edilir. Ayrica bu denklem

sisteminin stiffness katsayis1 1000 dir.

VIM iterasyonu;

n = 0igin ;

us () = uo(6) — [ e~ [up(Q) + up(Q1dg

v, () = vo() — [} €¢I 1§ () + 10v({)]d¢

wy (£) = wo (£) — [ €169 [wg() + 100wy ({)]d]

r1 () = (1) — f, €1°%°C-9[15(¢) + 10007,({)]d¢

n = 1igin ;
up(6) = uy () — f, 615 () + u, (9]¢

v, (1) = vy (£) — J e°C-O [} () + 10, (D)]d¢

wo (£) = wy (£) — [ 169 [w](¢) + 100w, ()]d¢

() = 711() — J, €069 [r{(0) + 10007, ({)]d¢

n=2igin;
us () = u, (1) — [ e~ [up () + u(9)]d¢

v3() = v, () — [ €O [v}(0) + 10v,(D]dC

w3 () = wy (8) — [ e1°°C9[wj(¢) + 100w, (§)]d¢
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(5.293)

(5.294)

(5.295)

(5.296)

(5.297)

(5.298)

(5.299)

(5.300)

(5.301)

(5.302)

(5.303)



r3(6) = 1,(t) — [ e1°°C-O[r(0) + 10007, ({)]d¢

iterasyon denklemlerine ulasilir.

u(t)=et

v, (t) = e~10t

wy(t) = e~100t

1, (t) = e~ 1000t

u,(t) = et

v,(t) = 710t

w,(t) = e~100¢

1, (t) = e~1000¢

uz(t) =et

vs(t) = €710

wy(t) = e~100t

rs(t) = e~1000¢

(5.304)

(5.305)
(5.306)
(5.307)
(5.308)
(5.309)
(5.310)
(5.311)
(5.312)
(5.313)
(5.314)
(5.315)

(5.316)

Cizelge 5.2.39 Ornek 5.2.12°deki u(t) nin {i¢iincii iterasyonunun VIM degeri ile gercek

degeri ve hata analizi

t us(t) ug(t) |lug (8) — u3(0)|
0 |1 1 0
0.1 ] 0.9048374180359595 | 0.9048374180359595 |0
0.2 | 0.8187307530779818 | 0.8187307530779818 |0
0.3 |1 0.7408182206817179 | 0.7408182206817179 |0
0.4 1 0.6703200460356393 | 0.6703200460356393 | 0
0.5 ] 0.6065306597126334 | 0.6065306597126334 | 0
0.6 | 0.5488116360940264 | 0.5488116360940264 | 0
0.7 1 0.49658530379140947 | 0.49658530379140947 | 0
0.8 1 0.44932896411722156 | 0.44932896411722156 | 0
0.9 1 0.4065696597405991 | 0.4065696597405991 | 0
1 10.36787944117144233 | 0.36787944117144233 | O
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Cizelge 5.2.40 Ornek 5.2.12°deki v(t) nin {i¢iincii iterasyonunun VIM degeri ile gergek

degeri ve hata analizi

t v3(0) v (t) [ve(t) — vs(8)]
0 |1 1 0
0.1 ]0.36787944117144233 0.36787944117144233 0
0.2 1 0.1353352832366127 0.1353352832366127 0
0.3 1 0.049787068367863924 0.049787068367863924 0
0.4 ]0.01831563888873418 0.01831563888873418 0
0.5 | 0.006737946999085467 0.006737946999085467 0
0.6 | 0.0024787521766663563 0.0024787521766663563 0
0.7 1 0.0009118819655545154 0.0009118819655545154 0
0.8 | 0.00033546262790251185 | 0.00033546262790251185 | 0
0.9 |1 0.00012340980408667956 | 0.00012340980408667956 | O
0

0.000045399929762484854

0.000045399929762484854

Cizelge 5.2.41 Ornek 5.2.12°deki w(t)’nin {iciincii iterasyonunun VIM degeri ile

gergek degeri ve hata analizi

t w5 (t) wg () |wg (t) — ws(t)|
0 |1 1 0
0.1 [ 0.000045399929762484854 | 0.000045399929762484854 | 0
0.2 [ 2.061153622438550*10° | 2.061153622438550*10° |0
0.3 | 9.357622968840140*%10™* | 9.357622968840140*10™ |0
0.4 | 4.248354255291580%10™® | 4.248354255291580*10™ | 0
0.5 | 1.9287498479639100%10** | 1.9287498479639100%107* | 0
0.6 | 8.756510762696450%107" | 8.756510762696450%10°" |0
0.7 | 3.975449735908640*10>" | 3.975449735908640%10" |0
0.8 | 1.8048513878454100%10™° | 1.8048513878454100%107" | 0
0.9 | 8.194012623990510*%10™° | 8.194012623990510%10™*° |0
0

3.720075976020830*10™*

3.720075976020830*10™*

Cizelge 5.2.42 Ornek 5.2.12°deki (t)’nin iigiincii iterasyonunun VIM degeri ile gercek

degeri ve hata analizi

t r3(t) e (t) |re(t) — 15(t)]
0 |1 1 0
0.1 | 3.720075976020830*10** | 3.720075976020830*10™** | 0
0.2 | 1.3838965267367300*10° | 1.3838965267367300%10%" | 0
0.3 | 5.148200222411720%1073" | 5.148200222411720%107°" | 0
0.4 | 1.9151695967140000*107"7* | 1.9151695967140000%107* | 0
0.5 | 7.124576406741280*107>" | 7.124576406741280*10>" | 0
0.6 | 2.6503965530040000*107°" | 2.6503965530040000*107°T | 0
0.7 | 9.85967654375865*10°" | 9.85967654375865*10°" | 0
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0.8 | 3.66787458417768*10°% | 3.66787458417768*10>%® |0
0.9 | 1.36447721236568%107"" 1.36447721236568*%10°°1 |0
1 ]5.07595889754945*10™%° | 5.07595889754945%10™*° |0
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BOLUM VI
TARTISMA VE SONUCLAR

Bu yiiksek lisans ¢aligmasinda lineer ve lineer olamayan stiff diferensiyel denklem ve
stiff diferensiyel denklem sistemlerinin farkli Sifflik oranlarma bagli olarak
Varyasyonel iterasyon Metodu ve Modifiye Varyasyonel iterasyon Metodu kullanilarak
niimerik ¢6ziimlerinin hesaplanmasi ve bazi problemler de var olan kapali formdaki
analitik ¢Oztimlerle karsilastirilarak  kullanilan metodlarin etkiligi arastirilmistir.
Varyasyonel Iterasyon Metodu incelenerek bir diferensiyel denklemin yari-analitik
¢coztimlerini bulmak i¢in nasil kullanilacagi gosterilmistir bunun yaninda Modifiye
Varyasyonel Iterasyon Metodunun adi diferansiyel denklem ve denklem sistemleri i¢in
kullanimma uygun formiil de verilmistir. Kullanilan metodlarin lineer ve lineer
olmayan siradan diferansiyel denklemlerin yari-analitik ¢6ztimlerinde dikkate deger
sekilde iyi sayisal sonuglar verdigi ve ¢ok diisiikk seviyelerde hata ile ger¢ek ¢6ziime
yakimsadig1 goriilmiistiir. Lineer problemlerde stifflik oraninin bagl olarak ilk bir kag
iterasyondan sonra mutlak hata degerlerinin sifir olarak ¢ikmasi, lineer stiff diferansiyel
ve diferansiyel denklem ¢oziimlerinde Varyasyonel iterasyon Metodunun etkililigini
gostermektedir. Ayrica lineer olmayan stiff diferansiyel denklemler ve denklem
sistemleri igin ise iterasyon sayisina bagli olarak, kabul edilebilir derecede diisiik
seviyelerde hata ile sonu¢ verdigi goriilmiistiir. Burada, denklem sistemlerinin stifflik
katsayisinin da sayisal sonuglarda etkili oldugu ve artan stifflik degerinin, yine artan

iterasyon sayisini gerektirdigi sonucuna varilmstir.
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