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OZET

LINEER OLMAYAN KISMi TUREVLI DIFERANSIYEL

DENKLEMLERIN BES FARKLI TEKNIKLE TAM COZUMLERI

ESEN R.Kubra
Nigde Omer Halisdemir Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Danigsman: Dog. Dr. Durmus DAGHAN

Ocak 2018, 82 sayfa

Bu tez calismasinda, lineer olmayan kismi tiirevli Drinfeld-Sokolov denklem sistemi,
Modifiye-Benjamin-Bona-Mahony ve Boito-Leon-Manna-Pempinelli kismi tlirevli

diferansiyel denklemlerinin tam ¢6ziimleri, direkt integrasyon, (G' G) -acilim metodu,
(G G) -agilim metodunun farkli formu, (G' G,1/G) -ag¢ilim metodu ve (1/G')-agilim

metodu gibi bes farkli teknik kullanilarak elde edilmistir. Literatiirde mevcut

¢Oziimlerin yani sira literatiir agisindan yeni ¢oziimlere ulagilmistir.

Anahtar Sozciikler: Drinfeld-Sokolov denklem sistemi, Modifiye-Benjamin-Bona-Mahony denklemi,
Boito-Leon-Manna-Pempinelli denklemi, (G G) -agiim metodu, (G'/ G) -a¢ilim metodunun farkli

formu, (GY G,1/ G) -agilim metodu, (1/ G')-agilim metodu.



SUMMARY

THE EXACT SOLUTIONS OF NONLINEAR PARTIAL DIFFERANTIAL
EQUATIONS USING FIVE DIFFERENT TECNIQUES

ESEN R.Kubra
Nigde Omer Halisdemir University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Professor. Dr. Durmus DAGHAN

January 2018, 89 pages

In this thesis, Drinfeld-Sokolov system of equation, Modifiye-Benjamin-Bona-Mahony
and Boito-Leon-Manna-Pempinelli nonlinear partial differential equations are studied
analytically by using five different techniques which are direct integration, (G G) -
expansion method, different form of (GY G)-expansion method, two variable
(G G,1/G) -expansion method and (1/G')-expansion method. We obtain the same
solutions in literature. Moreover, we have obtained, for the first time, the new exact

solutions of the equation mentioned above.

Keywords:  Drinfeld-Sokolov, Modifiye-Benjamin-Bona-Mahony, Boito-Leon-Manna-Pempinelli,
(G G) -expansion method, different form of (G G) -expansion method, (G G,1/ G) - expansion

method, (1/ G')- expansion method.
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BOLUM I

GIRIS

Fen ve miihendislik gibi farkl disiplinlerde bir ¢ok problem lineer olmayan diferansiyel
denklemler vasitasiyla modellenmekte ve ¢ozililmeye g¢alisiimaktadir. Bunlardan biri,
dalga denklemlerinin ¢oziimiidiir ki bu ¢oziimler 6zellikle plazma fiziginde ¢ok dnemli
bir yere sahiptir. Model denklemlerin lineer olmamasi ¢6ziimii olduk¢a karmagik ve
zor hale getirmektedir. Lineer olmayan denklemlerin ¢éziimlerinde bazen birden ¢ok
¢Oziimle karsilagilabilmektedir. Bu durum bilim insanlarini, denklemleri analitik olarak
cozebilen yeni teknikler bulmaya ve kullanmaya yoneltmektedir. Nonlineer kismi
tirevli denklemlerin analitik tam ¢oziimleri i¢in kullanilan bir ¢ok yontem ve yeni
yaklagimlar literatiirde giin gegtikge artmaktadir (Ablowitz ve Clarkson,1991 ;Yokus,
2011).

Tez kapsaminda bu yeni yaklasimlardan; (GY G)-agilim metodu (Wang vd., 2008),
(G’ G) -agilim metodunun farkli formu (Li ve Wang, 2009), iki degiskenli (G G, 1/ G)
-agilim metodu (Li vd., 2010) ve (1/G'")- ag¢ilim metotlar1 (Yokus, 2011)

kullanilmistir. Bu yeni metotlarin uygulamasi i¢in lineer olmayan Dirinfeld-Sokolov
(DS) denklem sistemi (Wang, 2002; Yildiz, 2011, 2015), Benjamin-Bona-Mahony
(Benjamin vd., 1972) denkleminin modifeye edilmis versiyonu olan Modifiye-
Benjamin-Bona-Mahony (MBBM) (Aslan, 2009; Yildiz, 2011) ve Boiti-Leon-Manna-
Pempinelli (BLMP) (Gilson vd., 1993; Zamiri, 2013) denklemleri ele alinmistir. Bu ii¢
farkli denklemin analitik tam ¢dzlimleri i¢in yukarida bahsedilen dort farkli teknik
kullanilmistir. Ayrica, yine bu ii¢ denklemin tam ¢oziimleri i¢in direk integrasyon
teknigi de uygulanmistir. Farkli metotlar kullanilarak elde edilen ¢oziimler hem kendi
aralarinda hem de literatiirle karsilastirllmistir. DS ve MBBM denklemleri ig¢in
literatlirle uyumlu ¢oziimlere ulagilmistir. BLMP denklemi i¢in literatiir agisindan yeni
coztimler elde edilmistir. Bununla birlikte, elde edilen bazi yeni ¢oziimlerin grafikleri

iki boyutta ¢izdirilmistir.

Lineer olmayan bu tip denklemlerle elde hesap yapmak son derece uzun, zaman alic1 ve

karmagik hesap gerektirmektedir. Bu sebepten dolayi da hesaplarimizi farkli sembolik



paket programlar vasitasiyla yapabilmekteyiz. Bu tez calismasinda, hesaplamalar
yapilirken denklemlerin ¢6ziimii i¢in metotlarin kullanilmasinda REDUCE paket
programi, elde edilen tam ¢oziimlerin denklemleri sagladiginin gosterilmesinde
MATHEMATICA paket programi kullanildi. Ayrica c¢oziimlerin grafikleri igin
MATLAB programi kullanilmistir.

Tez kapsaminda yapilan g¢alismalar bes bolimden olugmaktadir. Birinci boliimde
konuya genel anlamda giris yapilmis olup, ikinci boliimde ise temel kavramlardan
bahsedilerek ¢oziilecek denklemler tanitilmistir. Uciincii bélimde tez kapsaminda
kullanilacak dort farkli metot tanitilmistir. Dordiincii boliimde; DS denklem sistemi,
MBBM ve BLMP denklemlerinin analitik tam c¢oziimleri bes farkli teknikle elde

edilmistir. Besinci ve son boliimde ise yapilan ¢alismanin sonuglari verilmistir.



BOLUM 11

GENEL KAVRAMLAR

Tamm 2.1: x bagimsiz degisken, y =U(x) bagimli degisken ve bagimli degiskenin

bagimsiz degiskene gore cesitli mertebeden tiirevleri y', y" y",.....y" olmak iizere adi

tiirevli diferansiyel denklem kapali formda

POy, v, y"y",..... ,y(”)) =0 (2.1)

ile verilir.

Tamm 2.2: x,¢,...bagimsiz degiskenler, y =U(x,t,...) bagimh degisken olmak iizere

bagimli degiskenin bagimiz degiskenlere goére cesitli mertebelerden kismi tiirevlerini

iceren diferansiyel denklem kapali formda

PWU,U,U_U,

> Ussen) =0 (2.2)
seklinde verilir.

Tamim 2.3: (Benjamin-Bona-Mahony Denklemi (BBM))

Benjamin, Bona ve Mahony tarafindan yazilmis olan lineer olmayan Benjamin-Bona-

Mahony denklemi Korteweg de Vries (KdV) denkleminin bir alternatif modelidir ve

u-+U +U0U -U_, =0 (2.3)

formunda ifade edilir (Benjamin vd., 1972). Burada U =U(x,t), x € R,t >0 seklinde

tanimlidir.



Tamm 2.4:(Modifiye-Benjamin-Bona-Mahony Denklemi (MBBM))

Benjamin-Bona-Mahony denkleminin modifiye versiyonu olan Modifiye-Benjamin-

Bona-Mahony Denklemi, farkli fiziksel sistemlerin ¢6zlimiinde kullanilir ve
U+aU, +pUU,—yU_ =0, U=U(x,t), xeR,t>0 (2.4)
seklinde verilir (Aslan, 2009).

Tanim 2.5: (Dirinfeld-Sokolov Denklem Sistemi (DS))

Lineer olmayan Dirinfeld-Sokolov denklem sistemi, x, ¢ bagimsiz degiskenler, U ve

V bagiml degiskenler olmak tizere;

U,+(7*) =0
; (2.5)
V,—aV,_ +3bUYV +3kUV, =0

formunda verilir (Daghan vd., 2015).

Tamim 2.6: (Boiti-Leon-Manna-Pempinelli Denklemi (BLMP))

Boiti-Leon-Manna-Pempinelli denklemi lineer olmayan kismi tiirevli bir diferansiyel

denklem olup, U bagimli degisken ve x,y,z bagimsiz degiskenler olmak tizere;

U,+U,, —3U.U,-30U, =0 (2.6)

vt XXXy

seklindedir (Arbabi ve Najafi, 2016).



BOLUM I11

KULLANILAN METOTLAR

3.1 (%j -A¢ilim Metodu

Bu metot, ilk defa Wang, Li ve Zhang (Wang vd., 2008) tarafindan ortaya atilmais,
nonlineer denklemlerin tam ¢6zlimlerinin bulunmasinda kullanilmistir. (2.2) denklemi

ile kapali formda verilen denklemde

U(n)=U(x,t),n=x-wt (3.1)
degisken doniistimii yapilirsa, asagidaki adi tiirevli denkleme ulasilir.
P(U,—wU',U',sz"— wU"‘....):O (3.2)
A, ukeyfi sabitler olmak iizere ikinci mertebeden sabit katsayili lineer homojen

G"(n)+AG'(n7)+uG(n)=0 (3.3)

diferansiyel denklemin ¢6ziimiinden faydalanarak ¢oziim;

G' m -1
U(n):am(gj +am_1(—j +o.4a,=0 (3.4)

formunda aranir. (3.2) denkleminde derecesi en yiiksek, lineer olan ve lineer olmayan
terimler arasinda balans yapilarak m sabiti bulunur. Bu m sabiti belirlendikten sonra
elde edilen cebirsel denklem takiminda katsayilar sifira esitlenerek bilinmeyen
o

o ., 0, katsayilar1 ve varsa ekstra sartlar hesaplanir. Burada, (3.3) ile

m? m-1> °°

verilen denklemin ¢dziimii, A°—4x’ye gore hiperbolik, trigonometrik ve rasyonel

fonksiyonlar tiiriinden yazilir (Wang vd., 2008).



Birinci tip: 2> —44>0
(3.3) ile verilen denklemin ¢6ziimii ¢, ve c, keyfi sabitler olmak iizere

—-An A2 74;177 A2 74;177

Gn)y=e ? |ce 2 " +ce ?

seklinde olur ve burada hiperbolik fonksiyonlar

122 _
/124;! A —4u ) A —4u
e = cosh Tﬂ +sinh| ——7

<

2

12—
A, V—du | (A —au
e = cosh Tn —sinh T?]

kullanilirsa ¢6ztim

iy , 2 , 2
G(n) = eTn c {cosh (# 77] + sinh {%UU
— A7 [ 2 [ 122
+e : c{cosh[%n]—sinh[%n]}
, 2 [ 12
{(cl+cz)cosh£%77}+(clcz)sinh[%nﬂ

-An
2

=e

olarak elde edilir. Burada (c] +c, ) =c, (c1 -c, ) =c, seklinde secilirse ¢6ziim

2

i [72_ [72_
Gn)=e? [01 cosh{#n] +c, sinh{un]]

formunda olur. G'(7) ifadesi hesaplanirsa,



2

;M ’ 2 " 2 [ 2
+e? (u] clsinh[%nJ+czcosh[%nH

A 2y JAi—4
G(n)=e ? (%){clcosh u77J+czsinh[%n}]

2

olarak bulunur. G(n) ve G'(n) ifadeleri yerlerine yazilirsa;

2 _ ’ 2 _
{cl sinh [/124ﬂ 77] + c,cosh {/124ﬂ 77]]

(%)(UF%{ = 4/1} 2 PERm -2
[01 cosh [l;{u 77} + ¢, sinh {Wnﬂ

2

sonucuna varilir.
Ikinci tip: 2> —4u <0

¢, ve c,keyfi sabitleri olmak tizere (3.3) ile verilen denklemin ¢oziimii

—A+ij4u—A2 . —A—iy4u—A2 .

G(n)=ce 2 +c,e 2

olmak lzere

Jau-2
2

seklinde olur. Burada g =

-An . .
— p —ip
G(n)=e? (clel "iee 77)

seklinde yazilir. Bu ifade tekrar diizenlenirse,



G(n)= e_TM [ e, (cos B +isin ) + ¢, (cos By —isin i) |

=e

[(c1+ ¢, )cos B +i(c,— cz)sinﬂn]
bulunur. Benzer sekilde (c] +c, ) =c,i (c] -c, ) = c, segilirse

—in
G(n)=e ? [c,cos B +c,sin fr]

olup, (%j(n) ifadesinde [ degeri agik olarak yazilirsa (3.3) ile verilen denklemin

genel ¢oziimii

2 2
{cl sin(éwzl1 77] +c, COS(WU]]
G' -1 du—A°

( j(f?)=—+ £ (3.6)

du— A7 | A= A7

¢, cos fﬂ +¢,sin fry

seklinde elde edilir.
Uciincii tip: A -4 =0
¢, ve c,keyfl integrasyon sabitleri olmak tizere (3.3) denkleminin genel ¢6ziimii

—An —An
G(n)=ce ? +c,ne ?

1

seklinde olur ve boylece (%j ifadesi asagidaki formda yazilir.

G' ) ¢,
(oo




3.2 (%j -Acilim Metodunun Farkhh Formu

(Ej -acilim metodunun farkli formu Li ve Wang tarafindan gelistirilmistir (Li ve

Wang, 2009). (2.2) ile verilen denkleme (3.1) ile verilen doniisiim uygulanirsa (3.2)

denklemi elde edilir ve ¢oziimii

Un)=a L] vva[Z) v 9)

formunda olur. (3.2) denkleminde en yiiksek mertebeli lineer ve lineer olmayan terimler
arasinda ayar yapilarak m sabiti hesaplanir. (3.8) denklemi (3.2) ile verilen denklemde
yerine yazilarsa cebirsel bir denklem takimi elde edilir. Bu cebirsel denklem takimi

¢oziiliirse U(n) ¢oziimiine ulasilir. Burada yardimci denklem

G"(n)+puG(n)=0 (3.9)

'

olarak aliirsa (3.9) denkleminden (%) ifadesi p’niin durumuna gore hiperbolik,

trigonometrik ve rasyonel formda asagidaki sekilde verilir (Li ve Wang, 2009):

Birinci tip: —x >0

(G'j(,]) \/7 [cl sinh(ﬁ?]) +c, cosh(ﬁn)}

G VA [cl cosh(ﬁr;) +c, sinh(ﬁn)} . 5
ikinci tip: —x <0

G' B |:—Cl sin(\/;n) + czcos(\/;n)}

(&)= [cvcos{an) - orsn{an) | o



Uciincii tip: —z=0

(Ej(n) =% (3.9¢)

G _cl+c277 '

33 (Q,ij -Acithim Metodu
G G

Bu boliimde, lineer olmayan kismi tiirevli denklemlerin hareketli dalga ¢ozlimlerinde

kullanilan (%,éj acilim metodu tanitilacaktir (Li vd., 2010). 4 ve u keyfi sabitler

olmak iizere, ikinci mertebeden, sabit katsayili, homojen olmayan, asagida verilen adi

tiirevli lineer denklem g6z 6niine alinsin.

G"(m)+AG(n) = p (3.10)

Burada

seklinde tanimlanirsa,

¢ == +up—1, ¢'=—po (3.11)

ifadeleri elde edilir. (3.10) ile verilen adi tiirevli denklemin ¢oziimleri 4 parametresine

gore asagidaki tic durumda incelenebilir (Li vd., 2010).
Birinci tip: L <0

(3.10) ile verilen denkleminin A < 0 durumunda genel ¢6ziimii

10



G(n)=c e M +c,e M +% (3.12)

=y

seklindedir. Burada e ve e ifadeleri

emﬂ = sinh(ﬂn) + cosh(\/jn)
e_m" = sinh(ﬁn) - cosh(x/qn)

olarak yazilir. Boylece (3.10) ile verilen denklemin genel ¢ozlimii,
G(n) = (e, +¢;)cosh(\=a) + (¢, e, )sinh (V=2 ) + &

olur. Burada (c1 —cz) =c , (c1 +c2) =c, seklinde segcilirse (3.10) ile verilen

denkleminin ¢6ziimii hiperbolik fonksiyonlar cinsinden elde edilmis olup
— A / / H
G(n)—c] smh( —/177)+c2cosh( —/177)+z (3.13)

2

seklinde yazilir. ¢, ve ¢, keyfi sabitler olmak iizere v=c’—c,’ i¢in gerekli

diizenlemeler yapilirsa,
0 :_—ﬂz((f—zwm) (3.14)

esitligine ulasilir. Bu durumda asagidaki sekilde gosterilir.

. (Q)(U) T ¢ cosh(\/jn) +c, sinh(\/jn)
G ¢ sinh(\/jﬂ) +c, cosh(\/jn) +§

Sy p—
G ¢ Sinh(\/jn) +c, cosh(\/jn) +§
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Ikinci tip: . >0

(3.10) ile verilen denkleminin A >0 durumda genel ¢6ziimii

G(n)= e 4 ¢ gV +§ (3.15)

seklindedir. Burada VA e e i deleri

eﬂin = Cos(ﬁn) + isin(ﬂn)
e—ﬂin = Cos(ﬁn) - isin(ﬁn)

olarak yazilir. Boylece (3.15) ile verilen denklem
G(n)=(c, + cz)cos(\/zn) +(¢ - ¢, )isin(x/;n) +§

seklinde yazilabilir. Burada i (c1 - cz) =c, (c1 + cz) =c¢, seklinde secilirse (3.10) ile

verilen denkleminin ¢6ziimii trigonometrik fonksiyonlar cinsinden olup
G(n)=¢ sin(«/;77)+c2 cos(x/;n)+§ (3.16)
seklinde yazilir. Burada ¢, ve c, keyfi sabitler olmak iizere v = C12 +c 22 icin,

0= (# - 2up+ 1) (3.17)

ifadesi elde edilir. Boylece

12



1 0]y ool
G o Sin(\/zn) +c, cos(\/zn) +§

1

(L)
- (G](n) ¢ sin(ﬁn) +c, cos(ﬁn) +§

olarak yazilir.
Uciincii tip: A =0

(3.10) ile verilen denkleminin A =0 durumu i¢in genel ¢dziim rasyonel fonksiyonlar

cinsinden olup,

G(?]):§772+0177+02 (3.18)

seklinde yazilir. Burada ¢, ve ¢, keyfi sabitler olmak {izere

0 =————(¢" ~2u0) (3.19)

¢’ —2uc,

ifadesi elde edilir. Boylece ¢ ve ¢ ifadeleri

G' +c
¢:(Ej(f7):ﬂ HI] T ¢
5772 +on+e,

40:(8('7): 7 1

5772+0177+cz

olarak bulunur.

(%,éj -acilim metodunun temel adimlar asagidaki sekilde Ozetlenebilir. (3.2) ile

verilen adi tiirevli denklemin ¢6ziimii metot geregi

13



U(ﬂ) = Z a[¢[ + Zbi¢[7l(p (3.20)

seklinde aranir (Li vd., 2010). (3.2) denkleminde en yiiksek mertebeli lineer olan ve
lineer olmayan terimler arasinda balans yapilarak N sayisi belirlenir. (3.20) denklemi
(3.2) denkleminde yerine yazilirsa (3.3) denklemiyle birlikte (3.4) , (3.7) ve (3.9)
denklemleri kullanilirsa i=1,2,..,N icin a,,b,,A,u ve c’ye bagh ¢ ve ¢
degiskenlerine gore iki degiskenli bir cebirsel denklem elde edilir. Bu cebirsel

denklemin katsayilar1 sifira esitlenerek a, , b, bilinmeyen katsayilar hesaplanir ve eger

varsa ekstra sartlar elde edilir. Bulunan bu katsayilar (3.20) denkleminde yerine
yazilirsa (3. 2) ile verilen adi tiirevli denklemin denkleminin ¢dziimleri elde edilir.
Son olarak (3.1) ile verilen doniisim uygulanarak (2.2) ile verilen kismi tiirevli

denklemin tam ¢6ziimlerine ulagilir.

34 (GLJ -Acilim Metodu

1

Lineer olmayan kismi tiirevli denklemlerin hareketli dalga ¢oziimlerinde kullanilan bir

diger metot (Gij -a¢ilim metodudur (Yokus, 2011). Coziim Onerisi metot geregi

'

i=0

U(n)= ﬁ% (GL) (3.21)

seklinde olup, en yiiksek mertebeli lineer olan ve lineer olmayan terimler arasinda

balans yapilarak N sayist bulunur. (3.21) denklemi (3.2) denkleminde yerine yazilarak

a, , A, u ve wye bagh (éj degiskenine gore cebirsel bir denklem elde edilir. Bu

cebirsel denklemin katsayilari sifira esitlenerek «, (i =1,2,3,...,N) katsayilari hesaplanir.

Bu metotta kullanilan yardimci denklem

G"(m+AG'(m)+u=0 (3.22)

14



seklinde olup, ¢oziim yalnmizca hiperbolik fonksiyon cinsinde asagidaki sekilde ifade

edilebilir. (3.22) denkleminin genel ¢éziimii
Gy =c e M +e, —“7’7 (3.23)
seklinde olup, bu ¢oziim hiperbolik fonksiyonlar cinsinden

G(17) = ¢,(cosh Ay —sinh A7) + ¢, _”777

seklinde yazilabilir. Boylece ifadesi

'

(1)

1 A
G'(n) —u+ Ac,(cosh(An)—sinh(47))

(3.24)

seklinde elde edilir (Yokus, 2011).
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BOLUM IV
UYGULANAN ORNEKLER VE TAM COZUMLERIi

4.1 Drinfeld-Sokolov Denklem Sisteminin Tam Coziimleri

1

(2.5) ile verilen DS denklem sistemi direkt integrasyon, (%j-aglhm metodu ve

(% J -a¢ilim metodunun farkli formu kullanilarak elde edilmistir (Daghan vd., 2015).

Bu boliimde, elde edilen bu ¢oziimler tekrarlanmis, ilave olarak farkli yeni iki teknikle
DS denklem sisteminin analitik tam ¢oziimleri elde edilmistir. (2.5) ile verilen DS

denklem sistemine 7 = x — ft donilisiimii uygulanirsa

pu(r?) =0 (4.1a)

PV'+aV"-3bU"V -3kUV"'=0 (4.1b)
adi diferansiyel denklem sistemi elde edilir (Yildiz, 2011; Daghan vd., 2015). Burada

dUu dav
U=U 5 V:V , U':— V':—
(n) (n) i i

dir. (4.1b) ile verilen denklem integrallenebilir olup, bir kez integre edilirse ¢ keyfi

integrasyon sabiti olmak {izere
e
U=E(V +c) (4.2)

seklinde elde edilir. (4.2) denklemi (4.1b) yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa

afV"+ (B - 3ck)V'— (2b+ k) (V?)'=0
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sonucuna ulasilir ve tekrardan integrali alinirsa e yeni bir keyfi integrasyon sabiti

olmak lizere

pry B =3k), @bik) e 4.3)
af af af

formuna dontisiir (Yildiz, 2011; Daghan vd., 201)].

4.1.1 Direkt integrasyon ile tam ¢6ziim

(4.3) denkleminin her iki tarafi V"' ile ¢arpilirsa denklem

aBVV"+ (B> =3ck)VV'-Qb+ kW’ V'+eV'=0 4.4)

seklinde integrallenebilen bir denkleme doniisiir. (4.4) denklemi bir kez integre edilir ve

diizenlenirse, f keyfi bir integral sabiti olmak {izere

2 —
yrog |20t Kye B3¢k, 2e 2] 4.5)
2ap ap ap ap
olur. (4.5) denkleminde yeniden integral alinirsa
dv
R e £, =Jan
\/ P 3ck)V? - 2eV +2f
— dv
\/;V“ (B -3ck)V? ~2eV +2f

olarak yazilabilir (Daghan vd., 2015). Burada g yeni integral sabitidir.
e=f=g=0 ve B°-3ck=0 durumunda (4.6) denklemi
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+rf2kaf7
2

formuna doniisiir. S = *+/3ck olmak iizere

__l/Za,B 1o
V(n)—+77 2b+k,U ﬁ(V +c)

seklinde yazilabilir (Daghan vd., 2015).

Benzer sekilde e= f=g=0, °—3ck#0 ve VV >0 alinirsa (4.6) denklemi

- 2ap J' 4 —
2b+k 2(p* —3ck)
V\/Vz_ 2b+k

1
olur. V' =— donlisiimii yapilirsa
S

ds
3ckI  2b+k - *.7
2(,82—3ck)

olarak yazilabilir. (4.7) denklemi bir kez integre edilirse

|_aB 2 2b+k | 4.8
¥ ﬂ2—3ckln[s+\/s 2(ﬂ2—3ck)] § o

formunda yazilir. (4.8) denkleminde V =l doniistimii tekrar kullanilir ve ¢oziillirse
S

_ 2b+k
2(* - 3ck)

olmak lizere
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/n)=— J 2 4.9)
e

- B2-3ck _ J_ﬂ2—3ck
+ ap 77+7/e+ af 1

seklinde yazilabilir (Daghan vd., 2015). (4.9) ¢6ziimiinde iki durum s6z konusudur.
B -

Eger, ——;C > 0ise (4.9) denkleminin ¢oziimii
a,

(4.10)

V()= — =
(1+ 7/)cosh,’—('8;;ck)77 F(1-y)sinh —('B;I;Ck)n

seklinde olup, bu ¢oziim daha agik olarak
2 - 3ck)

1 (B -3ck) [ (B -3ck)
Acosh —Tn F Bsinh —777

formunda  yazilabilir. Burada 4 =2(p*—3ck)+2b+k, B=2(p*-3ck)+2b+k

2 pa—
seklindedir. Eger, —ﬂ—;d{ <0 ise (4.9) denkleminin ¢oziimii
a
2
Vy(n)= 4.11)
(B =3ck) (B = 3ck)
(1+7)cos 777 Fi(1—y)sin 777
seklinde olup, bu ¢6ziim daha agik olarak
4( B - 3ck)
v (n)=
2 2 2
(,B —3ck) (,B —3ck)
Acos —777 F Bsin —777
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formunda yazilir (Daghan vd., 2015).
Burada A =2(f*-3ck)+2b+k, B:i[z(ﬁz —3ck)+2b+k] ve n=x-ft

: 1 .
seklinde tanimlanir. Ayrica, U, ,(17) = E[Vuz(ﬂ) + c] olarak elde edilir.

4.1.2 (% j -acillim metodu ile tam ¢6ziim

(4.3) denkleminde balans yapilirsa m =1 olup,

V(n)=q, (%)4‘6{0 (4.12)

seklinde ¢oziim Onerisi yapilir. (4.12) denklemi (4.3) denkleminde yerine yazilirsa

3
J s a,(2a’b-a’k+2ap)

Q@

1

Q

2
J ca, (2a,a)b - a,agk + afid)

QA q

1
J L, (—6a02b =3a,’k+A*af +2aPfu+ S? —3ck)

1

0
Ej caaful —2a’b —a’k + a,p° —3a,ck +e

denklem takimina ulasilir (Daghan vd., 2015). Elde edilen bu denklem takimi sifira

esitlenip ¢oziiliirse

2(p* -3¢k
o=+ SRy ,22—4ﬂ=ba e=0 (4.13)
2b+k 2\ 2b+k af

katsayilar1 bulunur. (4.13) katsayilart (4.12) denklemindeki ¢6ziim Onerisinde yerine

yazilirsa (4.3) denklemi ile verilen DS denklem sisteminin ¢oziimii
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o-ofZE()-).

1
Um=—Wwm)’ +c),
M=y e

seklinde olur. (4.3) c¢oziimi (3.3) ile verilen denklemdeki gibi hiperbolik,
trigonometrik, rasyonel sekillerde yazilabilir (Daghan vd., 2015).

Birinci tip: 2> —44>0

Bu durum i¢in ¢6ziim hiperbolik fonksiyonlar cinsinden olup, asagidaki sekilde ifade

edilebilir:

p*—3ck
203

- /,82—3ck clsinh(\/;n)+czcosh(ﬁn)
Vy(n)== 2b+k clcosh(ﬁn)+czsinh(ﬁn) 1)

seklinde yazilabilir. Ozel olarak ¢,=0 ve ¢, #0 veya ¢, =0 ve ¢, #0 alinirsa (4.15)

olmak lzere

(4.14) ¢coztimiinde A =0 alinirsa px=—

denklemi 7 = x — Bt icin asagidaki sekilde gosterilir (Daghan vd., 2015).

7, () = 2 anh ()
Vo) = £ 3K o ()
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ikinci tip: A*—4u<0

Bu durum i¢in de ¢6ziim trigonometrik fonksiyonlar cinsinden olup, asagidaki sekilde

ifade edilebilir.

NAu=2% 77]+czcos[“‘4’u_}L2 77]

—clsin[ 5 5
2
Vs (n) =25 [“4“ 24 (4.16)
2b+k 2 4ﬂ_12 ) 4,u_ﬂ’2
¢ cos| Y n |+c,sin| Y p
2 2
B -3ck

(4.16) ¢oziimiinde A =0 almnirsa u= olmak iizere

20
~ B2 —3ck| G sin(\/ﬁn) +c, cos(\/ﬁn)
V6(77)_i\/_ 2b+k [ ¢, cos(\un)+ e, sin(\un) &1

seklinde yazilabilir. Ozel olarak ¢,=0 ve ¢, #0 veya ¢, =0 ve ¢, #0 alinirsa (4.17)

denklemi

V()= 22 an (Jan)
Ve(n)= i,f—%cot(\/ﬁn)

olarak yazilir (Daghan vd., 2015). Burada 77 = x — St seklindedir.

Ugiincii tip: 2> —4u=0

Son olarak burada ¢dziim rasyonel fonksiyonlar cinsinden olup, f = *+/3ck olmak

uzere
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_y | 248 [ ¢
Vo) =+ 2b+k[cl+c2n] (+19)

seklinde yazilabilir. (4.18) ¢oziimiinde 6zel olarak ¢, =0 ve ¢, # 0 alinirsa

_. 1 [ 2ap
() =45 (4.19)

¢Oziimiine ulasilir (Daghan vd., 2015). Burada 7 =x-ftolmak iizere

.....

seklindedir.

4.1.3 (% j -acillim metodunun farkh formu ile tam ¢6ziim

(4.3) denkleminde balans yapilirsa m =1 olup,

V(n)=e, (i] +a (zjl (4.20)

seklinde ¢oziim Onerisi yapilir. (4.20) denklemi (4.3) denkleminde yerine yazilirsa

N
%) L, (—20{1219 —a’k+ 2aﬂ)
G"\
rel L, (—60{10(7119 -3a,a_k+2afu+ - 3ck)
Gy
E .e
G’
rel a (—60{1057119 -3a,a_k+2apu+ B>~ 3ck)
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N\ 3
(%) ta_(-2a.*b - a_k +2apu’)

denklem takimina ulasilir. Elde edilen denklem takimu sifira esitlenip ¢oziiliirse, x 'niin

durumuna gore ti¢ farkli grup ¢6ziim asagidaki sekilde verilir (Daghan vd., 2015).

2 > —3ck

Durum I: «, = J_r‘/2 LB, ,u:—ﬂ—c, e=0 (4.21a)
2a 2aﬂ —3ck

Durum II: «, = ,e=0 (4.21b)
2b+k 2b+k
[ 2 / * —3ck

Durum III: o, ==+ ap , & ——,e=0 (4.21¢)
2b+k 2b+

Birinci tip: —z£>0

(4.21a), (4.21b) ve (4.21c) katsayilar1 (4.20) denkleminde yerine yazilirsa (4.3) ile

verilen DS denklem sisteminin ¢oziimii

2W+k\ G 2af

2ap (G 208 (G"Y' B —3ck
O v IR e I

2b+k\ G 2b+k \ G 4a p

2a8 (G 2a8 (G B —3ck
Vi(n)=+ (—ji ﬂ(—j L M=

2b+k\ G 2b+k \ G 8a 3

olarak elde edilir. Burada ( GJ ifadesi (3.9a)’daki gibidir. Yukarida verilen V] (77) ve

v, (77) cozlimlerinin ayni tip ¢oziimler oldugu asagidaki uyarida verilmistir (Daghan

vd., 2015).

Uyan 4.1: V(ﬂ)ve V(f])(;éziimlerinin ayni tip ¢ozlimler oldugu (Daghan vd.,

2015)’te Lemma 3.1 ile ispatlanmuistir.
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Ikinci tip: — <0

(4.18a), (4.18b) ve (4.18c) katsayilar1 (4.17) denkleminde yerine yazilirsa (4.3) ile

verilen DS denklem sisteminin ¢oziimii

2a8 (G 2 _3ck
A e
4 2b+k\ G 2a

2a8 (G 208 (G'Y' B —3ck
A I et v I

26+k\ G 2+k \ G 4a

2ap (G 2af (G'j“ B —3ck
V.(n)=+ — |z — |, u=-—
(n) 2b+k(Gj bk \ G # 8af

seklinde yazilir. Burada (%) ifadesi (3.9b)’daki gibidir. Yukarida verilen V,(77) ve

V, (1) ¢bziimlerinin ayni tip ¢dziimler oldugu asagidaki uyarida verilmistir (Daghan

vd., 2015).

Uyan 4.2: V,(n) ve V6(77) cozlimlerinin ayni tip ¢oziimler oldugu (Daghan vd.,

2015)’de Lemma 3.2 ile ispatlanmustir.
Uciincii tip: —x=0

(4.21a), (4.21b) ve (4.21c) katsayilar1 (4.20) denkleminde yerine yazilirsa (4.3) ile

verilen DS denklem sisteminin ¢oziimii

- 2af ) -
V7(77)_i\/2b+k(c1+c2n]’ﬂ_im

olur. Burada (%) ifadesi (3.9¢) daki gibi olup U, , ,(77) :%(Vmwf(n) +¢) dir.

yeen
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4.14 (%,éj -acillim metodu ile tam ¢oziim

(4.3) denkleminde V* ile V" terimleri arasinda balans yapilirsa ¢dziim formu
V(n)=ap+a,+be (4.22)

seklinde olur. A ’nin durumuna goére ¢oziimler hiperbolik, trigonometrik ve rasyonel

formda asagidaki sekillerde verilir.
Birinci Tip: 1 <0

(4.22) denklemi (4.3) denkleminde yerine yazilir (3.2) denklemi ile birlikte (3.4)

denklemi kullanirsa A4 < 0 i¢in katsayilar asagidaki sekilde olur:

¢3 T - 2a13b/11/2 - 4a13b/12y2v - 2afb,u4 — a13k/”t4v2 - 2a13k/1,uzv — a13ky4
+3b akA’v +3b akAy’ + 2a,aBA N + 4a,afA’ i’y + 2a,aBu’
—6b’abA’v +6b°abA’v + 6b’ablu’

¢’ -6 alzaob/”t“v2 -12 alzaob}tz,uzv -6 alzaob,u4 —3a12a0k/141/2 - 6a12a0k/12,u2v
+6a,b’bA%v + 6b abAu’ +3b’akA’v +3ab’kAu’ + 4b’bA% u
+2b° kA% u+bapiy’ — 3alzaoky4 +bapuvi’

Po: —6alzb1b/”t4v2 — 12a12b1b/12,u2v - 6alzb1by4 - 3alzb1k/14v2 — 6a12b1k/12y2v
+2bapBu’ —3a’bku’ +2b°bA%v +2b°bAu’ + b’k + b kA’
+2baBAV: +4baPr’ i’y

@ —6a1a02b/141/2 - 12a1a02b/12,u2v— 6a1a02b,u4 - 3a1a02k/14v2 — 6a1a02k/12,u2v
+6b abA’ 1’ +3b’akAy +3ab’ kA’ 1’ +2a,aPA A7 + daa A’ 1’
+ 2a1ﬁ2/12,u2v + alﬂz,u4 - 3a1ck/14v2 — 6alck/12yzv - 3alcky4 + 6a1b12b/13v
—3aa’ku’ +2aapu'l+a AV
dp:—12a,a,b,bA*?* + 24a,a,bbA* u*v +12a,a,bbu® + 6abakA*v?
+12a,b*bA% u +12b2a,bAy’ — 6b a kA uv +12a,a,b,kA* u’v
+6abakut + 6a,afA’u’y +3aafu’ +3a,afAviu+ 6abkiu’
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#°:=2a, AN —4ay’bA v —2a,’but — a kA = 2a kAT v — akut
+6ab’bA* + 6a,bbA* 1 +3b ak Aty +3ab kAP 1 + a,fPAN  u
—3a,ckA*? —6a,ck A’ 1’v —3aycku* + 4b°bA% 1+ 2b kA% 1 + bapdty

+ayBrut +2a,p° A7 v +eut + eAtv? + 2eu’ A + ba A’

P’ :—6b,a,"bA? +12ba,’bu’ A’y — 6ba,’bu’ —3a,’bk + 6b,a,"ku’A*v
—12b, ayb Ay’ + 6bagk ud’v — 6bak A’ —2a,b*bA%y — 6b abu’A*
+hafA v —bafiut + b B AN? =2b,B° A7 v + b B ut —3bckAtV?

=3b ku’ A% +12ba,*bul’v — bl kva* —3a,*bk u* + 6b,ckvi® A* —3bck u

olarak bulunur. Elde edilen cebirsel denklemler sifira esitlenip ¢oziiliirse:

_ .| 4B 1 a’B’u’ +4vp*t 24 p%ckv +36¢’k’y 420
Y Nabr 2k T2 (B> —3ck)(2b +k) T
-2(B* —3ck
2 ),e:() (4.23)

cozlimlerine ulagilir. (4.23) ile verilen ¢6zliim (4.22) denkleminde yerine yazilirsa (4.3)

ile verilen denkleminin ¢6ziimi

a 1 |a’BPu’ +4vB* =24 B%ckv +36¢%k*
V(g)=t |- gLl |24 fi p 0 (4.24)
4b+2k" 2 (B =3ck)(2b+k)

olarak bulunur. (4.24) ile verilen ¢6ziim (4.2) de yerine yazilirsa

N [Tap | [@fn+ap —2afckv+ 360y )|
=—<| + ¢+ — 4.2
U(ﬂ) ﬂ (_‘_ 4b+2k5"+2\/ (ﬂ2—3Ck)(2b+k) SDJ +c ( 5)

¢Oziimiin ulagilir. 7 = x— St doniisiimii (4.24) ve (4.25) ¢ozlimlerinde yerine yazilirsa

(2.5) denklemi ile verilen DS denklem sisteminin tam ¢dziimii hiperbolik fonksiyonlar

cinsinden elde edilmis olur. (4.21) denkleminde ¢ ve ¢ ifadeleri yerlerine yazilirsa:
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¢, cosh(v/—An) + c,sinh(V—-47) LB 1

¢, sinh(v/=A4n) + ¢, cosh(v—47n) + % ¢, sinh(v/—=A4n) + ¢, cosh(vV—-4n) + %

V(77)=iA

U(ﬂ):%{VZ +c}

¢Oziimiine varilir. Burada

, A=

(B> —3ck)(2b+k) aff

202 .2 4 2 272
_ af H,le a pu+4vp =245 ckv +36¢c kv
4b + 2k 2

ve 17 = x — [t seklinde tanimlanir.
ikinci Tip: 1 >0

Benzer sekilde, (4.22) denklemi (4.3) denkleminde yerine yazilir (3.2) denklimi ile
birlikte (3.7) denklemi kullanirsa A > 0 i¢in katsayilar asagidaki sekilde olur:

¢3 0 =2a’bAV —4a b’ v —2a’bu’ — a’ kAN = 2a’kAu’v + 6babA’y
+3b2a kA’ +3blak i’ + 2a,a ANV + daa AP v + 6b a by’
—6b’abA’v —a’ku +2aapu’
¢’ :—6a’a bV’ +12a’a,bA’ p’v—6a’a by’ —3a’a kv’ +6a’a kA’ v
+6b abAy’ —3b’a kA’ +2b kA u—baPuvd’ +4b kA u
- 6a0b12bﬂ,3v— 3a12a0ku4 + 3a0b12kl,u2 + blaﬁ%,tf
P @ :—6a’bbA*v? +12a°bbA* u*v —6a’bbu* —3a’bkAi*v? —3a bkt
+2b°bAu* = b kA + bk Au® + 2ba AtV — 4bafA’ v + 2baput
—2b’bA%V + 6a,°bkA* u*v
$:—6a,a,"bA*v? +12a,a,’bA% 11°v — 6a,a,”bu’ —3a,a,°k A —3a,a, k
+6b abA’ 1’ =3b ak Aty + 2a,a A7 — daa AP v + 2a,afut A
=2a,pPA v + a P ut —3ack AV —3ackut - 6a,b’bA’y
! H 1P H 1 1CRH 19
+6a,a,° kA’ v + 6a,ck A v +3ab kA 1 + a, fPAN?
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o :—12a,a,b,bA*v? + 24a,a,bbA* u*v +12a,a,bbu* — 6a,baki*v?
+12a,b*bA%v 1 —12b*abAu’ + 6b*a kA’ uv + 6a,b kA’
—6abagkpu’ +6a,aBA’u’v —3aafu’ +12a,a,b,k A% v
—-3a,aflVvu

P°:=2a,’bAV? +4abA v —2abut —a) kAW + 2a° kAR 1y — alkut
+eut —2eu’A*v —6ab’bA*v +6abbA’ u* —3b ak Aty +3ab kA 1’
+a,BPANV u—2a,B° AP 1 + a, Pt —3a,ck AN + 6a,ck A ptv
—3aycku® +4b°bA° 11+ 26k AP u — bapdty + ba B’ i’ + eAtv?

#°p :—6b,a,’bA'? +12ba,*bu’A*v — 6ba,*bu’ —3a,*bk + 6b,a, ku*A*v
—12b,a,bAu’ + 6b agk ud’v —6b agk Ay’ —2a,b’bA% —6b abu’ A’
+baBAv? —baPrut + b pPANW?=2b A uPv + b B ut —3bckAMV?
+12b,a,*bur’yv —=3b> ku*A* = 3bcku® + 6b,ckvu®A* — b kva* —3a, bk u*

olarak bulunur. Elde edilen bu cebirsel denklem takimi sifira esitlenip ¢oziiliirse:

2p2,2 4 2 r 272
P af ,blzil a pu 41:,6’ + 24 ckv 36ckv’ 4, =0
4b +2k 2 (B> —3ck)(2b +k)
-2(B* - 3ck
( ) e=0 (4.26)
afs

olur. (4.26) esitlikleri (4.22) denkleminde yerine yazilirsa (4.3) denkleminin genel

¢ozimu

af 1 |a’B 1’ —4vB* +24B°ckv —36¢°k’y
=+ +— 427
¥ (n) +\/4b+2k¢+2\/ (B =3ck)(2b+k) v (*+27)

olarak bulunur. (4.27) ile verilen ¢6ziim (4.2) de yerine yazilirsa

B a1 a’ By’ —4vpt + 24 8 ckv —3602k2v, 498
V(")_i‘\/4b+2k’”i2\/ (B> —3ck)(2b +k) Y (328
U(n)= %{Vz(n) +c} (4.28b)
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¢Oziimiin ulagilir. 7 =x— ft doniisiimii (4.27) ve (4.28) ¢ozlimlerinde yerine yazilirsa

(2.5) denklemi ile verilen DS denklem sistemini tam ¢0ziimii trigonometrik

fonksiyonlar cinsinden elde edilmis olur. (4.28a) denkleminde ¢ ve ¢ yerlerine

yazilirsa:
V(77) I cos(\/zn) — czsin(x/zn) LB 1
¢ sin(ﬁﬂ) +c, cos(\/zn) + % [ sin(\/zﬂ) +c, cos(ﬁn) + %

U(n)—ﬂ{V (77)+c}

¢Oziimiine varilir. Burada

\%

f \/ a’fu (4Vﬂ4+24ﬂzckv—36czk2v l—M

4b+2k B> =3ck)(2b+k) T ap

n=x— ft olarak tanimlanir.
Ugiineii Tip: 1 =0

Son olarak, (4.22) denklemi (4.3) denkleminde yerine yazilir (3.2) denklemi ile birlikte
(3.9) denklemi kullanirsa A =0 i¢in katsayilar asagidaki sekilde olur:

¢3 :=8a’c,’bu’ —4a’c ku’ +8a’c,c’bu+4a’c,c’bu+4a’c,c’ku
+12b’c,bu + 6b a,c,k i — 6b a,c.’b —3b a.c’k + 8a,c,afu’

3 4 3 4 4
—2a¢'b—a’c’k+2ac ap

¢*:-24a’ a,c,’bu’ —12a’ac,’ku’ +12a’a,c,c’ku —6a’ac’b
+12a,b c,bu+ 6ba,c,kp + 4b°bu + 2b kpu + 2b,c,a Bu’
—3a’ake, —biclafu+24a’ a,c,e’bu —6b’ayc’b —3able’k
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$:-24a,°c,la i —12a,ay’c,’kp’ +12a,a,7c ek — 6aya,°e,*b — 3aa,°c*k + 2a,a fut A
+8c,2a AP +3b2a kAt +3ab kA’ 1P + 2a,aBA° A% + a, AN + daa AP utv
+24a,a,c,c’bu+2a, B2 A v + a Bt

P :—48a, ayb c,"bu’ —24a,a, b, c,’ ki’ +48a,ay by c,c’bu+ 24aba, ¢, ¢tk
—24c,ab’bu’ —12b7c a ki +12ba,c’bu+ 6ab’c’ak i —12¢, aafu’
=3¢aafu—6abake® +12aac,c’ fu* —12¢* ajabb

P =8ay’c,’bu’ —day e,k +8ay’ coelbu +4ay’ e ek —2a,’cfa’b
+4ayc,’ Bt —12a,c, ek p’ —4cc a7 i +12a4c e,k + a, Bre)t
—3ayc,*ck + decye i — ay ket + et + 4c,en

P’ :—24ba,’c,bu’ —12bay’c,’ku® +24ba,’c,c’bu +12a,’be,c’ku —3a,’be 'k
—12b2 ayc,k 1 +12b7c agbu + 6b cagkp — 8b bu’ — 4b ku* — 6ba,’c,*b
— 4, b S +12¢,¢’bckp —4bc,afu’ —c*b B — 3¢, *bck — 24ba,c,bu’
—12b,c,’cku® + 2bcafu’

olarak bulunur. Elde edilen bu cebirsel denklemler sifira esitlenip ¢oziillirse:

P af - _aﬂ(chﬂ_Clz) a=0.1=0.e=0 ﬁ—+«/3ck (4.29)
T Nape2k T (abr2k) T T T TR .

olur. (4.29) esitlikleri (4.22) de yerine yazilirsa (4.3) denkleminin genel ¢oziimii

aﬂ ZC )
4.30
V(n)= \/4b+2k 4b+2k) 4 ( )

olarak bulunur. (4.30) ile verilen ¢6ziim (4.2)’de yerine yazilirsa

2
2 2
£ |2 @p(2e.u 1)¢; e 431)
4b+2k (4 + 2k)

31



¢Oziimiin ulagilir. 7 = x— St doniisiimii (4.30) ve (4.31) ¢ozlimlerinde yerine yazilirsa

(2.5) denklemi ile verilen DS denklem sisteminin tam ¢oziimii rasyonel fonksiyonlar

cinsinden elde edilmis olur. (4.30) denkleminde ¢ ve ¢ yerlerine yazilirsa:

+c afB(2c,u—c’ 1
v(n)=4 |- | 2Ty (2eu-c7) (4.32a)
4b+2k )| 4 (4b+k) H s
2 n +cn+c,
1 +c n+tc, 2
2
1

U(n)= E{Vz(n) +c} (4.32b)

¢Oziimii bulunur.

4.1.5 (GLJ -acilim metodu ile tam ¢oziim

Diger metotta oldugu gibi bu metotta da (4.3) ile verilen denklemde ¥ ile V"

terimleri arasinda balans yapilarak N =1 bulunur ve burada ¢6ziim metot geregi
1
V(?]) =a,+aq, (aj (4.33)

formunda olur. (4.33) denklemi (4.3) ile verilen denkleminde yerine yazilirsa katsayilar:

1
Pel e (—2a12b —a’k+ 2a,8y2)
1 2
Pel :3a,(—2a,a,b — a,ak + aﬂ&u)
1 1
IR (~6a,’b—3a,’k +apA’ + p* - 3ck)
1 0
Pel :=2a,’b —a,’k + a, 3 —3a,ck + e
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olarak elde edilir. Yukaridaki katsayilar sifira esitlenir ve denklem sistemi ¢oziiliirse:

2
— | 2ap_ P W/ 28 =3 (4.34)
2b+k 2 2b+k aff

olur. (4.34) ile verilen sonuglar (4.33) denkleminde yerine yazilirsa ¢6ziim

_ | 2ap (1N 1 |p=3ck
V(n)=+ 2b+kﬂ(G')+2 (2b+k) (4.33)

seklinde olur. (4.35) ile verilen bu ¢6ziim (4.2) denkleminde yerine yazilirsa

1 2 (1), 1 ﬁ2—3ck2 .
U(ﬂ)—ﬁ (i 2b+k'u(G')i2 ] + (4.36)

¢Oziimiine varilir. Son olarak, 7 =x— £t dontisimi (4.35) ve (4.36) c¢oziimlerinde

kullanilirsa (2.5) denklemi ile verilen DS denklem sisteminin ¢oziimii tek tip olarak

ifade edilmis olur.

(4.36) denkleminde (é} ifadesi yerine yazilirsa:

2ap3 A L |/ =3k
V(n):i( 2b+kﬂJ[—ﬂ+M(Cosh(ﬁﬂ)—smh(ﬁ’?))]{z mj

U(n):%{Vz +el

¢Oziimiine ulagsilir.
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4.2 Modifiye-Benjamin-Bona-Mahony Denkleminin Tam Co6ziimleri

(2.4) ile verilen MBBM denklemi (Yildiz, 2011)’de direkt integrasyon, (%j-aglhm

1

metodu ve (EJ-aglhm metodunun farkli formu kullanilarak elde edilmistir. Bu
boliimde elde edilen bu ¢oziimler tekrarlanmis, ilave olarak iki farkli yeni teknikle

MBBM denkleminin analitik tam ¢ozlimleri elde edilmistir. (2.4)’deki kismi tlirevli

diferansiyel denkleme 77 = kx+ wt, U =U(n7) doniisiimii uygulanirsa
—yk*oU "+ BkUU '+ (0 + ak)U'=0 (4.37)

adi diferansiyel denklemi elde edilir. (4.37) denklemi integre edilebilir bir denklem

olup, bir kez integre edilirse ¢ integral sabiti olmak {izere

Lorak, B s ¢ g (4.38)

U" > 5
vk @ 3vkw vk @

denklemine ulagilir (Dogan, 2014; Yildiz, 2011).
4.2.1 Direkt integrasyon ile tam ¢6ziim

(4.38) denkleminin her iki tarafi U ile ¢arpilirsa (4.38) denklemi
—ykza)U"U'+%,BkU3U'+(a)+ak)U'U+cU'=O (4.39)

seklindeki integrallenebilir denkleme doniisiir. (4.39) denklemi bir kez integre edilir ve

gerekli diizenlemeler yapilirsa d keyfi bir integral sabiti olmak tlizere

U'=g | B gy 0k 20 4, 20 (4.40)
67k w vk @ vk @ vk @
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olur (Daghan vd.). (4.40) denkleminde yeniden integral alinirsa

ik\/;/_a)j , dv zjdﬂ

\/6ﬂU“+(w+ak)U2+2cU+2d

ik\/y_a)j av =n+e (4.41)
\/ka“ +(o+ak)U? +2cU +2d

olarak yazilabilir (Y1ldiz, 2011). Burada e yeni integral sabitidir.

c=d=e=0 ve w+ak=0 durumunda (4.41) denklemi

67/05-.'

formuna dontisiir. Boylece

seklinde yazilabilir.

Benzer sekilde ¢c=d =e=0 ve @+ ak #0 durumunda (4.41) denklemi

6 dUu
Tk | kmj =7
B U\/Uz N 6(w+ak)

1
olur. U =— donilisiimii yapilirsa
S

f Y@ ds 3
m+akj\/ =7 (4.42)

(a)+ak)

olarak yazilabilir (Yildiz, 2011). (4.42) denklemi bir kez integre edilirse
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_ Y 2 kp _
+k'/a)+ak ln(er\/s +—6(a)+ak)J_n (4.43)

formunda yazilir. (4.43) denkleminde U =l dontisimii  tekrar  kullanilirsa
N

s=___ KB

olmak tizere,
6(w+ ak)

2
= 4.44
U(n) T a)+ak77 T a)+ak77 ( )
e VTP T4 VT

seklinde yazilabilir. (4.44) ¢oziimiinde iki durum s6z konusudur. Eger, ot ak > 0 ise

Yy

denklemin ¢oziimii

U, (n)= 2 (4.45)

o+akn : w+akn
1+0 h 1-6 h [—+
(1+6)cos 7 ( )sin / A

seklinde olup, bu ¢6ziim daha agik olarak

|3

Yy

12(w+ ak)

(6(w+ak)—kpB)cosh /a);/-;k %1 (6(w+ ak)—kﬁ)sinh fw;_;kz

o+ ak

yw

U, (77) =
(1+6)cos _o+ak
\/ yw

olup, bu ¢oziim daha agik olarak

U1(77):

yazilir. Eger, <0 ise (4.44) denkleminin ¢oziimii

2

) k
F(1-5)sin /—a);—;{ %

(4.46)

=3
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12(w+ ak)

(6(a)+ ak)— kﬁ)cos\/— a);/_;k %i (6(a)+ ak)—kﬂ)sin\/— a);:;k %

U2(77)=

formunda yazilir (Yildiz, 2011).

4.2.2 (% j -acillim metodu ile tam ¢6ziim

(4.35) ile verilen denklemin ¢oziimiinde {i¢c durum s6z konusudur (Aslan, 2009):
Birinci tip: a =k’ (/12 - 4,u) >0

Burada ¢6ziim hiperbolik fonksiyonlar cinsinden olup,

Ja 2at _ ~a 2at
G cosh7 xX— +c, smh7 X

3ay 2+ ya _2+7/a
U ., (xt)=F
) R T Val 2a Vol 2
¢ sinh——| x——— |+¢c,cosh—| x—
2 2+ ya 2 2+ ya

seklindedir (Aslan, 2009). Burada ¢, ve c, integral sabitleridir.
ikinci tip: a =k’ (/12 — 4,u) <0

Bu durumda ¢6ziim trigonometrik fonksiyonlar cinsinden olup, ¢, ve ¢, integral

sabitleri olmak tizere

\/—a( 2ot ] ) \/—a( 2ot j
—c, COS x— + ¢, sin 5 X

U (xt) _ 3ay 2 2+ ya _2+7/a
A)=F
> -B(2+ya) . N-a 2at \J-a 2at
¢, si xX— + ¢, cos xX—
2 2+ya 2 2+ya

formundadir (Aslan, 2009).
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Ugiincii tip: a =k’ (/12 —4,u) =0

Son olarak, ¢oziim rasyonel fonksiyonlar cinsinden c,, ¢, ve ¢, keyfi integral sabitleri

olmak iizere agagidaki seklinde yazilir (Aslan, 2009).

\oéayce,
o (x—at

S N o TP rspy

4.2.3 (% j -acilim metodunun farkh formu ile tam ¢6ziim

(4.35) denkleminde U" ile U’ arasinda balans yapilirsa metot geregi ¢oziim Onerisi

u(n)=q [%J+a_l [%J (4.47)

formundadir. (4.47) denklemi (4.38) denkleminde yerine yazilirsa katsayilar,

N3
%j : oclk(oc]2 - 6k7/a))

1

3¢, (alaflﬂk +ak - 2yk’ uw + a))

:3c

-1

3a, (ala_lﬂk +ak = 2yk’ uw + a))

Qe Qe ala qlQ

-3
j ca_k (a_lzﬂ - 6k7/a),u2)

seklinde olur. Elde edilen bu denklem takimi sifira esitlenip ¢oOziiliirse u ’niin

durumuna gore ti¢ farkli grup ¢ézliimiinden bahsedilir.
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ok k
rko a =0, a):a—2, c
p -1+ 2yk"u

6yka) _ak
DurumII: o, =+ =+ , O = c=0 (4.48b)
1 + 47k ,u
6ykw
Durum III: o, =% 7 , A =F

Birinci tip: -z >0

Il
]

Durum I: «, = (4.48a)

,a):—,c=0 4480
—1+8yk’u ( )

(4.48a), (4.48b) ve (4.48c) katsayilar1 (4.47) denkleminde yerine yazilirsa (4.39) ile

verilen MBBM denkleminin ¢oziimii

j ak
=
—142yk*u

Q@

U(n)=+ 6yka)(gj 6yka)(Gjllu A ak
2 N\ B \G B \G) "’ 1+4yk>u
' !
U3(7])=i 67ka)(g)$ 6ykw(gj = ak
s \c)\ s\ 4+ 8yk

formunda elde edilir. Burada (%j ifadesi (3.9a)’daki gibidir. Yukarida verilen U, (77)

ve U3(77) ¢oziimleri ayn1 ¢oziim oldugu asagidaki uyarida ispatlanmistir (Yildiz,
2011).

Uyan1 4.3: U (n) ve U,(n) ¢dziimlerinin aym tip ¢dziimler oldugu (Y1ldiz, 2011)’de

Lemma 3.1 ile ispatlanmustir.
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Ikinci tip: — <0

Benzer sekilde (4.48a), (4.48b) ve (4.48c) katsayilari (4.47) denkleminde yerine

yazilirsa (4.39) ile verilen MBBM denkleminin ¢éziimii

6yko ( G' o ak
B \G)  —1+2yku

6vko( G' 6vko( G' ak
=[O [T,k
g \G g G 1+4yk”u

67ka (G 6vkao (G ak
Us(n)=% oLy 4 7/—(_] py 0= —————
B \G B \ G —1+8yk’u

1

seklinde yazilir. Burada (%J ifadesi (3.9b)’deki gibidir. Yukarida verilen U,(77) ve

U

6(77) cozlimleri ayni tip ¢ozliimler oldugu asagidaki uyarida verilmistir (Yildiz,

2011).

Uyarn 4.3: U, (77) ve U, (77) coziimlerinin ayni tip ¢ézlimler oldugu (Yildiz, 2011)’de

Lemma 3.2 ile ispatlanmustir.
Uciincii tip: —x=0

Son olarak burada da (4.48a), (4.48b) ve (4.48c) katsayilar1 (4.47) denkleminde yerine

yazilirsa, (4.39) ile verilen MBBM denkleminin ¢6ziimii

_ _6057 ¢
Url)=+ ﬂk[cﬁczn]

G
olur. Burada (j ifadesi (3.9c)’deki gibidir (Yildiz, 2011).
G
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4.2.4 (%,éj -acillim metodu ile tam ¢oziim

Burada U’ ve U" li terimler arasinda balans yapilirsa MBBM denklemine
U(n)=ap+a,+be (4.49)

seklinde ¢6ziim Onerisi yapilir. (4.49) denkleminin gerekli tiirevleri alinip (4.39)
denkleminde yerine yazilirsa, A 'nin durumuna gore trigonometrik, rasyonel ve

hiperbolik olmak iizere 3 tip ¢6ziim bulunur.
Birinci Tip: 1 <0

(4.49) denklemi (4.39) denkleminde yerine yazilir (3.2) denklemi ile birlikte (3.4)

denklemi kullanirsa 4 < 0 i¢in katsayilar asagidaki sekilde olur:

¢ a13ﬂ,4,8kv2 - 2a13,8kﬂ,2u2v + a13b,8u4 + 3a1blzkﬂﬂ,3v - 3b12a1k,uzﬂ,
+ 127/a1k2,u2va) - 6;/alk,u4a) - 67/a1k2,4v20)

¢ :3a’ a, kBAY — 6a12a0 kBA 1ty + 3a12aokﬁ,u4 + 3b12a0 kBAv — 3blza0 Lk’
+3b, yk A’ powv—3b, ykody® —2b°k B uv’

@ :3a,a,°k ANV —6a,a)’k AT v + 3aa, k Bu’t +3ab kAN —3abk BA
—6aa kA 1y +3aaku —6a, yk* 2V o +12a, y KA 1P vo — 6a, y kK Au'e
+3aqu'o—6a A vt o +3a,akAV +3a M 0

o :6a,a,bk AV —12a,a,bk BA* 1Py + 6a,a,bk But — 6a,bk BAvu

+9yak’ 1w —9a,k* A uw +18yak*A* ve + 6a,b*k A’

#° :a) BEANV? —2a) BRA 1v+ay Bkt +3ay, b Bk +3agh’ BRA 1 +3a, ok AV
+3a, AV 0—6a,a kA’ 1P ver + 3ay i 0 — 267 BkA i+ 3b yk* uver =3by k*A i@
—6¢1P A% +3ay ak 't —6a,a kA 12v +3c At +3cu’

P’ :3ba kAN —6b a,’ kB 1> A +3b a,” kPu' —6a,b kPA v +6b ay kB’ A

+3ab, kAN —6abki’A*v +3abku’ —3ybk* v+ 3ybk’ 1 Aw+ 3b, v A
+3b°k B A +3b it w+ bk ANV — 6b it AP v

olur. Elde edilen bu cebirsel denklemler sifira esitlenip ¢oziillirse:
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_ 272, R, 2p4,2 2 2
- 3vkw ,blzil Rak’v 24aka)2v 3k’ —12ve =0
20 2 afk” + fkw
2(w+ak
joorel) .50)
vk’

olarak bulunur. (4.50) denkleminde elde edilenler (4.49) denkleminde yerine yazilirsa

(4.39) ile verilen MBBM denkleminin ¢oziimii

vk 1 |[-12a%k*v = 24akov - 37k 1 0 —12ve’
U(n)== 7—¢i—J - 0 (4.51)

\ 25 2 afk’ + ko

seklinde olur. 7 =kx+ @t doniisiimii (4.51) ¢6zlimii yerine yazilirsa (2.4) denklemi ile

verilen MBBM denkleminin tam ¢oziimi hiperbolik fonksiyonlar cinsinden elde
edilmis olur.

(4.21) denkleminde ¢ ve ¢ yerlerine yazilirsa:

1
¢, sinh(v—A4n) + ¢, cosh(v-An) + %

U(n)=+4

¢, cosh(v—=A4n) + c,sinh(v—-1n7)
¢, sinh(v—A4n) + ¢, cosh(~-An) + %

+B

ifadesine ulagilir. Bu ¢6ziimde 7 = kx + @t olmak lizere

272 _ 4 2 2 2 Mo+ ak
A:l 12akv+24aka)12/ vk’ +12va B- 3yka)\/j,/1: (a) 205 )
2 afk” + Pko vk™@
seklindedir.
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ikinci Tip: 1>0

Benzer sekilde, (4.49) denklemi (4.39) denkleminde yerine yazilir (3.2) denklemi ile
birlikte (3.7) denklemi kullanirsa A > 0 i¢in katsayilar asagidaki sekilde olur:

3.

¢ a’A Bkv’ +2a’ BkA’ 1y + a’bBu’ —3ab’ kPl —3b a ki’ A

~12yak’@’ve — 6yaku'®—6yakive

¢ 3dakPAV +6a’a kP’ i’y +3a’akfut —3b akBAv —3b a Sk

—3b, ykA’ uwv—3b, ykodu' - 2b ' kBuv’
020 32k PAY + 6albk PACuPy + 3albk But — bk A — bk BAu’
-12ybwk’A’vi* — 6ybok’u* - 6ybwk’ v’

@ :3a,a’ kAN + 6a,a,°k BA° 1y + 3aya, k Bu’ —3ab kAN —3abkPAC i’
+6a,ak A’ 1v +3aakpu’ — 6a,yk’ AV 0 —12a,yk’ A’ 1ve — 6ayk’ At o
+3a,u' 0+ 6a, v+ 3a,ak AV +3a AV 0

P :6aabk AV +12a,a.bk BA% 1Py + 6a,a.bk Bu’ + 6a,b’k Pl vu + 6ab’k BAu’
+9yak’ o +9a,k’ A pw +18yak’ A’ 1've

80 : al BRANV? +2a BRAZ v + a Bl it — 3abl BkA'Y — 3a,b BkA i
+3a, AV 0+ 6a,4° 1ve + 3agut @ — 2b° kA 1 = 3byk’ uve +3cAtv?
+6a,ak A’ v+ 6cu’ v + 3cut + 3agaku’t +3a,ak AtV =3by kP A o

300 :3b, a’k AV + 6b a,k Bt A + 3b, atk B’ + 6a, b kP uv — b2k A

+3ab kAN +6abku’ v +3abkut —3ybk* AV @+ 6bu’ A ve
+3b°kBu’ A’ +3b o+ 6bla, kP’ A+ 3ybk’ ut Aw + 3bov At

olarak bulunur. Elde edilen bu cebirsel denklemler sifira esitlenip ¢oziiliirse:

2712 274,22 2
a4 =+ 3vkw , b1=il 12a°k*v + 24akov —3y°k" " o™ +12vw 4y =0
2/ 2 afk’ + Bko

2(w+ak)
vk’

A= ,c=0 (4.52)

olur. (4.52) denklemi (4.49) denkleminde yerine yazilirsa (4.39) MBBM denkleminin

¢Ozimi
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3vkw 12a°%k*v + 24akwv =37k 1 0* +12ve*
U(n)==+ |24+ \/ 2/ ¢ (4.53)

" 2p ok + Pk

olur. 7=kx+ ot donlisimi (4.53) ¢oziimiinde yerine yazilirsa (2.4) denklemi ile

verilen denklemin tam ¢dziimii trigonometrik fonksiyonlar cinsinden elde edilmis olur.

(4.47) ¢ozlimiinde ¢ ve ¢ yerlerine yazilirsa:

1 [cl cos(\/Zn) - czsin(ﬁn)]
U(n)=+4 +B
¢ sin(x/Zn) +c, cos(x/Zn) + % ¢ sin(x/Zn) +c, COS(\/ZT]) + %

¢Ozlimiine ulagilir. Burada 7 = kx + wt olmak lizere

1\/12a2kzv+24aka)v—37k4,u2a)z+12va)2’B_ 3]/ka)\/z /1=2(a)+ak)

A== = ,
2 apfk’ + Bk 23 0]

olarak tanimlanir.
Uciincii Tip: 1=0

Son olarak, (4.43) denklemi (4.35) denkleminde yerine yazilir (3.2) denklemi ile
birlikte (3.9) denklemi kullanirsa A <0 igin katsayilar agagidaki sekilde olur:

¢ 4a’c, kP’ —4a’c e kPu+a’c'kp—6ab’ckPu+3b ac’kp
+24a.c,c’ vk uw—6ac'yk’o - 24a.c,’ vk ' o
¢ 12ala,c,’kBu’ —12a’ac’c.kBu+3a’a,c'kB —6b ac,kfu—2b’kBu
—6b,c,yk’ 1w+ 3bc vk’ uow+3b a,c’k B
Po: IZaIZCZZbIkﬁ,uz - 12611217102012](,3/12 +3blarl ¢ kB — 2b, 2k,B,u + clzb1 kB
+24bc,c’ kK yuw — 6¢, bok’y - 24b e’ kK i’ o

¢:12a,°c,a, Bk’ —12aa,°c,c Bk +3aa,’c, Bk +12a.c,°akp® +12a,c,’ 1w

—12a,c,c uw +3c’aak + ¢ w—12a.c,c.’ak
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o : 24a,a,b,c,’k fu’ — 24a,a,b,c,c’k fu+ 6aanbc kB — 6¢,abk fu
+36¢,2ayk’* 1w —36¢ a,c,yk* o +9a,c ykuw +12a,b*c,k fu’

@ 1 day’c, kPt —dayc,e’kBu+ay etk B+12a.c, ok’ +12a,c, 1o —12a,c,¢,” 1w

+3a,c w+12¢, cu —12¢ c,ep+ 3¢, e + 3¢ a,ak —12a,c,¢ ko

0 :12b,a,’ck fu’ —12bay’c,c’k Pu +3ba, e kB +12a.b.c,k fu’ + 4b k fu’
+12b, ¢, aku® +12b,c,*agp’w —12b,c*c,ak i —12¢%c,b uw + 3bc, ak
+3bc o —6¢’byk’ o —6blaycak B +12¢,byk* 1w

olarak bulunur. Elde edilen bu cebirsel denklemler sifira esitlenip ¢oziillirse:

,a,=c=A=0,0=-ak (4.54)

Ly PR, _+l\/—6czya),uk+3clzya)k
1 — oY T —
28 2 20

olur. (4.54) denklemi (4.49) denkleminde yerine yazilirsa (4.39) ile verilen MBBM

denkleminin ¢oziimii

1 _ 2
U(?])=i 372/;a)¢i5\/ 6c27/a)u§ﬁ+3c1 7a)k(p 455

olarak bulunur. 7 =kx+ @t donisimii (4.55) ¢oziimiinde yerine yazilirsa (2.4)
denklemi ile tanimlanan MBBM denkleminin tam ¢6ziimi rasyonel fonksiyonlar
cinsinden elde edilmis olur.

Benzer bicimde (4.55) denklemi ile verilen ¢oziimde ¢ ve ¢ ifadeleri yerlerine

yazilirsa:

Un) _4{ /37ka)J un+c, +{l\/—6c27/a),uk+3c127/a)k] 1
25 %772+c177+c2 2 2p §772+0177+c2

¢Ozlimii elde edilir.
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4.2.5 (éj -acillim metodu ile tam ¢oziim
MBBM denkleminde metot geregi ¢oziim formu
1
U(n)=a,+aq, (g] (4.56)

seklindedir. (4.56) denklemi MBBM denkleminde yerine yazilirsa asagida verilen

denklem takimina ulasilir.

'

0
(Gij ca,’ + Bk +3a,ak +3a,0 + 3¢

1

é :3a1(a02ﬂk+ak—7k2/12a)+w)
1 2

o :3a,k (aya,f —3ykAuw)

l 3

o :alk(alzﬂ -~ 67/k,u2a))

Yukaridaki denklem sistemi sifira esitlenip ¢oziliirse;

[67/ka) /6yka)ﬁ 2= /2(a)+ak) 4.57)

ifadeleri elde edilir. (4.57) ile verilen ¢dzlimler (4.56) denkleminde yerine yazilirsa ¢,

integral sabiti olmak tizere (4.39) denkleminin ¢oziimii

U(n)=+ 3; Z“’ (iji ——3("’;:") (4.58)
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olarak bulunur. Son olarak, 77 = kx+ ot donilisiimii (4.58) ¢ozlimiinde kullanilirsa (2.4)

denklemi ile verilen MBBM denkleminin ¢6ziimii yalnizca hiperbolik fonksiyonlar

tiiriinden ifade edilmis olur.

(4.58) denkleminde (éj ifadesi yerine yazilirsa:

_, [3rke A s | erak)
U(n)__\/;’u[—y+/lcl(cosh(/ln)—sinh(/m))]_ Pk

¢Oziimiine ulasilir.

4.3 Boiti-Leon-Manna-Pempinelli Denkleminin Tam Co6ziimleri

(2+1)-boyutta BLMP denklemi Korteweg-de Vries (KdV) denkleminin farkli bir formu
olup (Gilson vd., 1993), x = y durumunda KdV denklemine indirgenir (Boiti a, 1986,
Boiti b, 1987). BLMP denkleminin tam ¢dziimleri bir ¢ok bilim insan1 tarafindan farkli
teknikler kullanilarak calisilmistir (Arbabi ve Najafi, 2016; Zamiri, 2015). Bu tez
kapsaminda (2.6) ile verilen BLMP denklemi bes farkli teknik kullanilarak analitik tam

coziimleri elde edilecek ve literatiir karsilagtirmasi yapilacaktir.

(2.6)’daki kismi tiirevli diferansiyel denkleme n=kx+k,y+Vt doniisiimii
uygulanirsa
V,U'+ kU™ —6k’U'U"=0 (4.59)

adi diferansiyel denklemi elde edilir. (4.59) denklemi bir kez integre edilirse ckeyfi

integral sabiti olmak tizere
VU kU320 +c=0

formunda yazilir. U'=W doniisiimii altinda BLMP denklemi yeniden,
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KW'V W -3k W +c=0

seklinde adi tiirevli diferansiyel denklem olarak yazilir.
4.3.1 Direkt integrasyon ile tam ¢6ziim

(4.60) denkleminin her iki tarafi ' ile ¢arpilirsa
VWW'+ KWW =3k W W cW'=0
olur. (4.61) denklemi integre edilirse d integral sabiti olmak iizere

. O 4 2¢  2d
w* =k—W3 —k—§W2 —FW—F
1 1 1 1

olarak yazilir. Boylece

V
e B2
kl kl kl kl

yazilabilir. (4.63) denklemi

seklinde yazilir. e integrasyon sabiti olmak t{izere ¢6ziim

aw

=
T
k k, Kk

1

=n+e

olarak yazilir. Ozel olarak c¢=d =e=0 segilirse denklem

48

(4.60)

(4.61)

(4.62)
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_[ aw g
2 V
7W3 _k7p3W2
1 1
formunu alir ve
k (4.64)
wh] W\/2k WV,

olarak yazilabilir.
Durum I:
2kW -V, = X* doniistimii altinda (4.64) denkleminin ¢oziimii

1 |V
V |1+ tan*| — /—”

2k}

w(n)=

olur. Bu durumda BLMP denkleminin ¢6zimi 77 = k,x + k,y +V,t olmak tizere

U(77)= Z tanlzl\/li/i3 } (4.65)

seklinde yazilir. n=/kx+k,y+V,t donisimi (4.65) ¢dziimiinde yerine yazilirsa

(2.6) denklemi ile verilen BLMP denkleminin tam ¢6ziimii

V V
U(x,y,t)= ?p tan {% /k—Z(klx +k,y+ th)]
1 1

seklinde yazilir. Elde edilen bu ¢6ziim (Arbabi ve Najafi, 2016)’daki (33) numarali

cozlimle aynidir.

49



Durum II:
W =sinx doniistimii altinda (4.64) denkleminin ¢6zimi

1 /V
V 20 2 | p
p(cosec l:z k1377D

2k’

()=

olur. Sonug olarak BLMP denkleminin ¢oziimii

U(n)=— Qcot 1 Q?] (4.66)
k, 2\ Kk}

seklinde yazilir. n=/kx+k,y+V,t donisimi (4.66) ¢dziimiinde yerine yazilirsa

(2.6) denklemi ile verilen BLMP denkleminin tam ¢oziimii

14 14
U(x,p,t)= —\/;co{%\/k—?(klx+ kyy + th)]
1 1

seklinde elde edilmis olur. Elde edilen bu ¢6ziim (Arbabi ve Najafi, 2016)’daki (34)

numarali ¢ézlim ile aynidir.

'

4.3.2 (% j -acillim metodu ile tam ¢oziim

1

BLMP denkleminin tam ¢oziimii (%]—aglhm metodu kullanilarak elde edilmis

(Zamiri, 2015), ancak bu ¢oziimde integrasyon sabiti ¢ =0 alinarak islem yapilmistir.
Bizim ¢o6ziimlerimiz ise farkli olarak diger metotlar da dahil olmak lizere ¢ keyfi
integrasyon sabiti i¢cermektedir. Dolayisiyla denklem burada keyfi integrasyon sabiti

icerecek sekilde yeniden coziilecektir.
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(% J -acilim metodu ile ¢oziim i¢in (4.60)denkleminde balans yapilirsa metot geregi

w(n)=qa, (%jz +a, (%)HZO (4.67)

seklinde ¢6ziim Onerisi yapilir. (4.67) denklemi (4.60) denkleminde yerine yazilirsa

/9
—
N
K
T
K
+
N
e

c=3a,0, + 5o,k A+ ayk,

Q@
T

S}

@

=60,k + 4o,k A7 + 8ayk ] u + oV, = 3a k) + 3a,k A

2 9

;/__;/

60,k Au —6a,a0k” + a kA 200k i+ alV,

Q Q

2ask]l v a kA =3ak]’ va)V, +c

Q2
—

denklem takimina ulagilir. Elde edilen bu denklem takimu sifira esitlenip ¢oziiliirse

12k + 7] 4.68)

k'

kPA? + 8k u+V
Kl 12# LA —4u=+
6k

1

a,=2k,a =2kA, a, =

katsayilart bulunur.(4.68) katsayilar1 (4.67) denklemindeki ¢éziim Onerisinde yerine

yazilirsa (4.60) denklemi ile verilen BLMP denkleminin ¢dziimii 7 =kx+k,y+V ¢t

olmak iizere,

G'Y G\ kKA +8k‘u+V
W(yﬁ:Zk(E] +2k1/1(gj+ ' 6k'2” 2 (4.69)
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seklinde olur. (4.69) ¢6zlimii (3.3) denklemine bagli olarak hiperbolik, trigonometrik,

rasyonel formda asagidaki sekillerde yazilabilir:

Birinci tip: 12 —4u>0

Bu durum igin ¢dziim hiperbolik fonksiyonlar cinsinden olup, 4 =k~A>—4u,

1
B= o (Vp +, /12ckl2 + sz ) olmak iizere asagidaki sekilde ifade edilebilir:

1

A(—cl2 +c,’ )sinh[Mth

2
U(n)= + Bn (4.70)
, 2 _ , 2 4
2 cosh(ﬂzé"unJ +cc, sinh(;tzél’unJ
Ozel olarak, ¢, =0 ve ¢, # 0 alimirsa (4.70) denklemi
AT —4du
U(?])z—Atanh[Tn}+Bn 4.71)

olarak yazilir. Burada,

J12ck?+V 2
A=k~\A*—4u, B= ! [Vpi1/120k12+Vp2J,/12—4/4214

2

6k, k)

n=kx+ky+V,

. . v
seklindedir. ¢ =0 alinirsa (4.71) ¢oziimii 7 =kx+k,y+V,¢t ve £-%>0 olmak tizere,
1

14 1 V
U, (n)=7%F,|--Ltanh| = [--Z7 (4.72a)
(=% 7 2\ &
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Uy,(n)=7F Qtanh{l —”77} d n (4.72b)

formunda olur. Son olarak 7 =kx+k,y+V, donisimi (4.72a) ve (4.72b)

¢coziimlerinde yerine yazilirsa (2.6) denklemi ile verilen BLMP denkleminin tam

¢Oziimii hiperbolik fonksiyonlar cinsinden elde edilmis olur ve asagidaki sekilde yazilir.

U,(x,y,t)=F, |- tanh {% /—%(klx+ k,y+ th)]
1

=

_V 1 1V Vv
U, (x,y,t)=+\/k:ftanh{7 /k—l‘g(klx+k2y+th) +ﬁ(k1x+k2y+l/pt)

(4.72a) ¢oziimii (Arbabi ve Najafi, 2016)’daki (21) numarali ¢ézlimle ayn1 ¢dziim olup
(4.72b) ¢oziimii yeni bir ¢ozlimdiir. (4.72a) ve (4.72b) ¢oziimleri hiperbolik ¢dziimler
olup, ¢oziimlerinin davranisi Sekil 4.1 ve Sekil 4.2 de verilmistir. Sekil 4.1. ile verilen

grafik cizilirken (4.72a) denkleminde V, =—1, k, =1 olarak alinmug olup Sekil 4.2. ile

verilen grafik ¢izilirken ise (4.72b) denkleminde V', =1, k, = 1olarak alinmustir.

1
—U'
gal 26 [
EMQ)

06| ;

B o] e s ........ e ....... ........ ........ e .........

B SR ........ ........ ....... Sl ........ ........ .........
=l (D O S SR, ST . FINUE . I S
= ; : : : 2 : . ; :

L L (o T Ut N SR S

S RE e R s e = o b e bt SR

OBf T g Dol oo Lo fnong il T s .

osko.. — - =W Z— Do T J— —— = S——

= I L i
-10 -8 G g 10

Sekil. 4.1. BLMP denkleminin (%) - a¢1lim metodunda birinci tip 1. ¢6ziimii
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1A

oy

=
T

-5 i
-10 -3 -B -4 -2 0 2 4 B =] 10

Sekil. 4.2. BLMP denkleminin (%) - a¢1lim metodunda birinci tip 2. Coziimii

ikinci tip: 2 —4u<0

Bu durum igin de ¢dziim trigonometrik fonksiyonlar cinsinden olup A= k~4u— 1>,

! 2 12 . e R
B= 6k, (Vp t12¢k”+7V, ) olmak tizere asagidaki sekilde ifade edilebilir:
, 72
A (012 + C22 )Sil’l (WU
2
Ulm)= +Bn 4.73)

2 .
¢, cos + ¢, c,sin

e Yy

Ozel olarak ¢, =0 ve ¢, #0 alinirsa (4.73) denklemi

172
U(n)= Atan {#77} + Bn (4.74)



olarak yazilir. Burada,

1 12¢k’ +V
A=klm, B=6k2[Vpi 12ck12+Vp2}, 4ﬂ_42=¢;,

1 1

77=k1x+k2y+th

V
seklindedir. ¢ =0 alinirsa (4.74) ¢6ziimii 17” >0 olmak tizere,

1

V 1 |V
U (n)=7,|->tan| =, |-%n (4.75a)
: \/ k, 2\ &’
V 1 Vv Vv
- s s
1 1 1

formunda olur. n=kx+k,y+ V,t donistimii (4.75a) ve (4.75b) ¢oziimlerinde yerine

yazilirsa (2.6) denklemi ile verilen BLMP denkleminin tam ¢6ziimii trigonometrik

fonksiyonlar cinsinden elde edilir ve

V 1 |V
U (x,y,t)=F, -2 tan| — /—” kx+k,y+V t
1( ) k] {2 k13( 1 2 P)
V 1 V V
U,(x,y.t)=7F ’—k—ptan[E f—k—’;(klx+k2y+th)}+%—pz(k1x+k2y+th)
1 1 1

seklinde yazilir. (4.75a) ¢oziimii (Arbabi ve Najafi, 2016)’daki (33) numarali ¢6ziimle

ayni ¢oziim olup (4.75b) ¢oziimii yeni ¢oziimdyiir.
Uciincii tip: 2> —4u=0

Son olarak burada ¢dziim rasyonel fonksiyonlar cinsinden olup V', = £2k,~/=3c ve ¢,

¢, keyfi integrasyon sabitleri olmak tizere

55



e R e

seklinde yazilabilir. (4.76) ¢oziimiinde 6zel olarak ¢, =0 ve ¢, # 0 alinirsa

- (lj (4.77)
n

¢Ozlimiine ulagilir. ¢ =0 alinirsa (4.77) ¢oziimi

(77)—

U (n)=-2k [%J (4.78)

formunda olur. 7 =kx+k,y+V t donisimi (4.78) ¢oziimiinde yerine yazilirsa (2.6)

denklemi ile verilen BLMP denkleminin tam ¢6ziimii rasyonel fonksiyonlar cinsinden

elde edilmis olur ve

3 1
v (x,y,t) =2k (klx +h,y+ thJ
seklinde yazilir ve (4.77) ¢6ziimii yeni bir ¢oziimdiir.

4.3.3 (% j -acillim metodunun farkh formu ile tam ¢6ziim

(4.60) ile verilen BLMP denkleminde metot geregi ¢6ziim formu

w(n)=a, (%jz +a, (%j +a, (%jl +a, (%jz (4.79)

seklindedir. (4.79) denklemi (4.60) denkleminde yerine yazilirsa agsagida verilen

denklem takimina ulagsilir.
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c=3a,’k” + 6aLk’
L —6a,a.k’ + 20,k
ca,V, +8a,k’ u = 3a k)’

i —6a,a k’+ aV,+ 2a.k’

c—6a,a Lk’ +2a,k’ 1’ - 6aa kP +2a_k’ +c

-1
c—6aa kP +a V, +2a k'

2
c=3a Pk +a )V, +8a Lk

-3
c—6a_a_k’+2a_k’u

Qe a2 el o2 a2 22 o2 o

AR

-4
j =3a 0k + 60k i’

Elde edilen bu denklem takimi ¢oziiliirse x ’niin durumuna gore iki farkli durum

asagida verilmistir.

LD =2k =0 =0 ———p2 yu=——"= = p2 (4.80a)
. Durum: « , A , , O , , .80a
II. D =2k =0 =0 =0, u=——L,c=- pz (4.80b)
. Durum: o , , O ,a , , .
? : : ? 8k’ 16k’

Birinci tip: -z >0

(4.80a) ve (4.80b) katsayilar1 (4.79) denkleminde yerine yazilirsa (4.60) ile verilen

BLMP denkleminin ¢éziimii
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2 -2 2
' ' V V
Wl(n)=2k1(9] - (Qj R P (481a)

G) 32\ G 8k, 4k’
2 2
G' 14 4
R R @51b)
1 1

olarak yazilabilir. U'=W oldugundan (4.81a) ve (4.81b) c¢oziimleri integre edilirse

(4.59) ile verilen diferansiyel denkleminin ¢oziimii

Asinh 4 +B h_ d! |
sin Ccos
23" 2%
U,(n)= 7 ral (4.82a)
Ccosh ’—p |+ Dsinh P
{ 2k } 2k’
c +c smh
v ( l: 8k377:| v
Uz(n): — .

+ 4.82b
2k, Vv Tl (.520)
¢’ cosh 8k1 n |+c,c,sinh » —n

olarak elde edilir ve burada

v V V
A= /?pklz [\/5014 —2\2¢2¢,r +42¢," + ¢ e, /k—’;n +cc,’ /k—’;nj ,B=2¢¢,’V 11,
1 1 1

C=4c’c,’k’, D=2c c,k’ (CIZ + 022)

_N

seklindedir. (4.82a) ¢oziimiinde ¢, =c, # 0 alinirsa U, (77) ile verilen (4.82a) ¢coziimii

Vv

» 4.83
2% n (4.83)

U1(77) =

olur ve (4.82b) ¢oziimiinde ¢, # 0, ¢, =0 almursa U, (7)ile verilen (4.82b) ¢oziimii
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V 1|V V
U.(n)=— |—2 tanh| — / Lp|+—2 4.84
:(7) 2k, L 2k1377] 4/\71277 (4.84)

sekline gelir. Son olarak n=kx+k,y+V,t  donisimi (4.82a) ve (4.82b)

coziimlerinde yerine yazilirsa (2.6) denklemi ile verilen BLMP denkleminin tam
¢Oziimii hiperbolik fonksiyonlar cinsinden elde edilmis olur. Burada (4.83) ve (4.84) ile

verilen ¢oziimler yeni ¢oziimlerdir. (4.84) ile verilen yeni ¢oziim ise bir Onceki

bolimde elde edilen (4.72b) ile verilen U, (1) ¢Ozliimiidir. (4.84) denkleminin

V,=1, k =1 i¢in grafigi ¢izilmis olup Sekil 4.3. ile asagida verilmistir.

5 : ;
-10 -8 -B -4 -2 0 2 4 5 d 10

Sekil. 4.3. BLMP denkleminin (%) - acilim metodunun farkli formuyla birinci tip

¢Ozimi

ikinci tip: — <0

U'=W oldugundan (4.81a) ve (4.81b) ¢oziimii birer kez integre edilirse (4.59) ile

verilen diferansiyel denkleminin ¢6zimii
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1
( * f )

c +c2 sm{/ 77}
Yy Yy

U N + 4.85b
4 (77) 2k1 4k12 n ( )
¢ cos| [-—2n |+cc,sin
| 8k1 o[ 8k3 8
olarak elde edilir ve burada
v 2 4
A= |—=2k*| N2¢* +242¢ e, +42¢, + ¢, 77 e’ |--4n
k, k
B= —2012022V n, C=-4c’c,’k’, D=2¢c c,k, (c1 — () )
seklindedir. (4.85a) ile verilen denklemde ¢, = ¢, # 0 olarak alinirsa ¢6ziim
2V V V
U,(n)=-,|-—Ftan| , |-——5n [+ == 4.86
3(77) kl |: 2k13 77:] 2k12 77 ( )

sekline gelir. (4.85b) ¢6ziimiinde ¢, #0, ¢, =0 almirsa U,(n) ile verilen (4.85b)

¢ozimu

[V W 4
U =— |-——Ltan| — [——Zn |+—2L 4.87
() 2k, [2 2kﬁ’7] 4kﬁ" (4.87)

sekline gelir. Son olarak 7=k x+k, y+V, ¢ doniisimii (4.85a) ve (4.85b) ¢oziimiinde

yerine yazilirsa (2.6) denklemi ile verilen BLMP denkleminin tam ¢6ziimii
trigonometrik fonksiyonlar cinsinden elde edilmis olur. Burada (4.86) ve (4.87) ile

verilen ¢oziimler yeni ¢oziimlerdir.
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Uciincii tip: -1 =0

a ve b integrasyon sabitleri olmak tizere 6zel olarak ¢ =0 segilirse ¢oziim

w.(n)= (4.88)

seklindedir. (4.88) denklemi integre edilirse (4.60) denkleminin ¢6zimii

2k c,

¢ +on

L@(U):

(4.89)

olarak bulunur. ¢, # 0,¢, = 0 olarak segilirse (4.89) denklemi

U, () =2k (lj

seklinde olur. Son olarak 7 =kx+k,y+V ¢ donisimi uygulanirsa (2.6) denklemi

ile verilen BLMP denkleminin tam ¢6ziimii rasyonel fonksiyonlar cinsinden elde

edilmis olur ve

2k,

1

kx+ky+Vi

formunda yazilir.

'

4.3.4 (%,é) -acilim metodu ile tam ¢6ziim

(4.60) denkleminde balans yapilirsa BLMP denklemine

W(n)=a, +a@+ad’ +be+bo (4.90)
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seklinde ¢oziim Onerisi yapilir. (4.90) denklemi, (4.60) denkleminde tiirevleri alinip
yerine yazilir. Burada A’nin durumuna goére trigonometrik, rasyonel ve hiperbolik

olmak iizere 3 tip ¢6ziim bulunur.
Birinci Tip: 41 <0

(4.90) denklemi (4.60) denkleminde yerine yazilir (3.2) denklemi ile birlikte (3.4)

denklemi kullanirsa A < 0 i¢in katsayilar agagidaki sekilde olur:

¢ 3k (—a, A —a, u’ + 2a,k A% + 2a.k i’ + b0 A)
¢3 2k (=3a,a,A°v = 3a,a,u’ + a,k,A’v + aku’ +3b,b, A +3b,kAv)
0 :6b,k,’ (—a2 + k1)
¢2 = 6a,a.k’ A’V —6a,a.k’ 1’ + anp/”tzV + anpuz +8a,k’ v
+6ak’Au’ =3a’k’Av —3a k1’ +3b,°kA7 + 367k A + bk Au

¢2¢) 22k’ (=3a,°b A%y —3a,bu’ — Sa,k A’ uv —Sak 1’ —3a,b,A*v —3b,° Au
+bk APV + bk i’ —3ab,u’)

¢ :—6a,a,k’A’v — 6a,a.k,’ 1* + aleﬂzv + ale,u2 +2a,k’A’v + 6b,b kA’
+6b,k A+ 2a.k’ A’

po:—6abk’>Av —6abk’ 1’ — 3a1k113/12,uv —3ak’ 1’ — 6ab,k’ 1’ — 6ab,k’A’v
—12b,bk A+ b,V A% + bV, pi* + 5b,k A’y = Th,k 11”4

#" 2a,k’> 2 —3a,’ kA = 3a, k] 1’ + aOVpﬂzv + aOVp,u2 + bk’ A+ cu’
+cAlv +3b°k A7

#'p:—da,k’ 2’ uv — 6a,b kA’ — 6a.bk’ 1’ — 6b°kAu + blexizv + ble,u2
+ bk’ v — bk’ Ay’

olur. Elde edilen bu cebirsel denklemler sifira esitlenip ¢oziillirse:

v = SkPATA-12c+ k22
a2=k1’b2:$@kpa1=0,b1=—kl,u,a0= A+ ct+k

6k,

V, =F-12c+ k' A2k, (4.91)

62



olarak bulunur. (4.91) denkleminde elde edilenler (4.90) denkleminde yerine yazilirsa

(4.60) ile verilen BLMP denkleminin ¢6ziimii

5k*AFA—-12¢ + k* A% A — 1P
W (n)=— R = (4.92)

6k,

seklinde olur. U'=W oldugundan (4.92) denklemi integre edilirse (4.59) denkleminin

¢Ozimi

~ Asinh(x/jn) +B
B uc, + Ac’ cosh(«/jn) + Acc, sinh(ﬁn)

U(n) +Cn (4.93)

olarak elde edilir. (4.93) denkleminde

A= klﬂx/j(czz —clz) B = iklx/j[cz\/,uz +A° (012 —022) + ,ucl} ve
ERE NS )

6k,

C=

1

. . . o —kA
seklindedir. (4.93) denkleminde ¢ =0 olarak segilirse C=0 veya C = T‘ olur.

C =0 i¢in U(n) ¢Oziimii

. Asinh(\/qﬂ) +B
()= Lic, + Ac, cosh(mﬂ) + Acc, sinh(\/jﬂ)

o A .
elde edilir. C = Tl durumunda ise U () ¢oziimii

Asinh(\/jn)JrB kA

utn)= uc, + Acy’ cosh(x/qn) + Acc, sinh(«/jn) 3
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olarak bulunur. Burada

A= klﬂ,\/j(czz —clz) ve B= iklx/j[cz\/,uz +A° (012 —022) + ,ucl}

seklinde olur. ¢, =¢,i¢in U(n) ¢oziimil

7
2uc, —?p
U (n)= ‘ (4.94)
Lc ¢02Q cosh —Qn +sinh —Qn
1 1 k13 k13 k13
V
1

.
+—Lp (4.95)

formunda yazilir. Burada 77 =kx+k,y+V ¢ olup tam ¢oziim hiperbolik fonksiyonlar

cinsiden elde edilmis olup, (4.94) ile verilen ¢oziim grafiginden de goriildiigii iizere
(4.72a) ¢Oziimi ile ayni ¢ozim olup, (4.95) ile verilen ¢oziim ise yenidir. (4.94)

denkleminin V,=-1,k =1,u=-1, ¢, =F1 icin grafigi ¢izilmis olup Sekil 4.4. ile;
(4.95) denkleminin V, =—1, k, =—1,u=—1,¢, =F5 i¢in grafigi ¢izilmis olup Sekil 4.5.

ile asagida verilmistir.
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Sekil. 4.4. BLMP denkleminin (%,éj - a¢ilim metoduyla 1.¢6ziimii

]
-10 -8 -B -4 -2 0 2 4 B 8 10

Gl

m
Sekil. 4.5. BLMP denkleminin s j- acilim metoduyla 2. ¢6ziimii

Q-
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ikinci Tip: 1>0

Benzer sekilde, (4.90) denklemi (4.60) denkleminde yerine yazilir (3.2) denklemi ile
birlikte (3.7) denklemi kullanirsa A > 0 i¢in katsayilar asagidaki sekilde olur:

¢4 3k, (—azzlzv +a, u’ +2a,k A% = 2ak u’ - bzz/l)
¢ 2k (-3a,a A +3aya 1’ + ak A - ajut =3bb A~ 3bkAv)
¢’ 6b,k,’ (—a2 + kl)
¢2 = 6a,a,k AV + 6a,a.k’ 1 + anpﬂ,zv - anpuz +8a,k’ v
—6a,k’ A’ —3a’k’Av+3a’k’u’ —3b7k A7 —3b kA — bk’ Au
¢2¢) 2k’ (3a,’b AV +3a,b’ —Sak A’ v +Sa .k’ —3ab,A’v +3ab,u’ +3b,° Au
+bk AV —bk )
¢ :—6a,a.k’A’v + 6a,a.k’ 1’ + ale/izv = ale,u2 +2a,k’Av —2ak’Au’
— 6b,bk* A% — 6bk’ A% 1
$p :—6abk’A’v +6abk’ i’ —3ak’ A’ uv +3ak’ 1’ —6a.bk A — bV 1’
+ bV, A% + 5b,k A% + Thyk’ 11> A +12b,b k> g + 6agb, k. 11
#° 2a,k’Av —3a, kA +3a k] u’ + aOVpizv - aOVp,u2 —bk’Au—cu’
+cAv =3b°k*A°
G0 = da,k A uv — 6abk* AV + 6b7k A+ bV APV — bV, 1 + bk Ay
+bk’>Au’ + 6abk’ 1’

olarak bulunur. Elde edilen bu cebirsel denklemler sifira esitlenip ¢oziiliirse:

//121/— 2 5k2/1$«/—12c+k4/12
a,=k , b=%F Tlukl’alzo s h=—kuy , ay= 1 1

6k,

vV, =F-12¢+k*2k, (4.96)

olur. (4.96) denklemi (4.90) denkleminde yerine yazilirsa (4.60) BLMP denkleminin

¢Ozimiu
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SkPAFA-12¢+k* A2 22V — 1P
W (n) == kg’ ko T“klw (4.97)
1

olur. U'=W oldugundan (4.97) denklemi integre edilirse (4.59) denkleminin ¢ézimii

. B Asin(\/zﬂ)*rB
(7) = o 1+ 3¢ cos(N ) + Zcieysin (N n)

+Cp (4.98)

formunda yazilir ve burada

A=k A} +¢?), B:iklﬁ[cz\/_ﬂz + 22 (24 e)) +,ucl} ve

(—kfz T —12¢ + k22 )

6k

1

C:

seklindedir. Burada ¢ =0, ¢, =0, ¢, #0ve u=Ac, olarak se¢ilirse

n=kx+ky+V,t olmak iizere U (n) ¢oziimii

V V
—Lgin| , |[-£&
K, ( kﬁnj
U, ()=~ 7 (4.99)
1+cos| |47
V V
\/—psin \/—”77
kl kl V

U — p
1+ cos P

(4.100)

formunda olur. (4.99) ve (4.100) denklemleri ile verilen ¢oziimler literatiir igin yeni

¢oziimlerdir.
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Uciincii Tip: 1=0

Son olarak, (4.90) denklemi (4.60) denkleminde yerine yazilir (3.2) denklemi ile
birlikte (3.9) denklemi kullanirsa A < 0 i¢in katsayilar asagidaki sekilde olur:

¢4 3k} (—2a2202,u +a,’c’ +4a,ck i —2a,c’k + bzz)
¢3 2k (—6a2a1c2,u +3a,a.c” +2ack u—akc’ +3bb + 3b2kl,u)
¢ :6bk’ (—a, + k)

¢2 —12a,a,c,k’ 1 + 6a,a.k’*c’ + 2a,¢,)V 1 — anpcl2 =2a,k’ 1 —6a’c,k’u
+3a’k’c’ +3b°k’ +bk’u

¢2(0 22k’ (=6a,bc,u + 3a,bc;’ —10a,c,kp1’ + Sa,k uc’ +3a,b,e,” —3b,
+ 2byc,kp — bikie,® — 6abyc, 1)

$:a, (—6(10 k> + Vp)
¢’ :6bk’ (—a, +k)

o :—12a, b c,k’u+6abc’k’ — 6ack’u’ +3a,c’k’u—12a.b,c,k’ 1+ 6a.b,c.’k’
—12b,byk,  +2b,c,V g1 — bV ¢ —12bk 1’

0. 27 2
¢ :=3a, "k +a)V,+c

°p dak’u’ —12a.b,c,k’u + 6a,bk’c’ —6b k1 + 2bie,V,u— blclep
—2bk’ u’

olarak bulunur. Elde edilen bu cebirsel denklemler sifira esitlenip ¢oziillirse:

V-3
a, =k, ,b, =F\|2c,u+ ¢’k ,a,=0,b =—ku,a,=F 3kc N =F 2k~ -3¢ (4.101)

1

olur. (4.101) katsayilar1 (4.90) denkleminde yerine yazilirsa (4.60) ile verilen BLMP

denkleminin ¢oziimii

V-3¢
W(n)=5=——+ b — ke pp F\-2c,1+ ¢ kdop (4.102)

1
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olarak bulunur. (4.102) denkleminin integrali alinirsa (4.59) ile verilen BLMP

denkleminin ¢oziimii

el Zkl(ﬂ77+01$‘\1012_2ﬂcz)
U(n)=+\F—77‘

. (4.103)
3 k un’ +2(en+c,)

olarak elde edilir. Burada ¢ =, = ¢, =0 olarak segilirse U (7)¢oziimii

U(n)= -2k (lj

n

seklini alir. (4.103) ile verilen ¢6ziim yeni bir ¢dziim olup, 77=k1x+k2y+th

doniistimii yapilirsa (2.6) denklemi ile verilen BLMP denkleminin tam ¢oziimii

asagidaki sekilde rasyonel fonksiyonlar cinsinden elde edilmis olur.

2k, [y(k1x+k2y+ sz‘)+c1 +y¢’ —2;102}

1
U(x,y,t)= ,/—%;(klx+k2y+ th)—
1

,u(klx +k,y+ th)z + 2[01 (klx +k,y+ th) + cz}
4.3.5 (éj -acillim metodu ile tam ¢oziim
(4.60) denkleminde metot geregi ¢oziim formu

1 1Y
W(n)=a,+aq, (Ej +a, (Ej (4.104)

seklindedir. (4.104) denklemi BLMP denkleminde yerine yazilirsa asagida verilen

denklem takimina ulasilir:

1 0
(Ej :=3a,’k’ +a, V,+c
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é ra,(~6agk] +V, + kA7)

l 2

Pl :—6a,a,k’ + aV,+4a, k’2* =3a’k’ +3a,k’Au
1 3

pel :2k12(—3a2 a,+5a,kAu+ak ,uz)

1 4

pel :3a, k’ (—a2 + 2k1,u2)

Bu denklem sistemi sifira esitlenip ¢oziiliirse;

V,+k’A? _ V7 +k' A
6k’ 12k

a, =2kl,uz,a1 =2k pui,a,=

5 1/4
. J{+12ckl + ij
H| t——
1

b

(4.105)

ifadeleri elde edilir. (4.105) ile verilen ¢oziimler (4.104) denkleminde yerine yazilirsa ¢

integral sabiti olmak iizere (4.60) denkleminin ¢6ziimii

W) =Ly z(lj 2k Z(IT (4.106)
= + — |+ — .
7 6k’ A G A

1

olur.(4.106) denkleminin bir kez integrali alinirsa (4.59) denkleminin ¢6ziimii

A
Asinh| —
(2"j
A A
Bcosh| —n |+ Csinh| —
(2"j (2")

seklinde elde edilir ve burada

U(n)= +Dy (4.107)
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A=k Zue, B=(u=7a) .C=(1’ = 2'¢7) D == ve

12ek2+7 2 )"
A=t|t—7 L
X

3

. v
seklindedir. Integrasyon sabiti ¢ =0 alinirsa 4 =+ ik—p esitligi elde edilir ve (4.107)
1

¢oziimiinde yerine yazilirsa U () ¢oziimii

. 1|V
Asinh| +— [+—Lp
2\ &

U(77) ) 1 14 1 V
Bcosh[i i‘;n]+Csinh[iz + "nj
1

2\ &

+D7 (4.108)

halini alir. (4.108) denkleminde x =—Ac, alinirsa ¢6ziim

/ % 1 [V (iV +7,)
U(n)=F [t—Ltanh| £— [t—Lp |+ ——2
(77) i kl " [ 2 k13 UJ ' 6k12 77

olarak yazilir. Her iki isaret i¢in ¢6ziim

V 1 fV V
U =— |[*tanh| — [£n |+ ==L 4.109
1(77) kl 2 13 UJ 3k12 77 ( )

4 1|V
U = |-—%ttanh| — [——& 4.110
()= b 2 kﬁn] @110

seklinde yazilir. Burada 77 =k x +k,y+V ¢t dir. (4.110) ile verilen ¢dziim (Arbabi ve

Najafi, 2016)’da verilen (21) numarali denklemle ayn1 ¢6ziim olup, (4.109) ¢6ziimii ise

'

yeni bir ¢oziimdiir. Ayni zamanda (4.110) ile verilen ¢6ziim (Ej -a¢ilim metodu ile
elde ettigimiz (4.72a) ile, (4.109) ile verilen ¢6zlim ise (4.72b) ile ayn1 ¢oziimdiir.
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BOLUM V
SONUCLAR

Bu tezde, lineer olmayan kismi tiirevli DS denklem sistemi, MBBM denklemi ve BLMP
denklemlerinin analitik tam ¢dziimleri; direkt intgerasyon, ( G/ G)-aglhm metodu,
(G G)-agilim metodunun farkh formu, iki degiskenli (G' G,1/G)-agihm metodu ve
(1/G')-agihm  metotlar1  kullanilarak elde edilmistir. ~ Coziimler; hiperbolik,

trigonometrik ve rasyonel fonksiyonlar cinsinden ifade edilmistir.

DS denklem sistemi ve MBBM denkleminin tam analitik ¢ozlimleri, literatiirde daha
once direkt integrasyon, (G G)-agilim metodu ve (G' G)-agtlm metodunun farkls
formu kullanilarak ¢6ziilmiis olup, bu ¢ézlimler tez kapsaminda tekrarlanmistir. Ayrica,
burada sozii edilen iki denklemin tam ¢oziimleri i¢in iki degiskenli (G'/ G,1/ G)-agilim
metodu ve (1/G')-agtlm metotlan ilk kez tez kapsaminda yapilmis ve literatiirle

uyumlu sonuclara ulasilmistir.

BLMP denkleminin analitik tam ¢oziimleri ise yukarida bahsedilen bes farkli teknik
kullanilarak ilk defa bu tez kapsaminda elde edilmistir. Literatiirde mevcut olan

¢Oziimlerin yani sira literatlir agisindan yeni ¢oziimlere ulagilmustir. (G'/ G) -acilim
metodu kullanilarak elde edilen (4.72b) ile verilen hiperbolik tip, (4.75b) ile verilen
trigonometrik tip ve (4.78) ile verilen rasyonel tip ¢dzlimler yeni ¢éziimlerdir. (G'/ G) -

acilim metodunun farkli formu kullanilarak elde edilen (4.83) ile verilen rasyonel tip,

(4.84) ile verilen hiperbolik tip, (4.86) ve (4.87) ile verilen trigonometrik tip ¢oziimler
yeni ¢oziimlerdir. (G'G,1/G)-agihm metodu kullanilarak elde edilen (4.95) ile

verilen hiperbolik tip, (4.100) ile verilen trigonometrik tip ve (4.103) ile verilen

rasyonel tip ¢oziimler yeni ¢oziimlerdir. (1 / G') -acilim metodu ve direkt integrasyon

ile elde edilen ¢oziimler literatiirde mevcut olan ¢oziimlerle birlikte diger iic metodun
sonuclart ile ayni sonuglart vermistir. Farkli teknikler kullanilarak elde edilen bazi

hiperbolik tip ¢ozlimlerin, oOzellikle de literatiir agisindan yeni olanlarin ayni
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parametreler kullanilarak ayrintili incelemeleri ve karsilastirmalart i¢in iki boyutlu

grafikleri ¢izilmistir.
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