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OZET

HIPERBOLIK VE DE SITTER UZAYDA UC VE DORTYUZLULER

MERSIN, Efruz Ozlem
Nigde Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Ana Bilim Dali

Danisman : Dog. Dr. Atakan Tugkan YAKUT

Haziran 2014, 144 sayfa

Bu ¢alismada S? deki iicyiizliiler ve S3 deki dortyiizliilerin varhig: arastirilmistir. Bu iic

ve dortytizliilerin 6zellikleri ve siniflandirilmasi lizerine ¢aligiimistir.
Ikinci béliimde temel kavramlar verilmistir.

Ucgiincii béliimde, de Sitter {icgenler iizerinde durulmustur. Lorentzian hiperdiizlemlerin
SZ ile arakesitlerinden space-like, time-like veya light-like kenarlara sahip 10 farkl: tipte

ticgen elde edilmistir. Bu liggenlerin 6zellikleri arastirilmastir.

Dérdiincii boliimde ise S7 de Sitter uzay ile Rf Minkowski uzaydaki hiperdiizlemlerin
arakesitleri alinarak 15 farkh tip dortyiizli (3-simpleks) elde edilmis ve bunlarin kenar

tiplerine gore siniflandirmalar1 yapilmstir.

Anahtar Sozciikler: Uggen, dortyiizlii, hiperbolik uzay, de Sitter uzay
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SUMMARY

TRIANGLES AND TETRAHEDRONS ON HYPERBOLIC AND DE SITTER SPACE

MERSIN, Efruz Ozlem
Nigde University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor : Associate Professor Dr. Atakan Tugkan YAKUT

June 2014, 144 pages

In this study, the existence or non-existence of tiangles on S and tetrahedrons on S3 are
researched. The quantities and classifications of these triangles and tetrahedrons are

studied.
Second part of the study the basic consepts are exported.

In the third part, insisted on de Sitter triangles. 10 different types of triangles which
have space-like, time-like or light-like edges are obtained by taking the intersections of

Lorentzian hyperplanes with SZ. These triangles quantities are researched.

In the forth part, 15 different types of tetrahedrons (3-simplexes) are obtained by taking
the intersections of Lorentzian hyperplanes with de Sitter surface and classified them

according to their edges type.

Keywords: Triangle, tetrahedron, hyperbolic space, de Sitter space



ONSOZ

Bu yiiksek lisans ¢alismasinda, S7 deki iiggenler ve S7 deki dortyiizliilerin varlig
arastirilmustir. Lorentzian hiperdiizlemlerin S? ile arakesitlerinden 10 farkli tipte iiggen
(2-simpleks) elde edilmistir. Bu {g¢genlerin space-like, time-like veya light-like
kenarlara sahip oldugu gosterilmistir. Ayrica biiziilebilir veya biiziilebilir olmayan
ozellikte iicgenlerin varligr ortaya konmustur. Bunun yaninda de Sitter iicgenlerin
acilar1 ve uzunluklar1 {izerine ¢alisilmistir. Bu iiggenlerin iicgen esitsizligini saglayip
saglamadiklar1 arastinlmistir. S7 de Sitter uzay ile R} Minkovski uzaydaki
hiperdiizlemlerin arakesitlerinden 15 farkli tip dortyiizlii (3-simpleks) elde edilerek

bunlarin karakterizasyonlar1 yapilmistir.

Yiiksek lisans tez ¢alismamin yiiriitiilmesi esnasinda, calismalarima yon veren, bilgi ve
yardimlarini esirgemeyen ve bana her tiirlii destegi saglayan danigsman hocam, Sayin.
Dog. Dr. Atakan Tugkan YAKUT' a en igten tesekkiirlerimi sunarim. Yiiksek lisans
calismam siiresince tecriibelerine bagvurdugum basta Dog. Dr. Serkan KADER olmak
iizere Nigde Universitesi Matematik Boliimii 6gretim iiyelerine minnet ve siikran

duygularimi belirtmek isterim.
Bu tezi, tim hayatim boyunca beni destekleyen annem Zeynep UYGUN ve babam
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SIMGE VE KISALTMALAR

Simgeler Aciklama

R} n-boyutlu Lorentz uzay1

R™*1 (n + 1)-boyutlu vektdr uzayi

St n-boyutlu de Sitter uzay

Sn n-boyutlu kiiresel uzay

dg Oklidyen uzaklik fonksiyonu

dg Kiiresel uzaklik fonksiyonu

d; Lorentz uzaklik fonksiyonu

dy Hiperbolik uzaklik fonksiyonu

<,>g Oklid i¢ ¢arpim fonksiyonu

<, > Lorentz i¢ ¢arpim fonksiyonu

X Oklid dis (vektorel) garpim fonksiyonu

® Lorentz dis (vektorel) carpim fonksiyonu
g Oklid norm fonksiyonu

Il Lorentz norm fonksiyonu

1 Oklid uzayinda diklik (ortogonallik) sembolii
1, Lorentz uzayinda diklik (ortogonallik) sembolii
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BOLUM I
GIRIS

Hiperbolik ve kiresel uzaylarda ¢ok yuzlilerin hacminin hesaplanmasi problemi 150
yilt agkin bir siiredir matematikgiler arasinda oldukg¢a karmasik ve 6énemli bir ¢alisma
alan1 olusturmustur. Literatiirde bilinen Schlafli diferensiyel formult ve Lobachevsky
formuli herhangi boyuttaki hiperbolik ve kiiresel ¢ok ytzlilerin hacminin hesaplanmasi
bakimindan temel bir rol oynamaktadir. Son zamanlarda yapilan ¢alismalarla bu
uzaylardaki ¢ok yiizliilerin varligi ve bunlarin hacimlerinin hesaplamalar1 konusunda
oldukga yol alinmistir. Fakat S{* de Sitter uzayinda ¢ok yiizlillerin varligi ve bunlarin
geometrik Ozellikleri konusunda literatiirde ¢ok fazla c¢alisma bulunmamaktadir.
Bununla ilgili ilk ¢alisma Jose Maria Montesinos’un doktora 6grencisi Eva Suarez
Peiro’nun ¢alismalaridir. Jose Maria Montesinos, Santalo’nun formili tzerinden S3
deki dortydzliler icin bir Schlafli diferensiyel esitligini elde etmis ve daha sonra
Schlafli esitligini hiperbolik dértyiizliilere uygulamistir. Ogrencisi Eva Suarez Peiro’ya
doktora tezi igin Kneser’in ispatini izleyerek Si* deki simpleksler icin bir Schlafli
formiilii elde etmeyi ve bunu genellestirerek Santalo’nun esitligini yiiksek boyutlar igin
elde etmeyi Onermis olup bu, Eva Suarez Peiro’nun tezinin bir kismini1 olusturmustur

(Peiro, 2000). Peiro tezinde biitiin ayritlar1 space-like olan simpleksleri incelemistir.

Sabit egrilikli tam Semi-Riemann manifoldlarda ¢ok yiizliilerin hacim hesaplamalari
konusunda J. M. Schlenker tarafindan da bazi ¢alismalar yapilmistir. Bu ¢alismalarda

sabit egriligi 1 olan tam Lorentz manifoldu olarak S7* de Sitter kiiresi kullanilmistur.

ST de Sitter kresi ile H™ Hiperbolik uzay1, R}** Minkowski uzayinin alt manifoldlari
olarak alindiginda, bunlar arasinda bir dualitenin varlig1 s6z konusudur. Buradan yola
cikarak S* de Sitter kiresindeki her bir v noktasi, H™ Hiperbolik uzaymnin bir

hiperdizleminin birim normali olarak diistiniliir.

Boylece Si* de Sitter kiresindeki bir ¢ok yuzluniin hacmi Schlafli formiilii yardimiyla,
H™ Hiperbolik uzayindaki hiperdiizlemlerin S{* de Sitter kiresi ile arakesitinin

olusturdugu ¢ok yuzIlinin hacminin duali olur.

Boyle bir dualite s6z konusu oldugunda S7* de ¢okyuzlilerden bahsedilmektedir. n = 3

i¢gin bunun gibi bir iliski, integral geometri kullanilarak L. Santalo (1976) tarafindan



bulunmustur. Kendisi ile kesisen diizlemler kiimesinin Olgiimii ile bir kiiresel
dortyuzlunin hacmi arasindaki iligki Milnor (1994) tarafindan kiiresel Schlafli formiilii
kullanilarak ispatlanmistir. Fakat bu dort-ytzlulerin karakterizasyonu hakkinda
herhangi bir ¢alisma yapilmamistir. Daha sonra Immanuel Asmus “Duality between
Hyperbolic and de Sitter Geometry” isimli ¢alismasiyla de Sitter uzayda {iggenlerin
varligindan bahsetmis ve bazi trigonometrik O6zdeslikleri yeniden yorumlamistir.

Asmus, ¢alismalarinda bu tiggenlerin birtakim 6zelliklerini vermistir.



BOLUM II

TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Lorentz (Minkowski) Uzay
n > 1 olmak uzere, x, y € R™ vektorlerinin Lorentzian i¢ ¢carpimi

SXY 2= =X Y1 T XY+ XpYp (2.1)

reel sayisidir. Lorentzian i¢ ¢arpimi ile birlikte R™ vektdr uzayma Lorentzian n-uzay

denir ve RY ile gosterilir.

RT uzayinda bir x vektériniin Lorentz normu

1
”x”L = |< X, X >L|21 (22)

x ve y vektorleri arasindaki Lorentzian uzaklik da

d(o,y) =lx =yl (2.3)

seklinde tanimlanir (Ratchliffe, 1994).

2.1.1. Light-like, space-like ve time-like vektorler

RT Lorentz uzayinda ||x]||, = 0 olacak sekildeki biitiin x lerin kiimesine, yani
C" 1= {x €R}|x2 =x?++x2_;}

kiimesine light koni (1s1k konisi) denir.

[|x]|, = 0 ise x vektorune light-like (1s1k benzeri) veya null vektor denir.

lx||, > 0 ise x vektoriine space-like (uzay benzeri) vektor denir. C™! konisinin dist,

RT nin space-like vektorlerinden olusan agik alt kiimesidir.

lx||, < O ise x vektoriine time-like (zaman benzeri) vektor denir. €™ konisinin ici,
RT nin time-like vektorlerinden olusan agik alt kiimesidir (Ratchliffe, 1994, O’Neil,
1983).



2.1.2 Lorentz ortogonal vektorler

x,y €ER! icin <x,y>;,=0 isex ve y vektorlerine Lorentz ortogonaldir denir
(Ratchliffe, 1994).

Teorem 2.1.1 x,y € RY sifirdan farkli Lorentz ortogonal vektorler olsun. Bu durumda

eger x vektori time-like ise y vektori space-like vektordir (Ratchliffe, 1994).

2.1.3 Time-like, space-like ve light-like alt vektor uzaylar:
V, R} nin bir alt vektor uzayi olsun. Bu durumda,

(1) V time-like vektor uzayidir &V time-like bir vektore sahiptir.

(2) V space-like vektor uzayidir <V nin sifirdan farkli her vektorii space-like
vektordar.

(3) V light-like vektér uzayidir <V nin sifirdan farkli her vektori light-like
vektordlr (Ratchliffe, 1994).

2.1.4 Time-like vektorler arasindaki Lorentzian time-like ac1
x,y € RT pozitif (negatif) time-like vektorler olsun.Bu takdirde

<x,y >1= —|x||.|lyll coshn(x,y) (2.4)

olacak sekilde, negatif olmayan bir tek n(x,y) reel sayis1 vardir. Bu sayiya x ve y
vektorleri arasindaki Lorentzian time-like a¢1 denir (Ratchliffe, 1994, O’Neil, 1983).

2.1.5 Space-like vektorler arasindaki Lorentzian space-like ac1

x,y € R™1 bir space-like alt vektdr uzaym geren space-like vektorler olsun. Bu
takdirde

<x,y >.=|lxll.llyll. cos n(x,y) (2.5)
esitligini saglayan
0<nx,y)<m

olacak sekilde bir tek n(x, y) reel sayis1 vardur.



Bu sayiya x ve y arasindaki Lorentzian space-like ag1 denir. Burada
nx,y)=02x=14y,1>0

Vs
nxy)=sex1lyy

nx,y)=mnex=214y,1<0

dir (Ratchliffe, 1994).

2.1.6 Space-like vektorler arasindaki Lorentzian time-like ac1

x,y € R™1 bir time-like alt vektdr uzaymi geren space-like vektorler olsun. Bu

durumda

< x,y > = lxl[llyll, cosh n(x,y) (2.6)

esitligini saglayan bir tek n(x,y) pozitif reel sayis1 vardir. Bu sayiya x ve y vektorleri

arasindaki Lorentzian time-like a¢1 denir (Ratchliffe, 1994).

2.1.7 Space-like ve time-like vektorler arasindaki Lorentzian time-like ac1
R"™*1 de x space-like ve y time-like vektorler olsun. Bu durumda

<x,y >.= Ilxll,lllyll,I sinhn(x, y) @.7)

esitligini saglayan ve negatif olmayan bir tek n(x, y) reel sayis1 vardir ve bu sayiya x ve

y vektorleri arasindaki Lorentzian time-like ac1 denir (Ratchliffe, 1994).

2.1.8 Lorentz uzayda space-like, time-like ve light-like dizlemler

Normali N = (a, b, ¢) olan ax + by + cz = 0 duzlemi,

< N,N >,< 0ise R? de space-like diizlem olarak adlandirilir ve Hg ile gosterilir.
< N,N >;> 0 ise R? de time-like diizlem olarak adlandirilir ve Hy ile gosterilir.

< N,N >,=0 ise R} de light-like veya null diizlem olarak adlandirilir ve H, ile
gosterilir (O’Neil, 1983).



2.1.9 Lorentz uzayda hiperduzlemler

Sifirdan farkli bir x € RP*! vektori ve bir N € R?*! icin, N pseudo-normali ile

orijinden gegen hiperdiizlem
Hy= {x e R <x,N>=0} 2.8)

ile tanimlanir (Ratchliffe, 1994).

2.2 Hiperbolik ve De Sitter Uzay

x € R"1ven > 1igin

St ={x € R <x,x>,=1} c R}'! (2.9)
kiimesine n-boyutlu birim pseudo-kiresel uzay (de Sitter uzay),

HY = {x e RI*| < x,x >, = -1} (2.10)
klimesine de n-boyutlu birim pseudo-hiperbolik uzay denir.

HY nin Hi, ve Hj _ olmak iizere iki baglantili bileseni vardir. Bu bilesenlerden her biri

n-boyutlu hiperbolik uzayin bir modeli olarak alinabilir (Ratchliffe, 1994).

2.2.1 Hiperbolik uzunluk

x,y € H" ¢ R'"*1 olmak Uizere x ve y vektorleri arasindaki Lorentzian time-like ac1

n(x,y) olsun. x ve y vektorleri arasindaki hiperbolik uzunluk

dy(x,y) = n(x,y) (2.11)
seklinde tanimli bir reel sayidir.

<x,y >1=—llxll llyll, coshn(x,y) oldugundan

coshdy(x,y) = —<x,y >,

dir (Ratchliffe, 1994).



Teorem 2.2.1 dy hiperbolik uzunluk fonksiyonu H™ (izerinde bir metriktir (Ratchliffe,
1994).

2.2.2 Hiperbolik n-uzay

dy metrigi ile birlikte H™ uzayi, hiperbolik n-uzay olarak adlandirilir (Ratchliffe, 1994).

2.2.3 Hiperbolik uzayda hiperdizlemler

H™ in bir hiperbolik m-diizlemi, H" ile R**! in (m + 1)-boyutlu time-like alt vektor

uzayinin kesigimidir.

H™in bir hiperbolik 1-dizlemi, H™ in bir hiperbolik 1-dogrusuyla aymdir. H™ in

hiperbolik (n — 1)-dizlemine H™ in bir hiperbolik hiperduzlemi denir.

x, R™*1 de bir space-like vektor olsun. x vektorii tarafindan gerilen < x >* alt vektor
uzaymin Lorentzian tiimleyeni R™*? in n-boyutlu time-like alt vektdr uzayidir. Bdylece

P =< x >In H™, H™ de bir hiperbolik hiperdizlemdir (Ratchliffe, 1994).

X

P Hiperbolik

Hiperdiizlem x vektori

Xz

Sekil 2.1 H™ de bir hiperbolik hiperdizlem



2.2.4 De Sitter uzayda hiperduzlemler

ST nin bir m-diizlemi, R?*1 in (m + 1)-boyutlu, time-like, space-like ve light-like alt
vektor uzaylari ile S{* nin arakesitidir. S{* nin bir 1-duzlemi, time-like, space-like veya
light-like dogrulari, hiperbolik (n — 1)-diizlemi S{* nin hiperdiizlemi olarak adlandirilir
(Ratchliffe, 1994).

“* DeSitter uzay

XS

------

I | spacelike hiperdiiziem
-:] Timelike hiperdiizlem
[ 1 B Lightlike(null) hiperdiizlem

Sekil 2.2 De Sitter uzayda hiperdizlemler

‘ Time-like altuzay

ight-like altuzay

Hiperbolik hiperdiizlem

Time-like De Sitter hiperdiizlemi
pace-like altuzay

X;

Space-like De Sitter hiperdiizlem

Light-like hiperdiizlem

Xz

Sekil 2.3 De Sitter uzayda alt uzaylar ve hiperdtzlemler



2.2.5 Hiperbolik uzayda jeodezikler

H™ de bir dogru, R?*1 in iki boyutlu time-like alt vektor uzay: ile H™ in arakesitidir.
x,y € H™ vektorleri R**1 in V(x,y) ile gosterilen iki boyutlu bir time-like alt uzayim
gerer. Boylece L(x,y) = H* nV(x,y) olup x ve y den gecen H™ in bir dogrusudur.
Buna gore H™ in jeodezikleri onun dogrularidir (Ratchliffe, 1994).

Teorem 2.2.2 x,y € R™ pozitif (negatif) time-like vektorler olsun. Bu takdirde
<xy>< IxllLlyll. (2.12)

esitsizligi gecerlidir. Esitlik durumu ancak ve ancak x ve y lineer bagimli vektorler
oldugunda miimkiindiir (Ratchliffe, 1994).

Teorem 2.2.3x,y € R™?! lineer bagimsiz space-like vektorler olsun. Bu durumda

asagidakiler esdegerdir.

(1) x ve y vektorleri |< x,y >, | < ||x||.|lyll, esitsizligini saglar.
(2) x ve y vektorlerinin gerdigi V alt vektor uzayi space-like dir.

(3) H™ in sirasiyla x ve y ye Lorentz ortogonal olan P ve Q hiperdiizlemleri kesisir.

(Ratchliffe, 1994).

Teorem 2.2.4 x,y € R™?! lineer bagimsiz space-like vektorler olsun. Bu durumda

asagidakiler esdegerdir.

(1) x ve y vektorleri |[< x,y >, | > ||x||.|lyll, esitsizligini saglar.
(2) x ve y vektorlerinin gerdigi V alt vektor uzayi time-like dir.
(3) H™ in swrasiyla x ve y ye Lorentz ortogonal olan P ve Q hiperduzlemleri

kesismezler ve genel bir Lorentz ortogonal hiperbolik dogruya sahiptirler

(Ratchliffe, 1994).



Teorem 2.25 x,y € R™?! lineer bagimsiz space-like vektorler olsun. Bu durumda

asagidakiler esdegerdir.

(1) x ve y vektorleri |[< x,y >, | = ||x||.|lyll, esitsizligini saglar.

(2) x ve y vektorlerinin gerdigi V alt vektor uzayi light-like dir.

(3) H™ in sirasiyla x ve y ye Lorentz ortogonal olan P ve Q hiperduzlemleri
sonsuzda kesisir (Ratchliffe, 1994).

2.2.6 De Sitter uzayda jeodezikler

S de bir dogru, RI*! in sirasiyla, iki boyutlu time-like, space-like ve light-like alt
vektor uzay ile S7* in arakesitidir. x,y € SJ* vektorleri, R**1 in V(x,y) ile gosterilen,
sirastyla iki boyutlu time-like, space-like ve light-like alt uzaylarini gerer. Boylece
L(x,y) =S{nV(x,y), x ve y den gecen S{* in bir dogrusudur. Buna gore Si* in
jeodezikleri onun dogrularidir (Ratchliffe, 1994).

Hs; N SZ kiimesine, de Sitter dizleminde space-like jeodezik, Hy N SZ kiimesine time-
like jeodezik ve H, N S? kimesine de light-like (null) jeodezik denir (O’Neil, 1983,
Vinberg, 1993).

X

De Sitter uzay

Spacelike jeodezik

— Timelike jeodezik

Lightlike(null) jeodezik

Sekil 2.4 De Sitter uzayda jeodezikler
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2.2.7 De Sitter uzayda cok yuzluler

1<i<3igin H; ler, R} de dizlemler olmak tizere A= H; N S? kiimesine de Sitter
uzayinda bir ¢ok yiizlii denir (Vinberg, 1993).
Py

P,
Py

yuzeyde bir iggenin kose noktalaridir (Hodgson ve Rivin,1993).

Onerme 2.2.6 P, P,, P; € S? olmak (izere #0 ise P;, P,, P; noktalar1 S? de Sitter

Onerme 2.2.7 P ve Q, S? nin birbirinden farkli antipodal olmayan noktalar1 olsun. Bu
takdirde

(1) Eger < P,Q >,> 1 ise P ve Q dan gegen, birebir ve time-like olan bir
tek jeodezik vardir.

(2) Eger < P,Q>,=1 ise PveQ dan gecen, R? iin de bir light-like
jeodezigi olan bir tek jeodezik vardir.

(3) Eger —1 << P,Q >;< 1 ise bu durumda P ve Q dan gecen, space-like
ve periyodik olan bir tek jeodezik vardir.

(4) Eger < P,Q >, < —1 ise bu durumda P ve Q dan gegen hi¢ bir jeodezik
yoktur (O’Neil, 1983).

Teorem 2.2.8 P;, P,, P;,€ S% de Sitter kiirede birbirlerinden farkl1 ve antipodal olmayan

noktalar olsun. i = 1,2,3 ve N de Lorentz diizlemin normali olmak iizere, eger

< P,N; >,# 0 ise PP, P; noktalarn S? de Sitter ylizey Uzerindeki bir Uggenin
koseleridir (Hodgson ve Rivin,1993).

Teorem 2.2.9 P, P, € S olsun. Bu takdirde

(1) P+ n Py # 0 olmas: igin gerek ve yeter sart |< P;, P, >;| < 1 esitsizliginin
saglanmasidir. Bu durumda Hp, N Hp, deki esboyutu iki olan ytzdeki dihedral
ac1 cos~1(—< Py, P, >,) ile veya bunun esdegeri olan = — cos™ (< Py, P, >;)

ile belirlidir.

(2) Pi+ ve Py hiperdiizlemlerinin sonsuzda kesismesi icin gerek ve yeter sart

|< Py, P, >;| = 1 olmasidir.
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(3) Pit ve P; hiperdiizlemlerinin arasinda pozitif bir uzaklik bulunmas igin gerek
ve vyeter sart |<P;,P,>;|>1 olmasidr. Bu durumda Pi* ve Py
hiperdiizlemleri arasindaki hiperbolik uzaklik cosh™(|< Py, P, >,|) ile
belirlidir (Luo, 1997).

Teorem 2.2.10 RY, n-boyutlu Minkowski uzay olsun. R} deki hiperdiizlemlerin SJ*—1

de Sitter uzay ile kesigimi (nﬂ)zﬂ farkli tipte (n — 1)-simpleks verir.
Ispat Ucgensel sayilar mantig1 kullanilarak tiimevarim yontemi ile yapulir.

Onerme 2.2.11 «, B,v bir T(x,y, x) kiiresel tiggenin i¢ agilar olmak tizere,

LD OEzxx,xxXy)=n—a
(2 6(xxy,yxz)=m—p
) O(yxzzxx)=mw—y

dir (Ratchliffe, 1994).

Teorem 2.2.12 x,y,z,w R3 de vektorler olsun. O halde

DxQ®y=-yQx

X1 X2 X3
Yi Y2 V3
Zy Zpy Z3
BxRQRyQ2z)=<xy>,z-<2zx>,y

<x,w> <x,z>
@D<x®y)(zQw)>,= |< y,w >i <xz >i

(2) < (x ® Y);Z >L:

dir (Ratchliffe, 1994).

Teorem 2.2.13 u,v,w € E; vektorlerinin iiglii vektdrel ¢arpimi

u v
UR®VQw= <uw>, <vw> =<v,w>u—-<uw>, v

ile verilir. Buna gore u, v, w vektorlerinin ti¢lii vektorel carpimi u ve v vektorlerinin bir

lineer kombinasyonudur.
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Benzer sekilde u,v,w,x ve y € Ef vektorlerinin besli vektorel carpimi

u v w
<wux>;, <vx> <wx>;
<wuy>, <vy> <wy>,

URVROW)RxQy=

seklinde tanimlidir. Bu tanima gore u, v, w, x ve y vektorlerinin besli vektorel carpimi

u, v ve w vektdrlerinin bir lineer kombinasyonudur.

Ayrica

<wux>, <vx> <wx>,
<wuy>, <v,y> <wy>,
<u,z >L <z >L <w,z >L

<URQUVRIWxRXy Rz >,=-—

dir.

Ef de bir hiperyiizey iizerinde tamimli metrik Lorentz (pozitif tanimli Riemannian)
metrik ise bir time-like (space-like) hiperyiizey olarak adlandirilir. Time-like (space-

like) hiperylzey zerindeki normal vektoru bir space-like (time-like) vektordir.
{e,, e, e3, e,} dort boyutlu Minkowski uzay E; iin standart baz1 olmak iizere
u=Yiue, v=Xiivieve w=NlL,we;,

vektorlerinin tiglii carpimi

—€1 €3 €3 €4
Uy Uy Uz Uy
Vi VU V3
Wi W Wz Wy

URUvRw=—

seklinde tanimlidir. e, e,, e5, e, vektorleri icin
e1Qe, Re; =e,
e, R0e3Q e, =64
ez Re,Q e =e,
e, Q eg Qe, =e3
gecerlidir. Uclii vektorel carpimin tanimindan

<UUQRQUVRwW>=<<1uQUvRw>=<w,u@QvRw>,=0
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dir. Dolayisiyla u @ v @ w vektorl u, v ve w vektorlerine diktir (Diildiil ve Caligkan,
2013).

Teorem 2.2.14 «, B,y bir kiiresel tiggenin i¢ agilar1 ise bu durumda a + 8 +y > m dir
(Ratchliffe, 1994).

Ispat

y z

Sekil 2.5 Kiiresel ticgenin i¢ agilar

a, B,y bir T(x,y, x) kiresel ii¢genin i¢ agilart olsun. Bu durumda

<(xxy)x(zxy),(zxx)>
=<[<x,(zxy)>—-<y (zxy)>x],(zxx)>
=<x,(zxXy)><y,(zXx)>
=—-<y,(zxx)>%<0.

Teorem 2.2.12 (2) den x Xy, z Xy, z X x lincer bagimsizdir. Ayrica bu vektorlerin
birimlestirilmis vektdrleri kiiresel olarak dogrudas degildir. Onerme 2.2.11 den,

6((x X y),(z % x)) < 9((x X y),(z X y)) +60(zX%Xy,zXx)

T—a<f+y

n<a+f+y

elde edilir (Ratchliffe, 1994).

Onerme 2.2.15 x, y € R® de space-like vektérler olsun. Eger x ® y time-like ise bu

durumda asagidaki esitlik gegerlidir.

lllx @ yllLl = llxllLllyll, sinn(x, y) (2.13)
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BOLUM I11

HIPERBOLIK VE DE SITTER UZAYDA UCGENLER

3.1 Hiperbolik Uzayda Uggenler

Lorentz uzaydaki time-like hiperdizlemlerle HZ nin arakesitleri alinarak HZ deki

jeodezikler elde edilir.

Tamm 3.1.1 H;, H;, Hy (i,j,k = 1,2,3;i # j # k) Minkowski uzayda time-like

hiperduzlemler olsun. Bu hiperdizlemlerine ait normaller N;, N;, N, olmak Uzere

< N;,N; >, =< Nj;,N; > =< Ny, Ny >;= 1 dir. Bunun yaninda

N;

N;1#0

Ny
kosulu saglansin. Bu hiperdiizlemlerle hiperbolik uzayin arakesitleri
P; = H; N Hy N H§

szHlnH]an

seklindedir. Bu noktalar hiperbolik uzay uzerinde bir tiggensel bolge olusturur.

Sekil 3.1 Hiperbolik uzayda tiggen
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Onerme 3.1.2 a, B,y bir hiperbolik T (x, y, x) ii¢geninin i¢ acilar1 olsun. Bu durumda

DnzR@x,xQy)=n—a
QnxQ®y,y®z)=n—p
Bny®zzRx)=n—-y

dir (Ratchliffe, 1994).

Teorem 3.1.3 a, B,y bir hiperbolik ii¢genin i¢ agilar1 olsun. Bu durumda

a + f + y < m dir (Ratchliffe, 1994).

Ispat

<
Sekil 3.2 Hiperbolik licgenin ig agilari

a,B,y bir T(x,y,x) hiperbolik Ucgenin i¢ agilar1 olsun. Teorem 2.2.14 den x Q y,

zQ®y ve zQ x lineer bagimsizdir.

yo X8y 28y | 20X
@yl lz@yIl"" Nz @«

olsun. u, v, w space like vektorlerdir.
XQY)QEQY)=< x ® y),z >, ¥,
ZQRY)RzRX)=< (x ® y),z >, z

oldugundan u ® v ve v @ w vektorleri time-like vektorlerdir. Onerme 2.2.15, Teorem
2.2.2 ve Teorem 2.2.12 (4) kullanilarak
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cos(n(u, v) +n(v, w))

= cosn(u, v)cosn(v,w) — sinn(u, v)sinn(v,w)
=<u,v>,<v,w>+ |lu@v|lv e wl
>S<u,v><v,w>+< uUQv), v Qw) >,
=<u,v><v,w>+ (<K uw><vv>-<vw><Uuv>;
=u,w >

= [Jull llwll cosn(u, w)

= cosn(u,w)

elde edilir. Buradan,

n(u,w) >n(u,v) +n(v,w) veya2r — n(u,w) < n(u,v) + n(v,w)
olmalidir. Onerme 3.1.2 den,

nuw)=mn—ao  Nuv)=pvenv,w) =y

dir. Boylece

T—a>f+y veya 2n—(m—a) <f +v,

yani

T>a+f+y veya m+a<f+y

elde edilir. Genellikten uzaklasmamak adina a en biiyiik ag¢1 kabul edilebilir.
Bu durumda a¢ > 8 ve @ > y dir. Bu iki denklem taraf tarafa toplanirsa
at+a>p+y

bulunur. a agis1 en fazla  degerini alabileceginden, bu deger yerine yazilirsa,

T+a>F+y

olur. Bu

T+a<f+y

ile ¢elistiginden
2r—(r—a)<p+vy

esitsizligi dogru olamaz. Bu durumda
a+f+y<m

elde edilmis olur (Ratchliffe, 1994).
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-1 0 0
Teorem 3.1.4 x,y € R3 ve | = < 0 1 0) olsun. xve y nin Lorentz vektorel
0 0 1

carpimi x Q y = J(xxy) ile tamimlhidir. Buna goére

<x,(x®y) > =<xJ(xXxy)>=<x,(xxXy)>=0

<y, (x®y)>=<yJ(xxy)>=<y,(xXy)>=0

dir. Dolayisiyla x @ y vektorti hem x hem de y vektorlerine ortogonaldir. Ayrica

x ® vy =J(y) xJ(x) dir (Ratchliffe, 1994).

Sonug 1 x,y € R3 pozitif (negatif) time-like vektorler ise bu takdirde x @ y vektorii

space-like vektordir ve
llx & yll = —llxllLllyllL sinh(x, ).
Sonuc¢ 2 x,y € R3 space-like vektorler olsun. Bu takdirde

Q) I<xy > <lxllllyll, ® x @y time-like
@) I<xy > = lixllllyll, & x @y light-like
@) I<xy >, > Il llyll, & x @ y space-like

dir (Ratchliffe, 1994).

3.2 De Sitter Yuzey Uzerinde Uggenler

Lorentz uzaydaki hiperdiizlemlerle (time-like, space-like, light-like) S? nin arakesitleri
almarak S? deki jeodezikler elde edilir. Bu jeodezikler farkl sekilde kesistiklerinde S7
uzerinde lggensel bolgeler meydana gelir. Teorem 2.2.10 dan n = 3 i¢in de Sitter ylzey
Uzerinde 10 farkli tip tiggen elde edilmistir. Bu ti¢genler igerdikleri kenarlarin

siiflarina gore isimlendirilmis olup asagidaki sekildedir:

SSS Uggenler: Ug kenari space-like olan,
SST Ucgenler: iki kenar1 space-like, bir kenar time-like olan,

STT Ucgenler: Bir kenar1 space-like, iki kenar1 time-like olan,
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TTT Ucggenler: Ug kenar1 time-like olan,

STL Ucgenler: Bir kenar1 space-like, bir kenari time-like ve bir diger kenari light-like

olan,

SLL Ucgenler: Bir kenar1 space-like,iki kenari light-like olan,
LLL Ucgenler:Ug kenar light-like olan,

LLT Ucgenler: iki kenari light-like, bir kenar1 time-like olan,

SSL Uggenler: iki kenar1 space-like, bir kenari light-like olan,

TTL Ucggenler: iki kenar1 time-like, bir kenar1 light-like olan G¢genlerdir (Imer, 2010).

4

<

SSS liggen SST lggen STT uggen
TTT lGggen STL tggen SLL liggen

LLL Gggen LLT tggen SSL uggen

TTL Gggen

Sekil 3.3 De Sitter uzayda tcgenler



Tamm 3.2.1 Genellestirilmis bir de Sitter tiggen; Ac H§ . ise hiperbolik, Ac (H§_) ise
antipodal hiperbolik, Ac S ise has (proper), diger durumlarda ise tuhaf (strange) ticgen

olarak adlandirilir.

Tepe noktalarmin bazilar1 H3 de, bazilar1 da S7 (izerinde bulunuyorsa bu Uggenlere

tuhaf (strange) tggenler denir.
Has olmayan de Sitter icgenlerine has olmayan ticgenler denir.
Sekil 3.1 de ¢izilmis olan tiim tiggenler has de Sitter ¢genlerdir.

Uggenin en az bir kenar1 sonsuz ise bu iiggen imkansiz iiggen olarak adlandirilir.

Lj, k=123 ic¢in i+ j+#k ve P,P,P € SZ olmak Uzere P; € P; Py oluyorsa yani
P;, P;, P noktalar1 ayni jeodezik iizerinde bulunuyorsa bu noktalarin olusturdugu iiggene

dejenere igcgen denir.

SSS Ucggenler arasinda biiziilebilir iiggenler ve biiziilebilir olmayan iiggenler olmak
lizere yeniden bir siniflandirma yapilabilir; e, — e; diizleminde alindiginda biiziilebilir
iicgenlerin kose noktalar orijinden gecen bir dogrunun ayni tarafinda iken, biiziilebilir

olmayan tliggenler i¢cin bu miimkiin degildir.

Bu smiflandirmayr yapmanin bir baska yolu da {iggenin kenarlarinin uzunlugunu
hesaplamaktir. Eger kenarlarinin uzunluklari toplami 27 den az ise tiggen bizulebilirdir,

diger durumlarda degildir (Asmus, 2009).

Sekil 3.4 Tuhaf (strange) licgen
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3.3 Lorentzian Hiperduzlemlerin De Sitter Uzayla Kesisimi

Lj,k=123.1#j# k icin H;, H; ve Hy, Minkowski uzayda hiperdtzlemler olsun. Bu

hiperdlzlemlerine ait normaller sirasiyla N;, N; ve Ny olmak lzere

N;
Ni[=o0 (3.1)
Ny
olsun. Bu hiperdiizlemlerle de Sitter uzayin arakesitleri
Pl' = H] n Hk n 512
P;=H; N H, NSE

seklindedir. Bu noktalar Onerme 2.2.6 g6z oniinde bulundurularak, S? uzerinde bir
licgensel bolge olustururlar. Olusan iicgenlerin ayritlar1 ise Onerme 2.2.7 ye gore

belirlenir.

Ozellik 3.3.1 P{,P;, P, sirasiyla Py, P;, P, noktalarinin antipodalleri olmak iizere,

A= {Pi*,P]-*,P,:,Pi, Pj,Pk} kiimesinin elemanlar1 géz oniine alindiginda bu noktalardan

N O _ s
gecen jeodeziklerin ii¢ggen olusturabilmesi igin T 2° tane durum

incelenmelidir. Incelenen durumlar ileride verilmistir.

3.3.1 Iki time-like hiperdiizlemin de Sitter uzayla kesisimi
Hi:ayx+byy+cz=0
Hy:a,x + b,y +c,z=0 (3.2)
SE—x?2+y2+2z2=1

ve H, ile H, time-like hiperduzlemler olsun. Bu durumda

N1=(a1,b1,C1), <N1,N1 >L: _a%+b12+C12:1, a1: ’blz‘l'clz_].

N2=(a2,b2,C2), <N2,N2 >L= _a%+b%+C22=1,a2= b%+C%+1
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dir. (3.2) denklemlerinin birincisinden z degiskeni cekilirse

_ __a1x+byy
€1

(3.3)

elde edilir. (3.3) degeri, (3.2) denklemlerinin ikincisinde yerine yazilirsa

a;x+b
1 13’)62:0

a,x + b,y — <— p
1

a,C1X — ayC3x + bycqy — bic,y =0
(azcr — a;¢3)x + (bycy — bicy)y =0

bico—byc
x = 2127924
azc1—aic

(3.4)
bulunur. (3.3) degeri, (3.2) denklemlerinin {igiinciisiinde yerine yazilirsa

a,x + bly)2 —1

2 2

—cix? + c?y? + a?x? + 2a,byxy + b?y? = ¢?
(a? — c?)x? + (b¥+cd)y? + 2a;byxy — ¢t =0 (3.5)

bulunur. (3.4) degeri, (3.5) denkleminde yazilirsa

2

b.c, — b,c
M) y? + (bZ+c?)y? + 2a, b, (

bic, — bycy ) 2 _ o2
a,C — a6

(@ -

a,C — a6

bicy — bycy \* byc, — byc
2 2 2 1-2 2™ 2 2 162 201 P
— ) (—————=) + B} +c})+2ab (—) —c2=0
y [(% C1)<a2C1_a1C2) (b1 +¢1) a1, 4yC1 — a1C, l €1
olur. Gerekli iglemler ve sadelestirmeler yapilarak

yz[(af - Cf)(bﬁz —bycy )2 + (b12 + Clz)(azc1 —a1¢)% + 2a1by(byc; — bycy)(azcy — as6,)] — C12 =0

a2C1—0a1C2

y=+% (3.6)

T J=(bicz—byc1)2+(arby—azby)2+(azc1—a;c3)?

elde edilir. Bulunan bu deger (3.4) denkleminde yerine yazilirsa

x =+ D1c2—bacy (3.7)

T J=(bicz—bzc1)?+(arby—azby)2+(azc1—a1c3)?
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bulunur. Buna gore (3.3) denkleminde

bicy—bycq azCc1—aq1Cy

al(i 2 2 2) + bl(i— P 2 2

7= J=(bycz—bzc1)?+(a1by—azb1)?+(azci—ascz) V=(bycz—bzc1)?+(aybz—azb1)?+(azc1—ascz)
€1
aibicy—agbyc azbici—agp, 2

(i 2112 1212 2>+(i . 12 _

= — =(b1c2—byc1)?+(arbz—azb1)?+(azc1—ascz) J=(b1c2—byc1)?+(arby—azby)?+(azci—ascz)
C1
_ azbl—albz

z=++ (3.8

J—=(b1c2—bzc1)2+(a1by—azby)?+(azci—a;cz)?

dir. Sonug olarak,

H;: fbf+c12—1x+b1y+clz=0
H,: ’b§+c22—1x+b2y+czz:O

time-like hiperduzlemlerinin de Sitter uzayla kesisiminden clde edilen nokta Py ile

gosterilirse ve

Arr = 2(byc; — byey)

BTT:i(cl\/bg'*'czz_l_Cz\/bf‘l‘Clz_l)

CTT=i(bl\/b§+c22—1—b2\/bf+c12—1)

alinirsa

1
V-(Ar7)2+(Brr)?+(C17)?

Prp = (Arr, Brr, Crr) (3-9)

olur.

3.3.2 Bir time-like ve bir space-like hiperdiizlemin de Sitter uzayla kesisimi

N1=(a1,b1,C1), <N1,N1 >L: _a%+b12+C12:1, a1: ’blz‘l'clz_l

Nz = (az,bz, Cz), < NZ’NZ >L: _a% + b% + C% = _1, a, = ﬂb% + C% +1

23



olmak Uzere

H;: fbf+c12—1x+b1y+clz=0
H,: fb§+czz+1x+b2y+czz=0

H, time-like ve H, space-like hiperduzlemleri icin yukaridaki benzer islemler
uygulanarak (3.6), (3.7) ve (3.8) ifadeleri bulunur.

H; ve H, hiperdizlemlerinin de Sitter uzayla kesisiminden elde edilen nokta Prg ile

gosterilirse ve

Ars = t(bicy — bycy)

BTS=i(cl\/b%+cg+1_C2\/b12+C12_1)

CTS=i(bl\/b%‘l‘cg‘l‘l_bz\/blz‘l‘clz_l)

alinirsa

1
"~ J=(Ars)?+(Brs)?+(Crs)?

(ATS' BTS' CTS) (310)

PTS

elde edilir.

3.3.3 Iki space-like hiperdiizlemin de Sitter uzayla kesisimi

Nl s (al, bl,Cl), < Nl'Nl >L: _a% + b% + Clz = _1, al = blz + C12 + 1

N2 = (az, bz, Cz), < NZ’NZ >L: _a% + b% + C22 = _1 ) az = b% + C22 + 1

HH

olmak Uizere

H;: fbf+clz+1x+b1y+clz=0
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Hy: fb§+czz+1x+b2y+czz=0

H, ve H, space-like hiperdtzlemleri icin yukaridaki benzer islemler uygulanarak (3.6),
(3.7) ve (3.8) ifadeleri bulunur.

H; ve H, hiperduzlemlerinin de Sitter uzayla kesisiminden elde edilen nokta P ile

gosterilirse ve

Agss = t(b1cy — bycy)

BSS:i(cl\/b%'*'czz‘l‘l_Cz\/bf‘l‘Cf'*'l)

alinirsa

1
~ J=(As5)2+(Bss)?+(Css)?

(ASS' BSS! CSS) (311)

PSS

olur.

3.3.4 ki light-like hiperdiizlemin de Sitter uzayla kesisimi

Nl s (al, bl’ Cl)' < NI’NI >L: _a% + b12 + C12 == 0, a1 = ’blz + C12

N2 = (az,bz, Cz), < Nz,Nz >L: _a% + b% + C% = 0, a2 s ’b% + C%

olmak Uizere

Hy: [b2+cix+by+cz=0

M

Hy: |[b5+cix+by+c,z=0

H; ve H, light-like hiperdizlemlerine yukaridaki benzer islemler uygulanarak (3.6),
(3.7) ve (3.8) ifadeleri bulunur.

25



H, ve H, hiperduzlemlerinin de Sitter uzayla kesisiminden elde edilen nokta P;; ile

gosterilirse ve

Ay, = £(bicy; — bycq)

By, = i(C1\/b% + C% - CZ\/blz + C12)

G = £y (B3 + 6§ = by [b7 + D)

alinirsa

1

P, =
Ll [=(AL)?+(BLL)?+(CLL)?

(ALLI BLL' CLL) (312)

bulunur.

3.3.5 Bir time-like ve bir light-like hiperdizlemin de Sitter uzayla kesisimi

Nl = (al, bl,Cl), < NI’NI >L: _a% +b12 + C12 = 1, a1 = blz + C12 - 1

Nz S (az,bz, Cz), < NZ’NZ >L: _a% + b% + C% S 0, a2 == b% + C%

ni

olmak Uizere

H;: fbf+c12—1x+b1y+clz=0

Hy: |[b5+cix+by+c,z=0

:

H, time-like ve H, light-like hiperduzlemlerine yukaridaki benzer islemler uygulanarak
(3.6), (3.7) ve (3.8) ifadeleri bulunur.

H; ve H, hiperduzlemlerinin de Sitter uzayla kesisiminden elde edilen nokta P ile

gosterilirse ve

Ar, = £(b1cy — bycq)
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Br, = 1(51\/17% + C% - Cz\/b12 + C12 - 1)

CTL = i(bl\/b% +C% _bz\/bf +C12 - 1)

alinirsa

1
 J=(ArL)2+(BrL)?+(CrL)?

((ArL, Br, Crr) (3.13)

PTL

elde edilir.

3.3.6 Bir space-like ve bir light-like hiperdiizlemin de Sitter uzayla kesisimi

Nl = (al, bl’ Cl)l < Nl’Nl >L= _a% + blz + C12 =-1 ’ a, = b12 + C12 +1

N, = (ay, by, c;), < Ny, N, >, = —a% + b% + C% =0, a, = b% + C%

nd

olmak Uzere

H;: /bf+clz+1x+b1y+clz=0

Hy: |bs +cix+by+cz=0

L

H; space-like ve H, light-like hiperdizlemlerine yukaridaki benzer islemler
uygulanarak (3.6), (3.7) ve (3.8) ifadeleri bulunur.

H, ve H, hiperduzlemlerinin de Sitter uzayla kesisiminden elde edilen nokta Pg; ile

gOsterilirse ve

Ag, = £(bycy — bycy)

Bg, = i(cl\/bg +c5 — cz\/bl2 +cZ+1)

Coy = i(bl\/b§ bl - bz\/bf Fe+1)
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alinirsa

1

P., =
SL ™ J=(As0)2+(BsL)2+(Cs)?

(Asy, Bsy, Cs1)- (3.14)

bulunur.

Yukarida verilen ifadelerin benzerleri (Imer, 2010) da da gériilebilir.

3.4 Lorentzian Hiperdizlemlerin De Sitter Uzay ile Kesisimiyle Elde Edilen
Ucgenler

3.4.1 TTS Uggen

i,j,k=1,2,3 ve l?‘:]?‘:k |(;|n <Ni'Ni >L> 0, <]V],1V] >L> 0,<Nk,Nk >L<0

olmak Uzere < N;,N; > <0, <N;,N,>>0, <N;,N,>>0 ise H;,H;H

hiperdizlemleri ile S nin arakesiti S? iizerinde bir iiggensel bolge olusturur. Bu
ticgenin ayritlarindan iki tanesi time-like, bir tanesi space-like jeodeziktir.

Ornek

H;: V3x+2z=0

Hy:V3x—2z=0

Hj: —V2x + y=20

hiperdiizlemleri alinirsa

N, = (v3,0,2), < N;,N; >=1

N, = (¥3,0,-2), < Np, N, >=1

N; = (—V2,1,0), < N3, N3 >= —1

oldugundan H; ve H, time-like hiperdlzlemler, H; space-like hiperdizlemdir.
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Ayrica

V3 0 2
det| /3 0 =2|#0
—/2 1 0

dir. Dolayisiyla bu hiperdiizlemlerin de Sitter uzay ile arakesitlerine bakildiginda,
Hy:\V3x—2z=0

—V2x + y=0
hiperdizlemlerine (3.10) formiilleri uygulanirsa ;Pr¢ noktasi

2 22 —+/3
oo = o) = (25,422 7 5)

seklinde olur.

Hi:V3+2z=0
H3: —\/EX + y = 0
hiperduzlemlerine (3.10) formiilleri uygulanirsa ,Py¢ noktasi

ZPTS = (x,y,Z) s (i\/_— $2\/\/—_ +£)

seklinde bulunur.

H;: V3+2z=0

Hy:\V3x—2z=0

hiperdtzlemlerine (3.9) formiilleri uygulanirsa ;Pr; noktasi
sPrr = (x,,2) = (0,£1,0)

olur.
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Bu noktalar

1Prs = \/17 (2,2v2,—V3), 1Prs = \/17 (—=2,-2v2,V/3)
2Prs =5 (-2-2Z—V3),  HPis=3(22V2,V3)
sPrr = (0,1,0), sPrr = (0,—-1,0)

seklinde alinsin.

Ozellik 3.3.1 g6z oniinde bulundurulursa ;Prg, »Prs, 3Prr, 1Prs, 2Prs, 3P noktalari

arasindan segilebilecek 8 farkli nokta ti¢liisii vardir.

Durum 1

Prs = 1(22x/§ V3)
1TS_\/7 ) )

Prs = 1( 2,—2v2,—/3)
ZTS_\/7 ) )
3PTT:(O'1'0)

noktalar1 gbz oniinde bulundurulursa

1
< 1Prs, zPTS>L:—7

2V2

< 1Prs, 3PTT>L:W
242
< 2Prs, 3Prr >L:_W

elde edilir.
Onerme 2.2.7 ye gore,

e Pysile ,Prgnoktalarini birlestiren jeodezik parcasi space-like,
e  Pygile 3Py noktalarini birlestiren jeodezik pargasi time-like,

e ,Prsile ;Pprnoktalarimi birlestiren jeodezik pargasi yoktur.
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Durum 2

1

1Prs = J7 (2,2\/2 _\/§)
1

2Pis = 7= (2,2V2,V3)

sPrr = (0,1,0)

noktalari igin

1
< 1Prg, JPrs > =3

7
2v2
< 1Prs, 3Prr >L:W
. 2V2
< ,Prs, 3Prr >L=W
elde edilir.
Onerme 2.2.7 ye gore,

e  Py¢ile ,Prg noktalarini birlestiren jeodezik parcasi space-like,
e ,Py¢ile ;Pr; noktalarini birlestiren jeodezik pargasi time-like,

e ,Pr¢ile ;Pp noktalarini birlestiren jeodezik pargasi time-like dir.

Bu durumda istenilen tiggensel bolge elde edilmis olur.

Durum 3

1P’1t5 = i(_2, _2\/5, \/§)
V7

ZPTS = i (_2, _2\/5, _\/g)
V7

sPrr = (0,1,0)

noktalar1 goz oniine alinirsa
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1
< 1Prs, 2PT5>L:7

* 22
< 1Prs, 3Prr >L=_W

242
< 2Prs, 3Prr >L:_W

bulunur.

Onerme 2.2.7 den

e, Pr¢ile ,Prg noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like dir.
e Prgile ;Prp noktalarini birlestiren jeodezik parcasi yoktur.

e ,Prcile 3Ppp noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.

Durum 4

1Prs = i (2'2‘/2 _\/E)
V7

ZPTS = i (—2, _2\/5) _\/E)
V7

BP;T = (0, -1, 0)

noktalar1 igin

1
< 1Prs, 2Prs >L=_§

242

< 1Prs, 3Prr >L:_W
242
< 2Prs, 3Prr >L=W

olur.
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Onerme 2.2.7 ye gore,

o Prsile ,Ppg noktalarimi birlestiren jeodezik parcasi space-like dir.
e ,P;¢ile ;P noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.

e ,P;¢ile ;P noktalarini birlestiren jeodezik pargasi time-like dir.

Durum5

Pis = 1( 2,—2v2,V/3)
1 TS_\/7 ) )
Pro = — (2,2V2,V3)

2 TS_\/7 ) )

3PTT :(0,1,0)

noktalar1 gbz oniinde bulundurulursa

< 1Prs, 2Prs >L:—§

< {Prg, 3Prp > = 2v2
14T1s» 31 TT L \/7
2V2
< ,Prg, 3Prp > = —
24TS» 31 TT L \/7
elde edilir.
Onerme 2.2.7 ye gore,

e ,Pjsile ,Prg noktalarimi birlestiren jeodezik parcasi space-like dir.
e ,Pjsile 3Py noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.

e ,Pr¢ile ;Prp noktalarini birlestiren jeodezik pargasi time-like dir.
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Durum 6

1

Pis = = (-2, ~2v2,V/3)
1
2Prs = ﬁ (=2, ~2v2, _\/§)

SP;'T = (0' _1' 0)

noktalari igin

1
< 1Prs, 2Prs >L=7
2v2
< 1Prs, 3Prr >L:W
2V2
< 2Prs, 3Prr >L—_7
bulunur.
Onerme 2.2.7 den

e Prsile ,Prg noktalarini birlestiren jeodezik parcasi space-like,
e  Pjr¢ile ;P noktalarini birlestiren jeodezik pargasi time-like,

e ,Pr¢ile ;Prp noktalarimi birlestiren jeodezik pargasi time-like dir.

Bu durumda istenilen tiggensel bolge elde edilmis olur.

Durum 7

P —1(22\/5 V3)
1TS_\/7 ’ )

Pis = 1(22x/§x/§)
2TS_\/7 ) )

3P’1tT = (OI _1; O)

noktalar1 géz oniine alinirsa
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1
< 1Prs, 2PT5>L:7

2\2
< 1Prs, 3Prr >L=_W
242
< 2Prs, 3Prr >L:_W

bulunur.
Onerme 2.2.7 ye gore

e ,Pr¢ile ,Prg noktalarimi birlestiren jeodezik parcasi space-like dir.
e ,Py¢ile ;Prp noktalarini birlestiren jeodezik parcasi yoktur.

e ,Pr¢ile ;Pr; noktalarimi birlestiren jeodezik pargasi yoktur.

Durum 8

P*—1(2 2V2,4/3)
1TS_\/7 ) )
Pro = — (2,2V2,V3)
ZTS_ﬁ i )

3P;'T = (01 _11 O)

noktalari igin

1
< 1Prs, 2Prs >L=_§

242

< 1Prs 3PTT>L=W
. o 2V2
< ,Prg, 3PTT>L=_W

dir.
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Onerme 2.2.7 ye gore

e ,Pjsile ,Prg noktalarimi birlestiren jeodezik parcasi space-like dir.
e  Prgile ;Prp noktalarini birlestiren jeodezik parcasi time-like dir.

e ,Prcile ;Pr; noktalarini birlestiren jeodezik pargast yoktur.

Sekil 3.5 De Sitter uzayda TTS Uggen

Sonug Durum 2 ve Durum 6 da elde edilen ucgenler simetrik tG¢genlerdir.
3.4.2TTT Uggen

i,j,k=1,2,3 ve l?‘:]?‘:k |(;|n <Ni1Ni >L>O,<IVJ,IVJ >L>Oi<NkiNk >L>O

olmak UGzere < N;,N; > <0, <N;,N,><0,<N;N,>>0 lise H;H;H

v Jl
hiperduizlemleri ile S? nin arakesiti S7 iizerinde bir iiggensel bolge olusturur. Bu
tiggenin ayritlarinin her ¢ de time-like jeodezikdir.

Ornek
Hi:V3x+2y =0

Hy:V3x =2y =0
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hiperdiizlemleri alinirsa
N, = (¥/3,2,0),< N, N, >=1
Nz = (\/§, _2,0),< Nz, N2 >= 1

Ny = (0,2,2),.< Ny, N; >=1
oldugundan H,, H,, H; hiperdizlemleri time-like hiperdtzlemlerdir.

Ayrica

V3 2 0
det V38 -2 0 #0
o % 3
2 2
dir. Dolayistyla bu hiperdiizlemlerin de Sitter uzay ile arakesitlerine bakildiginda

Hy:\V3x—2y=0

V2 A2
H3:7y+72=0

hiperduzlemlerine (3.9) formiilleri uygulanirsa Py noktasi
—. /5 V6 V6
Prr = (6,y,2) = (FV2, t5 +7)

seklinde bulunur.

Hl:\/§+2y:0

V2 2
H3:7y+7Z:O

hiperdtzlemlerine (3.9) formiilleri uygulanirsa ,Pr; noktasi

Prr = (0,9,2) = (V2 T2, T
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bulunur.

Hy:V3+2y =0

Hy:\3x—2y=0

hiperdizlemlerine (3.9) formiilleri uygulanirsa ;Pr; noktasi
sPrr = (x,,2z) = (0,0,£1)

seklinde bulunur.

Bu noktalar

\Prr = (—V2,- 2,15, P = (V22,5
2Prr = (x/i,—g,—?), 2Prr = (_\/zg'g)
sPrr = (0,0,1), sPrr = (0,0,-1)

seklinde alinsin.

Ozellik 3.3.1 goz onunde bulundurulursa 1Prr, 2Prr, 3Prr, 1Pirs 2P, 3Pir

noktalar1 arasindan segilebilecek 8 farkli nokta ti¢liisii vardir.

Durum 1
V6 6
1Prr = (_\/Z_ o T
V6 V6
2Prr = (\/Z_T'_7
sPrr = (0,0,1)

noktalar1 goz oniinde bulundurulursa

< 1Prr, 2Prr >, =5
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< 1Prr, 3Prr > = ——

< Prr, 3Prr > = ——
elde edilir.

Onerme 2.2.7 ye gére

e Py ile ,Prp noktalarini birlestiren jeodezik pargasi time-like dir.
e Py ile 3Prp noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.

e Py ile ;P noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.

Durum 2
V6 6
1Prr = (_\/Z_ -, =)
2 2
V6 V6
2Prr = (—\/27'7)
3Prr = (0,0,1)

noktalar1 igin
< 1Prr, 2Prr >,= -5

NG
< 1Prr, 3Prr >L=_7

< Prp, 3Prr > =

S|

olur.
Onerme 2.2.7 ye gére

e Py ile ,P;; noktalarini birlestiren jeodezik parcasi yoktur.
e Py ile ;Prp noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.

o ,Prrile ;Pprnoktalarini birlestiren jeodezik parcasi time-like dir.
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Durum 3

V6 V6
1Prr = (‘/27’7)
V6 V6
2Prr = (‘/_ ) ’—7)
sPrr = (0,0,1)

noktalar1 g6z oniine alinirsa

< 1Prr, 2Prr >, = -5

~| S

< 1Prr, 3Prr > =

V6

< Prr, 3Prr >, =— >
bulunur.
Onerme 2.2.7 ye gore

e Py ile ,Prp noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.
e Py ile ;Prp noktalarini birlestiren jeodezik pargasi time-like dir.

e Py ile ;P noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.

Durum 4
V6 6
1PTT_(\/__2'_7)
V6 V6
ZPTT_(\/_ 2'_7

sPrr = (0,0,-1)
noktalar igin

< 1Prr, 2Prr >, =5

40



< 1Prr, 3Prr > =

~| S

< Prp, 3Prr > =

>

dir.
Onerme 2.2.7 ye gére

e Py ile ,Prp noktalarimi birlestiren jeodezik pargasi time-like,
o Pyrile 3Prp noktalarini birlestiren jeodezik parcasi time-like,

e Py ile ;Pr; noktalarini birlestiren jeodezik pargasi time-like dir.

Bu noktalar istenilen liggensel bolgeyi olusturmaktadir.

Durum 5
V6 V6
Pir = (2 —,—
14 TT \/_’ 2 ) 2)
V6 V6
ZP';:T - (_\/E;_i_)
2 2
3Prr = (0,0,1)

noktalar1 g6z oniine alinirsa

< 1Prr, 2Prr >, =5

< 1Prr, 3Prr >1=

>

S|

< 2Prr, sPrr > =
elde edilir.

Onerme 2.2.7 ye gore

e Py ile ,Prp noktalarini birlestiren jeodezik parcasi time-like dir.

o Prrile 3Ppp noktalarimi birlestiren jeodezik parcasi time-like dir.
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e Py ile ;Ppp noktalarini birlestiren jeodezik pargasi time-like dir.

Bu noktalar istenilen tiggensel bolgeyi olusturmaktadir.

Durum 6
V6 V6
1Prr = (‘/27’7)
V6 /6
Prr = (‘/51—7’—7)
sPrr = (0,0,-1)
noktalari igin
< 1Prr, 2Prr >, = -5
V6
< 1Prr, 3Prr > = 5

~| S

< Prr, 3Prr > =
olur.

Onerme 2.2.7 ye gore

e Py ile ,Prp noktalarini birlestiren jeodezik parcasi yoktur.
e Py ile ;Pr; noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.

e Py ile ;Prpnoktalarin birlestiren jeodezik pargasi time-like dir.

Durum 7
V6 V6
1Prr = (_\/Z_ 7'_7)
V6 V6
2Prr = (_\/ZT'?)

SP;T =(0,0,-1)
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noktalar1 g6z oniinde bulundurulursa

< 1Prr, 2Prr >, = -5

>

< 1Prr, 3Prr > =

* * \/6
< Prr, 3Prr >L=_7

elde edilir.
Onerme 2.2.7 ye gore

e Py ile ,Prp noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.
e Py ile ;Prp noktalarini birlestiren jeodezik pargasi time-like dir.

e Py ile ;Prp noktalarimi birlestiren jeodezik pargasi yoktur.

Durum 8
V6 V6
Pi.=(W2,—,—
14 TT \/_’ 2 ) 2)
V6 6
ZP;:T - (_\/E!7'7)

sPrr = (0,0,—-1)
noktalar1 igin

< 1Prr, 2Prr >, =5

* * ‘Jg
< 1Prr, 3Prr >L=_7
* * ‘Jg
< 2Prr, 3Prr >L=_7

bulunur.
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Onerme 2.2.7 ye gore

e Py ile ,Pr; noktalarini birlestiren jeodezik pargasi time-like dir.
e ,Prpile ;Ppp noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.

e Py ile ;Prp noktalarini birlestiren jeodezik parcasi yoktur.

Sekil 3.6 De Sitter uzayda TTT Uc¢gen

Sonu¢ Durum 4 ve Durum 5 de elde edilen ti¢cgenler simetrik ticgenlerdir.

3.4.3 SST Ucgen

i,j,k = 1,2,3 vei .—,t] * k |g|n < Ni!Ni >L> 0,< ]VJ,IV] >L< 0ve< Nk'Nk >L< 0
olmak tzere H;, H;, Hy hiperdizlemleri ile SZ nin arakesiti S? tizerinde bir ticgensel

bolge olusturur. Bu tiggenin ayritlarindan iki tanesi space-like, bir tanesi de time-like

jeodeziktir.
Ornek

Hy:V2x + y=0
Hy:\2x—y =0
H3:Z =0
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hiperdiizlemleri alinirsa

N, = (V2,1,0), < N, N; >= -1
N, = (vV2,-1,0), < Ny, N, >= —1
N; = (0,0,1), < Ny, N3 >=1

oldugundan H, H, space-like hiperdizlemler, H; time-like hiperdizlemdir.

Ayrica
V2 1 0
det|\2 -1 o|#0
0 0 1

dir. Dolayistyla bu hiperdiizlemlerin de Sitter uzay ile arakesitlerine bakildiginda,
Hy:V2x—y =0

Hy;:z=0

hiperdtzlemlerine (3.10) formilleri uygulanirsa ;P noktasi

1Psr = (%,y,2) = (F1,FV2,0)

seklinde bulunur.

Hi:\V2x+y=0
H3:z=20
hiperduzlemlerine (3.10) formiilleri uygulanirsa ,Ps; noktasi

2Psr = (x,y,2) = (1, V2, 0)

olur.
Hi:\V2x+y=0
Hz:\/fx—y =0
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hiperdizlemlerine (3.11) formulleri uygulanirsa 5Pss noktasi

3Pss = (x,y,2) = (0,0, 1)

elde edilir.

Bu noktalar

IPST = (_11 _\/Er 0); 1P;T = (1, \/E, 0)
2Psr = (1, _\/Z 0), ZP;T = (_1'\/2 0)
3PSS = (0,0,1), 3P§S = (0,0, —1)

seklinde alinsin.

Ozellik 3.3.1 g6z oniinde bulundurulursa ;Psy, ,Psr, 3Pss, 1Pir, 2Par, 3Pes noktalar

arasindan secilebilecek 8 farkli nokta i¢liisii vardir.

Durum 1

1Psr = (=1, —V2, 0)

2Psr = (1, -2, 0)

sPss = (0,0,1)

noktalar1 géz 6niinde bulundurulursa
< 1Psr, 2Psr >1,=3

< 1Psr, 3Pss >, =0

< 2Psr, 3Pss >, =10

elde edilir.

Onerme 2.2.7 ye gore

e Psrile ,Pgr noktalarini birlestiren jeodezik pargasi time-like,

o Py ile ;Pss noktalarimi birlestiren jeodezik parcasi space-like,
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e ,Pg ile 3Pg¢ noktalarmi birlestiren jeodezik parcasi space-like dir.

Bu noktalar istenilen tiggensel bolgeyi olusturmaktadir.

Durum 2

1Psr = (=1, -2, 0)
2Psr = (=1,92,0)
3Pss = (0,0,1)
noktalari igin

< 1Py, 2Psr >, = -3
< 1Ps, 3Pss >, =0
< 2P, 3Pss >, =0
olur.

Onerme 2.2.7 ye gére

e Py ile ,P¢r noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.
e Py ile 5Pgs noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like dir.

e ,Pgrile 3P noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like dir.

Durum 3

1Psr = (1, \/E, 0)

2Psr = (1, -2, 0)

sPss = (0,0,1)

noktalar1 g6z oniine alinirsa

< 1Psr, 2Psy >1= -3
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<Pf, 3PSS >L=O

< 2Psr, 3Pss >, =0
bulunur.

Onerme 2.2.7 ye gére

o P ile ,Pgr noktalarini birlestiren jeodezik parcasi yoktur.
o  Perile ;Pss noktalarii birlestiren jeodezik parcasi space-like,

e Py ile ;Pgg noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like dir.

Durum 4

1Psr = (=1, -2, 0)
2Psr = (1, -2, 0)
sPss = (0,0,—1)
noktalari igin

< 1Psr, 2Psr >1,=3
< 1Psr, 3Pss >, =10
< 2Psr, 3Pss >, =0
elde edilir.

Onerme 2.2.7 ye gore

e Py ile ,Pgr noktalarini birlestiren jeodezik pargasi time-like dir.
e Pgrile ;P noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like dir.

o ,Psrile ;P¢g noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like dir.

Bu noktalar istenilen igcgensel bélgeyi olusturmaktadir.
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Durum 5

1Per = (1, V2, 0)

2Per = (—1’\/2 0)

sPss = (0,0,1)

noktalar1 goz ontine alinirsa
< 1Psr, oPsr >1,=3

< 1Psr, 3Pss >, =10

< 2Psr, 3Pss >, =0

olur.

Onerme 2.2.7 ye gore

e  Perile ,Pgr noktalarimi birlestiren jeodezik pargasi time-like dir.
e P ile 3Pgs noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like dir.

e ,Pgrile 3P noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like dir.

Bu noktalar istenilen liggensel bolgeyi olusturmaktadir.

Durum 6

1Per = (1, V2, 0)
2Psr = (1, -2, 0)
3Pss = (0,0,—1)
noktalar igin

< 1Psp, oPsp >1= =3
< 1Psr, 3Pss >, =0

< 2Py, 3Pss >, =0
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bulunur.
Onerme 2.2.7 ye gore

e P ile ,Pgr noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.
e Pgrile ;Pss noktalarini birlestiren jeodezik pargast space-like dir.

e Py ile 3PS noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like dir.

Durum 7

1Psr = (=1, -2, 0)

2Por = (=1,¥2,0)

3Pis = (0,0,—1)

noktalar1 goz 6niinde bulundurulursa
< 1Psr, 2Py >1= -3

< 1Psr, 3Pss >, =0

< 2Psr, 3Pss >, =0

elde edilir.

Onerme 2.2.7 ye gore

e Py ile ,P¢r noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.
e Pgpile ;Pgs noktalarin birlestiren jeodezik parcasi space-like dir.

e ,Perile ;Pgs noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like dir.
Durum 8
1Psr = (1, V2, 0)
2Por = (_1:\/5: 0)

sPss = (0,0,-1)
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noktalari igin

< 1Psr, 2Py >1=3

< 1Psr, 3Pss >, =0

< 2P, 3Pss >, =0

bulunur.

Onerme 2.2.7 ye gore

e ,Pgrile ,Pgr noktalarini birlestiren jeodezik pargasi time-like dir.
e Pgrile ;Pss noktalarmi birlestiren jeodezik pargasi space-like dir.

o ,Pgrile ;Pss noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like dir.

Bu noktalar istenilen tiggensel bolgeyi olusturmaktadir.

Sekil 3.7 De Sitter uzayda SST ucgen

Sonug¢ Durum 1 ve Durum 4 de elde edilen tggenler ile sirasiyla Durum 8 ve Durum 5
de elde edilen liggenler simetrik Ucgenlerdir.
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3.4.4 STL Ucggen

i,j,k = 1,2,3 ve 1 i] * k I(;II’] < Ni’Ni >L> 0,< ]V],IV] >L= 0,< NklNk >L< 0
olmak Uzere H;, H;, H, hiperduzlemleri ile S2Z nin arakesiti SZ Uzerinde bir lcgensel

bolge olusturur. Bu iiggenin ayritlarindan bir tanesi space-like, bir tanesi time-like, bir
tanesi de light-like jeodeziktir.

Ornek
le\/ix—yzo
H2:x+\/§y=0
H3:x+z=0

hiperdiizlemleri alinirsa

N, = (vV2,-1,0), < Ny, Ny >= —1
N, = (1,vV2,0), < Ny, N, >=1
N; =(1,0,1), < N3,N; >=0

oldugundan H, time-like, H, space-like ve H; light-like hiperdizlemlerdir.

Ayrica
V2 -1 0
det| 1 2 o|#0
1 0 1

dir. Dolayisiyla bu hiperdiizlemlerin de Sitter uzay ile arakesitlerine bakildiginda,
Hy:x +vV2y =0

Hy:x+z=0

hiperdtzlemlerine (3.14) formulleri uygulanirsa Py, noktasi

1Prp = y,2) = (i\/i.$1, i\/i)
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seklinde bulunur.

Hl:\/ix—y=0
H3:x+Z:O

hiperduzlemlerine (3.13) formidilleri uygulanirsa ,Ps; noktasi

— 1 — — 1
ZPSL =(x!.VJZ)=(+EJ+1!+_)

V2
olur.
Hi:V2x—y=0
Hy:x +V2y =0

hiperdizlemlerine (3.10) formalleri uygulanirsa 3Pgy noktasi
sPsr = (x,y,2) = (0,0, +1)

seklinde elde edilir.

Bu noktalar,

1Prp = (\/Z _1"/5) , 1Prp = (_‘/z 1, _\/E)
2Ps1 =(_%’_1'_%)’ 2P§L=(\/L§'1’%§)
sPsr = (0,0, —1), sPér = (0,0,1)

seklinde alinsin.

Ozellik 3.3.1 g6z oniinde bulundurulursa {Pr;, ,Ps;., 3Psr, 1Pr1, 2Pei, 3Per noktalari

arasindan segilebilecek 8 farkli nokta ti¢liisii vardir.
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Durum 1

1Pr, = (\/Z _1"/5)

1 1

P = __i_lr__
24 SL ( \/E \/E

)

BPST = (0,0, _1)
noktalar1 gbz oniinde bulundurulursa
< 1Prp 2Py >1=1

< 1Prp, 3P >, = —V2

1
< 2P, 3Psr >L=E
elde edilir.

Onerme 2.2.7 ye gére

e Py ile ,Ps; noktalarini birlestiren jeodezik parcasi light-like dir.
e Py ile ;Pgr noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.

o P ile ;Psr noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like dir.

2. Durum

1Pr, = (\/Z _1"/5)

1 1
Py = (—=,1—=
24 SL (\/E \/z)

BPST = (0,0, _1)
noktalari igin
< 1Prp, 2Ps, >1=—1

< 1Prp, 3Py > = -2
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< 2Py, 3Psy > = —

Nl =

bulunur.

Onerme 2.2.7 ye gore

o Py ile ,P¢; noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.
e Py ile ;Pg; noktalarini birlestiren jeodezik parcasi yoktur.

e P ile ;Pgr noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like dir.

Durum 3

1P7tL = (—\/E, 1, _\/E)

P = (et L
ZSL_( \/E, ’ \/E)

3Psr = (0,0,-1)
noktalar1 g6z oniinde bulundurulursa
< 1Prp, 2Psp >1= -1

< 1Prp, 3Psr >, =2

1
< 2P, 3Psr > :ﬁ
olur.

Onerme 2.2.7 ye gére

e Py ile ,P5; noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.
e Py ile ;Pg; noktalarini birlestiren jeodezik parcasi time-like dir.

o P ile ;Psr noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like dir.
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Durum 4

1Pr, = (\/Z _1"/5)

1 1

P = __i_lr__
24 SL ( \/E \/E

)

sPsr = (0,0,1)
noktalar1 igin
< 1Prp, 2P, >1=1

< 1Pry, 3P >, =2

< P, 3Psr >, = —ﬁ
bulunur.

Onerme 2.2.7 ye gore

e Py ile ,Ps; noktalarii birlestiren jeodezik parcasi light-like dir.
o Py ile ;P& noktalarini birlestiren jeodezik pargasi time-like dir.

o P ile ;Psr noktalarini birlestiren jeodezik parcasi space-like dir.

Bu noktalar istenilen iiggensel bolgeyi olusturmaktadir.

Durum 5

1Pr = (_\/Z 1, _\/E)

1 1
Py = (—=,1,—
25 SL (\/E \/E)

sPsr = (0,0,-1)
noktalar1 goz oniine alinirsa
< 1Prp, 2Psy >1=1

< 1Pr1, 3Psr >, =2
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< 2Py, 3Psy > = —

Nl =

elde edilir.
Onerme 2.2.7 ye gore

o Py, ile ;P noktalarini birlestiren jeodezik parcasi light-like,
e Py ile ;Psr noktalarini birlestiren jeodezik pargasi time-like,

e P ile ;Pg; noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like dir.

Bu noktalar istenilen tiggensel bolgeyi olusturmaktadir.

Durum 6

1Pr. = (_‘/z 1, _\/E)

1 1

NG RN

2P, = (—

sPsy = (0,0,1)
noktalari igin
< 1Prp, 2P, > =1

< 1Pj, 3P >, =—V2

< 2Ps, 3Psr >, =—

1
V2
elde edilir.

Onerme 2.2.7 ye gore

e Py ile ,Ps; noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.
e Py, ile ;P& noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.

o P ile ;Psr noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like dir.
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Durum 7

1Pr, = (\/Z _1"/5)

1 1
Py = (—=,1—=
24 SL (\/E \/z)

sPsr = (0,0,1)
noktalar1 g6z énunde bulundurulursa
< 1Prp, 2Ps >1=—1

< 1Prp, 3PS*T >L=\/E

< ZPS*L: 3P5*T > =ﬁ
elde edilir.

Onerme 2.2.7 ye gére

e Py ile ,P¢; noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.
o Py ile 3P noktalarini birlestiren jeodezik pargasi time-like dir.

e P ile ;P¢ noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like dir.

Durum 8

1P7tL = (—\/E, 1, _\/E)

1 1
Ps; = _;1)_
24 SL (\/E \/E)

3P§T = (0,0,1)
noktalari igin
< 1Prp, 2P, >1=1

< 1Pry, 3PS*T > = _\/E
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< Py, 3Psr > =

V2
olur.

Onerme 2.2.7 ye gore

e Py, ile ,P¢ noktalarini birlestiren jeodezik pargasi light-like dir.
e . Pr, ile ;Pg; noktalarini birlestiren jeodezik parcasi yoktur.

e P ile ;Pg; noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like dir.

Sekil 3.8 De Sitter uzayda STL lggen

Sonug Durum 4 ve Durum 5 de elde edilen tcgenler simetrik tGggenlerdir.

3.4.5 SSL Ucgen

k=123 ve i#j#k icin <N;,N;>.<0,<N;,N; > <0,<N, N> =0
olmak Uzere H;, H;, H, hiperduzlemleri ile S2Z nin arakesiti SZ Uzerinde bir lcgensel
bolge olusturur. Bu liggenin ayritlarindan iki tanesi space-like, bir tanesi de light-like

jeodeziktir.
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Ornek

Hy:V5x =2y =0
Hy:\V2x+y=0
H3:3x+3z=0

hiperdizlemleri alinirsa

N, = (V5,-2,0),< Ny, Ny >= —1
N; = (V2,1,0),< Ny, N, >= —1
N; =(3,0,3),< N3,N; >=0

oldugundan H,; ,H, space-like hiperdizlemler, H; light-like hiperdiizlemdir.

Ayrica
V5 -2 0
det{\2 1 o0o|#0
3 0 3

dir. Dolayisiyla bu hiperdiizlemlerin de Sitter uzay ile arakesitlerine bakildiginda,
Hy:\V2x+y=0
H3:3x+3z=0

hiperdtzlemlerine (3.14) formilleri uygulanirsa ;Pg; noktasi

1 1

1Ps, = (x,y,2) = (iﬁ'$1:iﬁ)
seklindedir.

Hi: V5x — 2y =0

H3:3x+3z=0

hiperdtzlemlerine (3.14) formulleri uygulanirsa ,Ps; noktasi
2Py = (x,y,2) = (?%,11,?\/2—5)
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bulunur.

Hy:V5x —2y =0
Hy:V2x+y =0
hiperduzlemlerine (3.11) formdlleri uygulanirsa ;Ps¢ noktasi

sPss = (x,¥,z) = (0,0, +1)

olur.

Bu noktalar

1Ps1 =(%,—1,\/—1§), 1P5 =(_%’1’_\/L§)
2Ps;, = (_\/z_g)_l'_\/z_g)' 2Ps, = (\/2_3'1’\/2_3)
sPgs = (0,0,-1), sPss = (0,0,1)

seklinde alinsin.
Ozellik 3.3.1 g6z onuinde bulundurulursa ;Pg; , 5Py, 3Pss, 1Pe;, 2Psr, 3Pes noktalar:

arasindan segilebilecek 8 farkli nokta ti¢liisii vardir.

Durum 1
P —(1 1 1)
14 SL \/i’ ‘\/E

2Ps, = (‘%'_L_%)

sPss = (0,0,—1)
noktalar1 gbz oniinde bulundurulursa

< 1P, oPs, >1=1
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1
< 1Psy,, 3Pss >L:_ﬁ

2
< 2Pgp, 3Pss >L:E
elde edilir.

Onerme 2.2.7 ye gore

e P ile ,Pg noktalarini birlestiren jeodezik pargasi light-like,
e Py ile ;Pgs noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like,

e P ile ;Ps¢ noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like dir.

Bu noktalar istenilen iiggensel bolgeyi olusturmaktadir.

Durum 2
P —(1 1 1)
14 SL \/7, '\/E

p: —(2 1 2)

2t SL \/g' '\/g
3Pss = (0,0,—1)
noktalari igin
< 1Ps, 2Pg >1=—1

1
< 1Py, 3Pss > = ——=

V2
. 2
< 2Ps1, 3Pss >L=_E

olur.
Onerme 2.2.7 ye gére

e P ile ,Pg noktalarini birlestiren jeodezik parcasi yoktur.

e P ile 3Pss noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like dir.
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e ,Pg ile ;P noktalarimi birlestiren jeodezik parcasi space-like dir.
Durum 3
= (-1 -1
14 SL \/i’ ’ \/E
pu=(-21-2)
24 SL \/gl ) \/g

3Pss = (0,0,—1)
noktalar1 g6z 6nunde bulundurulursa

< 1Py, 2Ps, >=—1

1
< 1Psp, 3Pss >L:ﬁ
2
< 2Pgp, 3Pss >L:E

olur.

Onerme 2.2.7 ye gére

e P¢ ile ,Ps; noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.
e Pg ile 3Pss noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like dir.

e P ile ;Pss noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like dir.

Durum 4
P —(1 1 1)
1SL_\/§’ '\/E

P = ( 21 2)
28SL — \/g' ’ \/g
3P;S = (01011)

noktalar1 goz oniine alinirsa
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< 1P, oPs, >1=1

1
< 1Psy,, 3Pss >L=ﬁ

2
< Psp, 3Pss > = _E
bulunur.

Onerme 2.2.7 ye gére

e P ile ,Pg noktalarini birlestiren jeodezik pargasi light-like,
o P ile 3P noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like,

e P ile ;P¢s noktalarin birlestiren jeodezik pargasi space-like dur.

Bu noktalar istenilen liggensel bolgeyi olusturmaktadir.

Durum 5

p*—( Ly 1)
14 SL \/i” \/E

e
28SL — \/g' '\/g
3PSS = (0,0, _1)
noktalar1 goz oniinde bulundurulursa

< 1Py, 2P, >1=1

1

< 1Psp, 3Pss >L:ﬁ
. 2
< 2Psp, 3Pss >L:_E

elde edilir.
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Onerme 2.2.7 ye gére

o P¢ ile ,Ps; noktalarini birlestiren jeodezik pargasi light-like,
e ,Pg ile 3Pss noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like,

o P ile ;Pss noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like dir.

Bu noktalar istenilen tiggensel bolgeyi olusturmaktadir.

Durum 6
Py = (-L1-L)
14SsL — \/7" \/E

2Ps;, = (‘%'_1'_%)

3P;S = (0,0,1)
noktalari igin

< 1Py, 2Ps, >1=—1

< 1Py, 3Pss >, = —

V2

. 2
< Psp, 3Pss > = _E
bulunur.

Onerme 2.2.7 ye gére

e Pg ile ;P noktalarimi birlestiren jeodezik pargasi yoktur.
e, Pg ile ;P¢s noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like dur.

e P ile ;Pgs noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like dir.
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Durum 7
P —(1 1 1)
14 SL \/i’ ‘\/E

P —(2 1 2)
24 SL \/g’ '\/g
3P;S = (0,0,_1)
noktalar1 g6z 6éninde bulundurulursa

< 1Ps, 2Pg >1=—1

1
< 1Psy,, 3Pss >L:ﬁ
< 2Psp, 3Pss >L:ﬁ

elde edilir.
Onerme 2.2.7 ye gore

e P ile ,P5 noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.
e Pg ile 3Pss noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like dir.

e P ile ;P¢s noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like dir.

Durum 8

p*—( Ly 1)
14SL — \/7" \/E
p*—(z 12)
24 SL \/g’ '\/g

SP;S = (0,0,1)
noktalar1 géz oniine alinirsa

< 1P, 2P, >1=1
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< 1Py, 3Pss >, = —

V2
< 2Psp, 3Pss >L:ﬁ
bulunur.

Onerme 2.2.7 ye gore

e P ile ,Ps; noktalarini birlestiren jeodezik pargasi light-like dir.
o ,Pg ile ;P¢s noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like dir.

e P ile ;Pgs noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like dir.

Bu noktalar istenilen liggensel bolgeyi olusturmaktadir.

Sekil 3.9 De Sitter uzayda SSL Uggen

Sonug Durum 1 ve Durum 4 de elde edilen tggenler ile sirasiyla Durum 8 ve Durum 5

de elde edilen ticgenler simetrik Gicgenlerdir.
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3.4.6 LLS Uggen

Lj, k=123 vei#j+#kigin <N,N; >=0,<N;,N; >,=0 ve <Ny, N, >.<0
olmak Uzere H;, H;, H, hiperduzlemleri ile S2Z nin arakesiti SZ Uzerinde bir lcgensel

bolge olusturur. Bu tiggenin ayritlarindan iki tanesi light-like, bir tanesi de space-like

jeodeziktir.

Ornek

Hi:x+y=0

Hy:V2x + y—z=0
Hy:\V2x+2z=0

hiperdiizlemleri alinirsa

N, = (1,1,0), < Ny, Ny >= 0

N, = (V2,1,-1), < Ny, N, >=0
N; = (V2,0,1), < N3, Ny >= —1

oldugundan Hy, H, light-like hiperdizlemler, H; space-like hiperduzlemdir.

Ayrica
1 1 0
det|vV2 1 —1|[#0
V2 0 1

dir. Dolayisiyla bu hiperdiizlemlerin de Sitter uzay ile arakesitlerine bakildiginda,
H,: V2x + y—z=0
Hj: V2x+z=0

hiperdizlemlerine (3.14) formiilleri uygulanirsa ;P; ¢ noktasi

o2 )
3 3

1 _
1Ps = (x,9,2) = <i§.+
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seklinde bulunur.

Hi:x+y=0

Hy:\V2x+4+z=0

hiperduzlemlerine (3.14) formiilleri uygulanirsa ,P, ¢ noktasi
1 _1

Prs=(,y,2) = (iﬁ'-l_ﬁ'il)

seklinde olur.

Hi:x+y=20
Hz:\/ix+y—2=0

hiperduzlemlerine (3.12) formdilleri uygulanirsa ;P;; noktasi

1 1
Py =xyz =(¢ ,t ,J_rl)
31LL ( y ) \/7_1 \/5—1

seklindedir.
Bu noktalar
1Prs = é (1,-2V2,v2), 1Pls = é (—1,2v2,—V/2)
1 . 1
2PLs = V2 (1,-1,v2), 2Prs = 7 (-1,1,—2)
1 . 1
3PLL :m(_l’l’ﬁ_ 1), 3PLL :E(l'_l,_(ﬁ_ 1))

seklinde alinsin.

Ozellik 3.3.1 goz 6ninde bulundurulursa ,P;s, 2P, 3Pir, 1Pis, 2Pfs, 3P; noktalari

arasindan secilebilecek 8 farkli nokta ti¢liisii vardir.
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Durum 1

1
1Prs = § (1, _2\/7' \/E)

1
2Prs = ﬁ(l’—ll ‘/E)
3PLL—W_ (-1LLv2 -

noktalar1 goz 6niinde bulundurulursa

1+ 22
32

< 1Prs, 2Prs >1=
< 1P, 3P > =1
< 2Pis, 3P, > =1

elde edilir.

Onerme 2.2.7 ye gore

e P sile ,P ¢ noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like dir.
e P sile 3P;; noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.

e P ¢ile 3P, noktalarin birlestiren jeodezik pargasi light-like dir.

Durum 2

1
1Prs = § (1, —2\/2 \/E)

1
2Pis = = (-11,—V2)
3PLL—\/__ (-1L1,V2-1)

noktalar i¢in
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—1-2V2
3v2

< 1Prs, 2Pls >1=
< 1P, 3P > =1
< Pl 3P > =1
bulunur.

Onerme 2.2.7 ye gore

e P sile 5P/ noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like dir.
e P sile 3P, noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.

e ,P/sile ;P;; noktalarini birlestiren jeodezik pargas1 yoktur.

Durum 3

1
1Prs = 3 (_1;2\/2 _‘/E)

1
2PLs = ﬁ(lr_l' \/E)
3PLL—\F_ (-11V2-1)

noktalar1 goz oniine alinirsa

—1-2V2
3v2

< 1Pls, 2Prs >1=
< 1Pls 3P >1=1
< Prs 3P > =1

bulunur.

Onerme 2.2.7 ye gore

e P/sile ,P ¢ noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like,

e P/sile ;P;; noktalarini birlestiren jeodezik parcasi light-like,
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e P ¢ile 3P;; noktalarini birlestiren jeodezik pargasi light-like dir.

Bu noktalar istenilen G¢gensel bolgeyi olusturmaktadir.

Durum 4

1
1Prs = § (1, _2\/5' \/E)

1
Po=—(1,-1,V2
21 LS \/E( )
Py =——(1,-1,—V2+1
31LL \/7_1( )

noktalar1 goz 6niinde bulundurulursa

< Pigy oPug = 2
14LS» 20 LS ~L— 3\/7

< 1P, 3P > =1
< P, 3P > =1
elde edilir.

Onerme 2.2.7 ye gore

e P sile ,P; ¢ noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like dir.
e P sile 3P/, noktalarin birlestiren jeodezik pargasi light-like dir.

e P ¢ile 3P/, noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.
Durum 5

, 1
1Prs = 3 (_1'2\/2 _\/E)

1

2Pis = NGl (-11, —\/E)

1
P, =——(-11,V2 -1
34 LL \/7_1( )
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noktalari igin

1+2v2
< (P, Pl > = ——er
14 LSy 2YLS ~L 3\/7

< 1Prs, 3P > =1
< 2Prs 3P > =1
olur.

Onerme 2.2.7 ye gore

e P/sile ,P/ noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like dir.
e P/sile ;P;; noktalarimi birlestiren jeodezik parcasi light-like dir.

e ,P/sile ;P noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.

Durum 6

1
1Pis =3 (=122, —V2)

1
Po=—(1,-1,v2
21 LS \/?( )
pr = (1,-1,—V2 +1)
341 LL \/5_1 ] ]

noktalar1 goz oniine alinirsa

—1-2V2
3v2

< 1Pls, 2Prs >1=
< 1Pis, 3P > =1
< 2P, 3P > =1

elde edilir.

Onerme 2.2.7 ye gore

e P/sile ,P ¢ noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like dir.

73



e P/sile 3P/, noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.

e P, ¢ile 3P/ noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.

Durum 7

1
1Prs = § (1, _2\/2 \/E)

1

Pis=—(-11,-V2
24 LS \/?( )
P;,=—(1,-1,—V2 +1
34 LL \/E— 1( )
noktalar i¢in
_-1-2V2

< 1Prs, 2Pls >1=

3v2
< 1P P >=1

< 2Ps 3P > =1
bulunur.

Onerme 2.2.7 ye gore

e P sile ,P/s noktalarmi birlestiren jeodezik parcasi space-like,
e P, sile 3P/, noktalarini birlestiren jeodezik parcasi light-like,

o ,P/sile 3P/ noktalarini birlestiren jeodezik pargasi light-like dir.

Bu noktalar istenilen tiggensel bolgeyi olusturmaktadir.

Durum 8

1
1P1fs = § (—1:2\/2 —\/E)

1

ZPzS = \/? (_1'1' _\/E)
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P, =—(1,-1,—V2 +1
31 LL \/7_1( )

noktalar1 goz oniinde bulundurulursa

< P p >_1+2\/§
14 LS 24 LS L 3\/5

< 1Pls P> =-1
< 2Prs 3P > =1
elde edilir.

Onerme 2.2.7 ye gore

e P/sile ,P/ noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like dir.
e P/sile 3P/, noktalarimi birlestiren jeodezik pargasi yoktur.

o ,P/sile 3P/, noktalarimi birlestiren jeodezik parcasi light-like dir.

Sekil 3.10 De Sitter uzayda LLS Uggen

Sonug¢ Durum 3 ve Durum 7 de elde edilen ti¢cgenler simetrik ticgenlerdir.
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3.4.7 SSS Ucggen

Lj, k=123 vei#j+#kigin <N,N; > <0,<N;,N; >,<0 ve <Ny, N, ><0
olmak Uzere H;, H;, H, hiperduzlemleri ile S2Z nin arakesiti SZ Uzerinde bir lcgensel

bolge olusturur. Bu liggenin ayritlarinin her Ggl de space-like jeodeziktir. Bu tggenler

biiziilebilen ve biiziilemeyen olmak iizere iki gesittir.

Herhangi bir {P;, P;, P} kése noktalarina sahip space-like bir de Sitter tggenin

bliziilemeyen iiggen olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

i, —1<<P,P;>,<0,-1<<P,P,>,<0,-1<<P,P,><0

. <P,P>=01iken—-1<<P,P, > <0ve—-1<<P,P, > <0
kosullarindan birinin saglanmasidir.
Yukaridaki iki sartin haricinde
—1<<P,P;><1,-1<<P,P><1 -1<<P,P><1

esitsizliklerini saglayan {Pi,Pj,Pk} kose noktalarma sahip her space-like Ucgen

blzilebilir Gggendir.

Ornek

Hi:\V2x+y=0
Hz:\/ix—y=0
H3:\/§x+z= 0

hiperdiizlemleri alinirsa

N; = (v2,1,0),< Ny, Ny >= —1
N, = (vV2,-1,0),< Ny, N, >= —1
N3 = (v/2,0,1),< N3, N3 >= —1

oldugundan H,, H, ve H; space-like hiperdizlemlerdir.
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Ayrica

v2 1 0
det|\2 -1 o|#0
V2 0 1

dir. Dolayisiyla bu hiperdiizlemlerin de Sitter uzay ile arakesitlerine bakildiginda,

H,: V2x — y=0
Hj: V2x+z=0
hiperdtzlemlerine (3.11) formiilleri uygulanirsa ;Psg noktasi

1 _+2 _x/§>

1Pss = (x,y,2) = ($E’+ﬁ'+ﬁ

seklinde bulunur.
Hy:V2x + y=0

H3:\/§x+2=0

hiperdtzlemlerine (3.11) formiilleri uygulanirsa ,Ps¢ noktasi

P ( ) <+ ! 1\/7 +\/§>
== x; ;Z = I —, = L=
21 SS y \/§ \/§ \/§
olur.

Hi:V2x+y=0

Hy:V2x—y =0

hiperduzlemlerine (3.11) formiilleri uygulanirsa ;Ps¢ noktasi
sPss = (x,¥,2) = (0,0, £1)

seklindedir.
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Bu noktalar

P _<_L V2 _Q> P <LQE>
TN B) RANERVERE

_<L _V2 E) p: _<_L V2 _£>
#8333/ #ETNVEVE B
3Pss = (0,0,1), sPss = (0,0,-1)

seklinde alinsin.

Ozellik 3.3.1 géz oniinde bulundurulursa ;Pg, ,Pss, 3Pss, 1Pss, 2Pss, 3Pss noktalari

arasindan segilebilecek 8 farkli nokta ti¢liisii vardir.

Durum 1

P —1( 1,—V2,—V2)
155_\/§ ) ]

P —1(1 V2,2)
ZSS_\/g ) )

3Pss = (0'0'1)

noktalar1 gbz oniinde bulundurulursa

1
< 1Pss, 2Pss >1=3

3
V2
< 1Pgs, 3Pss >L=_ﬁ
V2
< 2Pss, 3Pss >L:ﬁ

elde edilir.
Onerme 2.2.7 ye gore

e Py ile ,Ps¢ noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like,

e Py ile ;Pss noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like,
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e ,Pgile ;P noktalarimi birlestiren jeodezik parcasi space-like dir.

Bu noktalar istenilen {iggensel bolgeyi olusturmaktadir. Bu Ucggen buzilebilir bir

ucgendir.

Durum 2

Pys = —=(~1,—VZ —V2)
11 8S — \/§ ) ]

Pis = —=(~1,vZ, —2)
21 S8S — \/§ ) )

3P55 = (0,0,1)

noktalar1 igin

1
< 1Pss, 2Pss > 1= 3

V2
< 1Pss, 3Pss > = —ﬁ
V2
< 2Pss, 3Pss > = —E

bulunur.

Onerme 2.2.7 ye gore

e Py ile ,Pss noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like,
e ,Pgile ;P noktalarimi birlestiren jeodezik pargasi space-like,

e P ile ;Pss noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like dir.

Bu noktalar istenilen iiggensel bdlgeyi olusturmaktadir. Yukaridaki kosulu

sagladigindan bu icgen buzllemeyen bir Gggendir.
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Durum 3

1

1Pss = \/g(l,\/i,\/i)
1

2Pss = ﬁ 1, _\/Z \/E)

3PSS = (0,0,1)

noktalar1 gbz oniinde bulundurulursa

1
< 1Pss, 2Pss > 1= ~3

V2
< 1Pgs, 3Pss >L=ﬁ
V2
< 2Pss, 3Pss >L:ﬁ

elde edilir.

Onerme 2.2.7 ye gore

e P ile ,Pss noktalarini birlestiren jeodezik parcasi space-like,
e P ile ;Pss noktalarini birlestiren jeodezik parcasi space-like,

e ,Pgile ;P noktalarimi birlestiren jeodezik parcasi space-like dir.

Bu noktalar istenilen (ggensel bolgeyi olusturmaktadir. Bu Uggen buzulebilir bir

ucgendir.

Durum 4
1

1Pss = ﬁ (-1 —\/Z —\/E)
1

2Pss = ﬁ 1, —\/Z \/E)

3P;S = (O!O: _1)

80



noktalari igin

1
< 1Pss, 2Pss >1=3

3
V2
< 1Pgs, 3Pss >L=ﬁ
. V2
< 2Pss, 3Pss >1 = _ﬁ

elde edilir.

Onerme 2.2.7 ye gore

e Py ile ,Ps¢ noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like,
o Py ile ;Pss noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like,

o P ile ;Pss noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like dir.

Bu noktalar istenilen (ggensel bolgeyi olusturmaktadir. Bu Uggen buzulebilir bir

ucgendir.
Durum 5

P = —=(1VZZ)
14sSS — \/g ’ ’

pry = — (-1,v2,—V2)
21Sss — \/g ) )

3P55 = (0,0,1)

noktalar1 goz oniine alinirsa

< 1Pss, 2Pss >1=3

3
. V2
< 1Pss, 3Pss >L:ﬁ
V2
< 2Pss, 3Pss > = —E
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bulunur.
Onerme 2.2.7 ye gore
e P ile ,P¢s noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like,

e P ile ;Pg¢ noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like,

o ,Pssile ;P noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like dir.

Bu noktalar istenilen Uggensel boélgeyi olusturmaktadir. Bu tggen buzilebilir bir
ucgendir.

Durum 6

Pe = — 1,V2,V2

1 SS_\/g( ) ) )
1

2Pss = ﬁ 1, —\/E. \/E)

sPss = (0,0,—1)

noktalari igin

1
< 1Pss, 2Pss >1= 3

V2
< 1Pss, 3Pss > = _ﬁ
. V2
< 2Pss, 3Pss > = _ﬁ
olur.
Onerme 2.2.7 ye gore

e Pssile ,Pgs noktalarimi birlestiren jeodezik pargasi space-like,
o P ile ;Pss noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like,

e ,Pgile ;Pgs noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like dir.
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Bu noktalar istenilen cgensel bolgeyi olusturmaktadir. Bu Ug¢gen buzilemeyen bir

ucgendir.

Durum 7

P —1( 1, —V2,—V2)
155_\/§ ) ]
P*—l( 1,v2,—V2)
ZSS_\/§ ) )

3P§S = (O'O' _1)

noktalar1 goz 6niinde bulundurulursa

< 1Pss, 2Pss >1= — 5

V2
< 1Pgs, 3Pss >L=ﬁ
V2
< 2P, 3Pss >L=ﬁ

elde edilir.

Onerme 2.2.7 ye gore

o P ile ,Pss noktalarimi birlestiren jeodezik pargasi space-like,
e Py ile 3PS noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like,

o ,Pssile ;Pss noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like dir.

Bu noktalar istenilen {iggensel bolgeyi olusturmaktadir. Bu Uggen buzilebilir bir
ucgendir.
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Durum 8

1
1Ps*s = ﬁ(l'ﬁ' \/E)
Pis = = (~1,VZ, 2
zss—\/g( N 4, )

3P;S s (0,0, _1)

noktalar1 igin

1
< 1Pss, 2Pss >L:§

V2

< 1Pgs, 3Pss >L=_ﬁ
V2
< 2Pss, 3Pss >L:ﬁ

bulunur.

Onerme 2.2.7 ye gore

e P ile ,Pss noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like,
e P¢sile ;Pgs noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like,

e ,Pgile ;P noktalarini birlestiren jeodezik pargasi space-like dir.

Bu noktalar istenilen {iggensel bolgeyi olusturmaktadir. Bu Uggen buzulebilir bir

ucgendir.
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Sekil 3.11 De Sitter uzayda SSS bizulebilen ticgen

Sonug Durum 1, 3 ve 4. de elde edilen (icgenler ile sirasiyla Durum 8, 7 ve 5. de elde

edilen tggenler bizulebilen simetrik tggenlerdir.

Sekil 3.12 De Sitter uzayda SSS biiziilemeyen ti¢gen

Sonug Durum 2 ve Durum 6 da elde edilen ti¢genler buzilemeyen simetrik tiggenlerdir.
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3.4.8 LLL Uggen
i,j,k=123vei+#j+#kigin

< Ni!Ni >L= 0,< IV],]V] >L= 0,< Nk!Nk >L= O,< Nl'Nl >L= 0

Ni IVJ Ni Nl'
olmak lzere H;, H;, Hy, H, hiperdizlemleri igin |N;[ # 0, |Ny| # 0, [Ni| # 0,|N;| # 0
Ny N, N N;

saglamyorsa H;, H; ; H;, Hy, ; H;, H; hiperdiizlemlerinin S nin arakesitinden elde edilen
Py, P, P; noktalar1 Sf tizerinde her ti¢ aynt1 light-like jeodezik olan bir iicgensel bélge

olusturur. Ayrica bu ¢genler dejenere Gggenlerdir.
Ornek

Hy: V2x + y+z=0

H,: V2x — y—z=0

Hj: V2x + y—z=0

H,: V2x — y+z=0
hiperdiizlemleri alinirsa

N, = (V2,1,1),< N;,N; >= 0

N, = (V2,-1,-1),< Ny, N, >=0
N; = (V2,1,-1),< N3,N; >=0
N, = (¥V2,-1,1),< N3,N; >= 0

oldugundan H,, H,, H; ve H, light-like (null) hiperduzlemlerdir.

Ayrica
V2 o1 o1 V2 -1 -1
det|\J2 -1 —-1|#0,det|\2 1 -1|#0,
V2 o1 -1 V2 -1 1
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V2 0101 V2 011
det{v2 1 -—1|#0,det|y2 -1 -1|#0
V2 -1 1 V2 -1 1

dir. Dolayisiyla bu hiperdiizlemlerin de Sitter uzay ile arakesitlerine bakildiginda,
Hy: V2x + y+z=0

H,: V2x — y—z=0

hiperdizlemlerine (3.12) formiilleri uygulanirsa 5P;; noktasi

V2 2
22)

P =(xy,2) = <O'i_'i_

seklindedir.

HyiV2x+y+z=0

Hy:\V2x+y—2z=0

hiperduzlemlerine (3.12) formdlleri uygulanirsa ,P,; noktasi
P = (x,y,2) = (F1, +V2, 0)

olur.

Hy: V2x + y+z=0

HyV2x—y+2z=0

hiperdizlemlerine (3.12) formiilleri uygulanirsa ,P;; noktasi
1P, = (x,y,2) = (£1,0,+V2)

seklinde bulunur.

Bu noktalar

1P = (1,0, \/E), 1P = (=10, _\/7)
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ZPLL = (_1: \/ii 0): ZPZL = (1, _\/E, 0)

V2 V2 V2 V2
3P, = (0'7:7> 3P, = (0:—7:—7)

seklinde alinsin.

Ozellik 3.3.1 goz 6nlnde bulundurulursa ,P;;, »P;;, 3Pi., 1Pi1, 2P;1, 3P;; noktalar:

arasindan segilebilecek 8 farkli nokta ti¢liisii vardir.

Durum 1
P = (1,0,v2)
2P = (—1;\/5, 0)

V2 V2
3P = <0'7'7>

noktalar1 goz oniinde bulundurulursa
< 1Py, 2P >1=1

< 1Py, 3P > =1

< 2Py, 3P > =1

elde edilir.

Onerme 2.2.7 ye gore

e P, ile ,P;; noktalarini birlestiren jeodezik parcasi light-like,
e P, ile 3P;; noktalarini birlestiren jeodezik pargasi light-like,

e P, ile 3P;; noktalarini birlestiren jeodezik parcasi light-like dir.

Bu noktalar istenilen tiggensel bolgeyi olusturmaktadir.
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Durum 2
1PLL = (1,0,\/5)
ZPZL S (1, _\/E, 0)

(N2 V2
3P, = (077>

noktalari igin

< 1P 2P >1=—1
< 1P P> =1
< JPp, P> =-1
bulunur.

Onerme 2.2.7ye gore

e P, ile ,P/; noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.
e P, ile 3P, noktalarimi birlestiren jeodezik parcasi light-like dir.

e P/ ile 3P;; noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.

Durum 3
P = (-1,0,—2)
P = (-1,v2,0)

(V22
3P = <077>

noktalar1 goz oniine alinirsa
< 1P 2P >1=—1
< 1P 3P > =1

< Py 3Py > =1
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elde edilir.

Onerme 2.2.7 ye gore

e P/, ile ,P;; noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.
e P/, ile ;P;; noktalarimi birlestiren jeodezik pargasi yoktur.

e P, ile 3P;; noktalarini birlestiren jeodezik pargasi light-like dur.

Durum 4
P = (1,0,v2)
ZPLL = (_1, \/E, 0)

VI V2
Pl =(0-5 .~
2 2

noktalar igin

< 1Py, 2P >1=1
< 1P 3P > =1
< 2Py, 3P > =1
bulunur.

Onerme 2.2.7 ye gore

e P, ile ,P;; noktalarini birlestiren jeodezik pargasi light-like dir.
e P, ile 5P/, noktalarimi birlestiren jeodezik pargasi yoktur.

e P, ile P/, noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.

Durum 5
P =(-1,0,—V2)
P =(1,-2,0)
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(V22
3P = <077>

noktalar1 goz 6niinde bulundurulursa
< 1Pl P >1=1

< 1P Py > =-1

< 2P 3P > =1

elde edilir.

Onerme 2.2.7 ye gore

e P/ ile ,P/; noktalarini birlestiren jeodezik pargasi light-like dir.
e P/, ile 3P;; noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.

e P/, ile ;P;; noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.

Durum 6
P =(-1,0,—V2)
ZPLL = (_1, \/E, 0)

pe — (o V2. V2
3V LL — ) 2' 2

noktalari igin

< 1Pp, 2P >=—1
< 1P 3P > =1
< 2P 3P > =1
olur.

Onerme 2.2.7 ye gore

e P/, ile ,P;; noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.
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e P/ ile 3P/, noktalarini birlestiren jeodezik pargasi light-like dir.

e P, ile 3P/, noktalarimi birlestiren jeodezik pargasi yoktur.

Durum 7
P = (1,0,v2)
PrL = (1; —\/Z 0)

VI V2
P =(0-5 . —5
2 2

noktalar1 goz ontine alinirsa
< 1P 2P >1= 1

< 1P 3P > =1

< 2Pp, 3P > =1

elde edilir.

Onerme 2.2.7 ye gore

e P, ile ,P/; noktalarimi birlestiren jeodezik pargasi yoktur.
e P, ile 3P/, noktalarii birlestiren jeodezik pargasi yoktur.

o P/ ile 3P/, noktalarini birlestiren jeodezik pargasi light-like dur.

Durum 8
P = (-1,0,—2)
ZPZL S (1, _\/E, 0)

VI V2
P =(0-5 . —5
2 2

noktalar1 igin
< 1PiL, 2P >1=1
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< 1Pl 3P > =1
< oPp, 3P > =1
bulunur.

Onerme 2.2.7 ye gore

o P/ ile ,P/; noktalarini birlestiren jeodezik pargasi light-like dir.
e P, ile 3P/, noktalarini birlestiren jeodezik pargasi light-like dir.

e P, ile ;P noktalarini birlestiren jeodezik pargasi light-like dir.

Bu noktalar istenilen tiggensel bolgeyi olusturmaktadir.

Sekil 3.13 De Sitter uzayda LLL dejenere tiggen

Sonu¢ Durum 1 ve Durum 8 de elde edilen ti¢cgenler simetrik dejenere tcgenlerdir.

3.49 TTL Ucgen

< NiiNi >L> 0,< IV],IVJ >L> 0,< Nk'Nk >L= 0 Olmak Uzere < Nl',IVj >L< O,
< N;, N, >.< 0, < Nj, Ny >1.> 0 (i,j,k=1,23;i+j + k) ise H;, Hj, Hy
hiperdiizlemleri ile S? nin arakesiti S7 iizerinde bir iiggensel bolge olusturur. Bu

tiggenin ayritlarinin iki tanesi time-like, bir tanesi light-like jeodeziktir.
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Yukaridaki kosula denk olarak asagidaki sartlardan herhangi birisi saglanirsa yine ayni

Ozellikte bir ticgen elde edilir.

Ornek
u _\/7 +\/7
YTy

Light-like (null) dizlem time-like diizlemlerin normallerinin gerdigi
diizlem olmamalidir.

Iki time-like diizlem hiperbolik uzayda kesismemelidirler ¢iinkii boyle
bir durumda de Sitter uzayda kesismezler.

Hiperduzlemlerin normalleri lineer bagimsiz olmalidir.

z=0

Hy:y:x+y+z=0

Hy:x—y=0

hiperdiizlemleri alinirsa

V2 V2
Nl = <O,_ _>,< Nl'Nl >=1

2 )

2

Nz = (1,1,1),< Nz, N2 >= 1

N3 = (1,_1,0),< N3, N3 >=0

oldugundan H;, H, time-like hiperdiizlemler, H; light-like (null) hiperdizlemdir.

Ayrica
V2
0 -
det 2
1 1
1 -1

V2

21+0
1

0

dir. Dolayisiyla bu hiperdiizlemlerin de Sitter uzay ile arakesitlerine bakildiginda

Hy:x+y+z

Hy3:x—y =0

=0
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hiperduzlemlerine (3.13) formdalleri uygulanirsa ;Py; noktasi

1 1
Prp=Myz)=|%t5,t5,%1
1Prp = (x,y,2) (2 5 )
seklinde bulunur.

VZ V2
H1:7y+7Z:O

Hy3:x—y =20
hiperdizlemlerine (3.13) formiilleri uygulanirsa ,P;; noktasi
2Prp = (x,y,2) = (£1,£1,£1)

elde edilir.

V2 A2
H1:7y+7z =0

Hy:x+y+z=0

hiperdizlemlerine (3.9) formiilleri uygulanirsa ;Pr; noktast,

YRE
sPrr = (x,y,2) = <O,i7,i7>
bulunur.
Bu noktalar
p—(“1) p*—(1 11)
11 TL — 2’2' Y 141 TL — 2) 2!
.Pr, = (1,1,1), P, =(—-1,-1,-1)
V2 2 RE
sPrr =(0,—,— BP;‘T:(O'__'__)
2 2 2 2

seklinde alinsin.
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Ozellik 3.3.1 g6z 6niinde bulundurulursa {Pr;, Pr., 3Prr» 1Pr1, 2P7., 3P noktalari

arasindan secilebilecek 8 farkli nokta ti¢liisii vardir.

Durum 1

11
#r = (5.3:1)
2PTL = (1,1,1)

(V22
sPrr = (077>

noktalar1 géz oniine alinirsa
< 1Prp, 2Prp >1=1

3v2

< 1Prp, 3Prr > =—

< oPry, 3Prr >, =V2
elde edilir.
Onerme 2.2.7 ye gore

e Py ile ,P;; noktalarin birlestiren jeodezik pargasi light-like,
e Py, ile 3Py noktalarini birlestiren jeodezik pargasi time-like,

o Py ile 3Py noktalarini birlestiren jeodezik pargasi time-like dir.

Bu noktalar istenilen iiggensel bolgeyi olusturmaktadir.

Durum 2

P —(1 . 1)
14 TL — 2’2'

ZP;:L = (_1; _1' _1)

(V22
sPrr = (077>
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noktalari igin
< 1Pry, 2Pr, >1=—1

3v2

< 1Prp, 3Prr > =——

< 2Py, 3Prp >, = —V2
bulunur.
Onerme 2.2.7 ye gore

e Py ile ,P7; noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.
e Py, ile 3Pp noktalarini birlestiren jeodezik pargasi time-like dir.

e Py, ile 3Py noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.

Durum 3
p; —( L1 1)
11 TL — 2' 2’
2Prp = (1,1,1)

V2 V2
sPrr =10,—,—

2 2

noktalar1 g6z oniine alinirsa
< 1Pry, 2P, >1= -1

3v2
< 1Prp, 3Prr >, = T4

< oPry, 3Prr >, =V2
elde edilir.
Onerme 2.2.7 ye gore

e Py, ile ,P;; noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.
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e Py, ile ;Prp noktalarini birlestiren jeodezik parcasi yoktur.

o Py ile 3Pprnoktalarimi birlestiren jeodezik pargasi time-like dir.

Durum 4

11
#r = (5.301)
2Prp = (1,1,1)

VZ V2
Phr=(0- 5, -
2 2

noktalari igin
< 1Prp, 2Prp >1=1

R
< 1Prp, 3Prr >, = T4

< ,Pr,, 3Prr >L:_\/E
bulunur.

Onerme 2.2.7 ye gore

e Py ile ,Py; noktalarini birlestiren jeodezik pargasi light-like dir.
e Py, ile 3Py noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.

e Py, ile 3Py noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.

Durum 5

P = ( . 1)
14 TL — 2' 2’

ZP’;L = (_1,_1,_1)

(V2 V2
sPrr = (077)
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noktalar1 gbz 6niinde bulundurulursa
< 1Pry, o Prp>1=1

3v2
< 1Prp, 3Prr >, = T4

< oPfy, 3Prp > = V2
elde edilir.

Onerme 2.2.7 ye gore

e Py, ile ,P7; noktalarini birlestiren jeodezik pargasi light-like dir.
e, Pj, ile 3Pp; noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.

e Py ile 3Py noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.

Durum 6

p; —( L1 1)
11 TL — 2' 2’
2Prp = (1,1,1)

VI V2
Pir = (0= 5 ==
2 2

noktalar1 igin
< 1Prp, Prp >= -1

3v2

< 1Prp, 3Prr > =——

< 2Prp, 3Prr >, = -2
olur.

Onerme 2.2.7 ye gore

e Py, ile ,Pr; noktalarmi birlestiren jeodezik pargasi yoktur.

e, Pj, ile 3P;; noktalarini birlestiren jeodezik pargasi time-like dir.
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e ,P;; ile 3Py noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.

Durum 7

P —(1 . 1)
14 TL — 2'2’

ZP’;'L = (_1'_1:_1)

VI V2
S
2 2

noktalar1 goz oniine alinirsa
< 1Pry, 2Py >1= -1

* 32
< 1Prp, 3Prr > = _T

< LPpy, sPir > =2
bulunur.

Onerme 2.2.7 ye gore

e Py ile ,Py; noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.
e Py ile sPprnoktalarii birlestiren jeodezik pargasi yoktur.

e Py, ile 3P;; noktalarini birlestiren jeodezik pargasi time-like dir.

Durum 8

s (551
14 TL — 2' 2’

ZP’;'L = (_1'_1:_1)

VI V2
S
2 2

noktalar1 gbz 6niinde bulundurulursa
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< 1Prp, 2PrL >1=1

3v2

< 1Prp, 3Prr > =——

< 2Prp, 3Prr >L=\/E
elde edilir.

Onerme 2.2.7 ye gore

e .Pr, ile ,Pr; noktalarimi birlestiren jeodezik parcasi light-like,
e . Pr, ile ;P7; noktalarini birlestiren jeodezik parcasi time-like,

o ,Pr, ile ;P7p noktalarini birlestiren jeodezik pargasi time-like dir.

Bu noktalar istenilen tiggensel bolgeyi olusturmaktadir.

Sekil 3.14 De Sitter uzayda TTL Uggen

Sonug Durum 1 ve Durum 8 de elde edilen tcgenler simetrik ti¢genlerdir.
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3.4.10 LLT Uggen

< N;,N; >,=0,< N;,N; >,= 0,< Ny, N, >.> 0 (i, ),k = 1,2,3;i # j # k)olmak
tzere < N;, N; >1.< 0, < N;, Ny, >1.< 0, < N;, Ny, >.> 0 ise H;, H;, H hiperduzlemleri
ile 2 nin arakesiti S {izerinde bir iicgensel bolge olusturur. Bu ii¢genin ayritlarinin iki

tanesi light-like, bir tanesi time-like jeodeziktir.

Ornek
Hi:x+y=0
Hy:x—y=0

V2 2
H3:7y+7z=0

hiperdiizlemleri alinirsa
Nl = (1,1,0),< Nl' Nl >= 0
N2 = (1,_1,0),< Nz, N2 >=0

Ny = (0,2, 2),< Ny, Ny >= 1

oldugundan H;, H, light-like (null) hiperdizlemler, H; time-like hiperdiuzlemdir.

Ayrica,
1 1 0
1 -1 0
det i # 0.
2 2

Dolayisiyla bu hiperdiizlemlerin de Sitter uzay ile arakesitlerine bakildiginda

Hy:x—y=0
V2 W2
H3:7y+7Z:O

hiperduzlemlerine (3.13) formdalleri uygulanarak ; P, noktasi
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1Prr = (x,v,2) = (1, F1,F1) seklinde bulunur.

Hi:x+y=0
V2 V2
H327y+7Z=0

hiperdizlemlerine (3.13) formulleri uygulanarak , P, noktasi

oPr = (x,y,2) = (£1,¥F1, F1) seklinde bulunur.

Hi:x+y=20
Hz: X — y - 0
hiperdizlemlerine (3.12) formulleri uygulanarak ;P;; noktasi

3P, = (x,y,2) = (0,0, £1) seklinde bulunur.

Bu noktalar

1Py =(=1,-1,-1), 1Prr=(1,11)
P =(1,-1,-1), Pir = (-1,11)
3P, = (0,0,1), 3P, =(0,0,—-1)

seklinde alinsin.

Ozellik 3.3.1 g6z 6ninde bulundurulursa P;r, ,Pir, 3Pi., 1Pirs 2Pir, 3P; noktalari
arasindan secilebilecek 8 farkli nokta ti¢liisii vardir.

Durum 1

Pr=(-1,-1,-1)

Pr=(1,-1,-1)

3PLL = (0,0,1)
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noktalar1 g6z énunde bulundurulursa
< 1P, 2Py >1=3

< 1P 3P > =1

< 2Pup 3P > =1

elde edilir.

Onerme 2.2.7 ye gore

e P ile ,P;r noktalarini birlestiren jeodezik pargasi time-like dir.
e P, ile 3P, noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.

e P ile ;P;; noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.

Durum 2
1Pr=(01-1,-1)
Pir = (=111)

3P, = (0,0,1)
noktalari igin

< 1Pyp, 2Pir >1= -3
< 1Pp, 3P > =1
< 2P, 3Py > =1
olur.

Onerme 2.2.7 ye gore

e P, ile ,P/; noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.
e P, ile 3P, noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.

e P/ ile 3P, noktalarini birlestiren jeodezik parcasi light-like dir.

104



Durum 3

1Pir=(1,11)
Pr=(1,-1,-1)

3P, =(0,0,1)

noktalar1 géz oniine alinirsa
< 1Pir, 2Py >1= -3

< 1Py, 3Py > =1

< 2Pr, 3P > =1
bulunur.

Onerme 2.2.7 ye gore

e ,P/7ile ,P;; noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.
e P/rile 3P, noktalarii birlestiren jeodezik parcasi light-like dir.

e P ile 3P, noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.

Durum 4

1Pr=(0-1-1,-1)

P =(1,-1,-1)

sPi, = (0,0,—-1)

noktalar1 goz 6niinde bulundurulursa
< 1Py, 2Ppr >1=3

< 1Py P> =1

< 2P P> =1

elde edilir.
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Onerme 2.2.7 ye gore

e P, ile ,P;; noktalarini birlestiren jeodezik pargasi time-like,
e P ile 3P, noktalarini birlestiren jeodezik pargasi light-like,

e P ile 3P, noktalarini birlestiren jeodezik pargasi light-like dir.

Bu noktalar istenilen tiggensel bolgeyi olusturmaktadir.

Durum 5
1Pir=(1,11)

Pir = (=111)
3P, = (0,0,1)
noktalar1 igin

< 1Prr, oPir >1=3
< 1P, 3P > =1
< 2P, 3P > =1
bulunur.

Onerme 2.2.7 ye gore

e P, ile ,P/; noktalarini birlestiren jeodezik pargasi time-like,
e P, ile 3P, noktalarini birlestiren jeodezik pargasi light-like,

e ,P/rile 3P;; noktalarini birlestiren jeodezik pargasi light-like dir.

Bu noktalar istenilen liggensel bolgeyi olusturmaktadir.

Durum 6
1PZT = (1,1,1)

ZPLT = (1, -1, _1)
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sPiL = (0,0,—-1)
noktalar1 alinirsa

< 1Pir, 2Py >1= -3
< 1Pir, 3P > =1
< 2P 3P > =1
bulunur.

Onerme 2.2.7 ye gore
e P/, ile ,P,; noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.
e  P/rile 3P/, noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.
e P, ile 3P/, noktalarini birlestiren jeodezik parcasi light-like dir.

Durum 7

Pr=(-1,-1,-1)

2Pir = (-1,1,1)

sPiL = (0,0,—-1)

noktalar1 gbz 6niinde bulundurulursa

< 1Pi7, 2Pir >1= -3

< 1P 3P > =1

< oPir, 3P > =1

elde edilir.

Onerme 2.2.7 ye gore

e P, ile ,P;; noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.
e P, ile 3P, noktalarini birlestiren jeodezik pargasi light-like dir.

e P/ ile 3P, noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.
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Durum 8
1Pir=(1,11)
Pir=(-111)

5P, =(0,0,—-1)
noktalar alinirsa

< 1Prr, 2Py >1=3
< 1Pir, 3P > =1
< JPir, 3P > =-1
olur.

Onerme 2.2.7 ye gore

e . P/;ile ,P/; noktalarini birlestiren jeodezik pargasi time-like dir.
e P/ ile 3P, noktalarii birlestiren jeodezik pargasi yoktur.

e P/ ile 3P/, noktalarini birlestiren jeodezik pargasi yoktur.

Sekil 3.15 De Sitter uzayda LLT Ulggen

Sonu¢ Durum 4 ve Durum 5 de elde edilen ti¢cgenler simetrik ticgenlerdir.
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3.5 De Sitter Uggenlerde Uggen Esitsizligi
Hangi tipteki {4, B, C} de Sitter icgenlerinde
dus(4,C) < dys(A, B) +dys(B,C)

ticgen esitsizliginin korundugu arastirilmstir.

LLS ve LLT tiggenleri i¢in bu esitsizlik saglanmazken, SSL, TTL ve STL ti¢cgenleri i¢in
ikizkenar olmalar1 durumunda saglanir. Ancak bu STL iiggenleri i¢in yalnizca bir

tesaduftir.

LLL dcgenlerinde esitsizlik Teorem 2.2.5 geregi asikar olarak saglanir. Biiziilebilir
olmayan SSS {i¢genleri i¢in de durum bodyledir. (Bu, kenar uzunluklari toplaminin 27
den biiylik olmasi ile saglanir, ¢iinkii her bir kenar yalnizca m den daha az bir uzunluga

sahip olabilir.)
Dejenere tiggenler igin liggen esitsizligi saglanir.

En az iki tuhaf (strange) kenara sahip olduklarindan tuhaf (strange) Ucgenler icin

esitsizlik agikar olarak saglanir.

Iki kenar1 sonsuz uzunlukta olan imkansiz iiggenler icin esitsizlik asikar olarak saglanr.
Sadece bir kenar1 sonsuz uzunlukta olan imkansiz {iggenler igin iiggen esitsizligi

saglanmaz.
Dejenere olmayan TTT iiggenleri i¢in {iggen esitsizligi saglanmaz.

SST ve TTS tiggenleri i¢in iiggen esitsizligi genellikle saglanmaz (Asmus, 2009).

Ornek 3.5.1

3.4.1 TTS iiggen Orneginde liggensel bolge olusturdugu gosterilen

1
1Prs = _,7(_2' —2V2,V3)
1
2Prs =_,7(—2:—2V2:—V3)

3P;'T = (01 _11 O)
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noktalar1 géz 6niinde bulundurulursa,

< 1Prs, 2Prs >, = ” 1Prs

L” ZPTS”L cosn( 1Prs, 2Prs)
1 *
7 = cosn( 1Prs, 2Prs)

1
77( 1Prs, ZPTS) = cos™* (7) = 1,42

< 1Prs, 3Prr > = ” 1Prs

L” 3P’1tT||L coshn( 1Prs, sPrr)

2v/2
—— = cosh Pic, -P7
NG n( 1Prs, 3Prr)

2V2
P, -Pi.) = cosh™1(—) = 0,36
77(1 TS 3 TT) (\/7)

< oPrs, sPrr > = || ZPTS”L” 3P;T||L coshn( zPrs, 3Prr)

2V2
—— = cosh Pr¢, JP7
7 n( 2Prs, 3Prr)

2V2
n( 2Prs, 3Pir) = COSh_l(_7) = 0,36

V7

elde edilir.

77( 1Prs, SP;T) * 77( 1Prs, ZPTS) + 77( 2Prs, SP;T)

oldugundan {ti¢gen esitsizligi saglanmaz.
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11?5 2]%
Sekil 3.16 TTS Uggende iicgen esitsizligi

Ornek 3.5.2

3.4.2 TTT tiggen orneginde liggensel bolge olusturdugu gosterilen

V6 V6
1Prr = (—\/2—7,—7)
V6 V6
2Prr = (—\/27»7)
sPrr = (0,0,1)

noktalar1 goz oniinde bulundurulursa

< 1Prr, oPrr > = || 1PTT||L|| ZP;T”L coshn( 1Prr, 2Prr)
=5 = coshn( +Prr, 2Prr)

< 1Prr, 3Prr > = | 1PTT||L|| 3PTT||L coshn( 41Prr, 3Prr)

NG
_7: coshn( 1Prr, 3Prr)
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V6
1( 1Prr, 3Prr) = COSh_l(T) = 0,65

< 2Prr, 3Prr >L=|| 2Prr

L” 3PTT||L coshn( 2Prr, sPrr)

| S

= coshn( ,Prr, 3Prr)

6
—\/7_‘) = 0,65

77( 2Prr, 3PTT) = cosh™'(

elde edilir.

77( 1Prr) ZP;T) * 77( 1Prr) 3PTT) + 77( 2Prr, 3PTT)

oldugundan iiggen esitsizligi saglanmaz.

!BT

= B

Sekil 3.17 TTT Ucgende iiggen esitsizligi

Ornek 3.5.3

3.4.3 SST tiggen orneginde tiggensel bdlge olusturdugu gdsterilen
1Psr = (=1, -2, 0)

2Psr = (1, —2, 0)

3Pss = (0,0,1)
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noktalar1 géz oniine alinirsa

< 1Psr, 2Psr > = || 1PST||L|| 2PST||L coshn( 1Psr, 2Psr)
3= coshn( 1Psr, 2Psr)

77( 1Psr, 2PST) = cosh™1(3) = 1,76

< 1Psr, 3Pss > = | 1PST||L|| 3Pss”L cosn( 1Psr, 3Pss)

0= cosn( 1Psr, 3Pss)

77( 1PST’ 3P55) = COS_l(O) = 1,57

< 2Psy, sPss >, = | ZPST”L” 3Pss||L cosn( 2Psr, 3Pss)
0= cosn( 2Psr, 3Pss)
n( 2Psr, 3Pss) = cos™1(0) = 1,57

bulunur.

77( 1Pst, ZPST) < 77( 1Pst, 3Pss) + 77( 2Pst, 3Pss)

oldugundan ti¢cgen esitsizligi saglanmaktadir.

P

3788

18T Z}S)T

Sekil 3.18 SST Ucgende iicgen esitsizligi
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Ornek 3.5.4

3.4.4 STL iiggen orneginde tiggensel bolge olusturdugu gosterilen

1Pr, = (\/Z _1"/5)

P =t 4L
ZSL_( \/E' , \/E)

SP;T =(0,0,1)

noktalar1 igin
< 1Pry, Ps > = | 1PTL||L” ZPSL”L =1

dir. Teorem 2.2.5 den Py, ,Pg; null bir vektordiir, dolayisiyla || 1Pr1 2Ps;t ||L = 0 dur.

< 1Pry, sPsp >, = || 1PTL||L|| 3PS*T||LC05h77( 1Pr, 3Psr)
V2= coshn( 1Pr;, 3Psr)

77( 1PTL’ 3P;T) = COSh_l(\/E) s 0,88

< 2Ps, 3Psr >, = ” ZPSL”L” 3PS*T||L cosn( 2Pss, 3Psr)

1
——=cos Pq;, P
2 n( 2Psy, 3Psr)

77( 2Ps1, 3PS*T) = cos™!(

-
——1)=0,78
7z

olur.

n( 1P 3Psr) £ n( 2Ps, 3Psr) + || 1Pr 2Psy ”L

oldugundan ti¢gen esitsizligi saglanmaz.
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P

*
ST

E

27SL 3

Sekil 3.19 STL Ucgende ii¢gen esitsizligi
Ornek 3.5.5

3.4.5 SSL iiggen orneginde iiggensel bolge olusturdugu gosterilen

1P, = <%'_1'%>

2Ps, = (‘%'_L_%)

BPSS = (0101 _1)

noktalar1 gbz oniinde bulundurulursa

< 1P, P > = || 1PSL||L“ 2PSL||L =1

dir. Teorem 2.2.5den ;Ps; ,Pg; null bir vektordr ve || 1P, »Pg ||, = 0 dur.

< 1Ps, 3Pss > = || 1PSL||L|| 3Pss||LC0577( 2Ps1, 3Pss)

1
——=coS P, 2P
NG n( 1Psy, 3Pss)

1( 1Psy, 3Pss) = cos™I( 1|)_078
, o COS — — o ,
14 SL» 3%SS (—2
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< 2Psy, 3Pss > = || ZPSL”L” 3P55||LC0577( 2Ps1, 3Pss)
2
ﬁ=cosn( 2Ps1, 3Pss)

77( ) = (=) =
P, 2P cos 0,46
28s1r 3fss e

elde edilir.

N( 1Pse 3Pss) £ n( 2Pss 3Pss) + || 1Pse 2Pail,

oldugundan ti¢gen esitsizligi saglanmaz.

P

27SL

el

Sekil 3.20 SSL Ucgende iicgen esitsizligi

Ornek 3.5.6

3.4.6 LLS iicgen orneginde liggensel bolge olusturdugu gosterilen

1
1P1fs = § (—1:2\/2 —\/E)

1
P =—(1,-1,V2
24LS \/E( )
p, =—> (-1,1,v2 - 1)
34 LL \/7_1 4L

noktalari igin
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< 1Pis, 2Pis > = || 1PL*S||L|| szs”L cosn( 1PLs, 2PLs)

—-1-2V2
—————=cos P/, P
32 n( 1PLs, 3Pss)

—1—2&‘) 269
3v2 |7

77( 1PLs) ZPLS) = cos™'(

< 1P, 3Py > = || 1Pls L” 3PLL”L =1

dir. Teorem 2.2.5den P/s 3P;; null bir vektordiir, dolayisiyla || 1Pr's 3PLL||L = (0 dir.

< oPis, 3Py > = || ZPLS”L“ 3PLL”L =1

dir. Teorem 2.2.5 den ,P;5 3Py, null bir vektordir ve || ;P 5P|, = 0 dur.

77( 1PLs) ZPLS) * ” 1PLs 3PLL|| + ” 2Prs 3PLL||

oldugundan ti¢gen esitsizligi saglanmaz.

J'E‘; _’}?S

Sekil 3.21 LLS tiggende tiggen esitsizligi
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Ornek 3.5.7
3.4.7 SSS iiggen drneginde biiziilebilen iiggensel bolge olusturdugu gosterilen

1

1Pss = 3 (-1, _\/Z _\/E)
1

2Pss = ﬁ 1, _\/Z \/E)

3Pss = (0,0,1)

noktalar1 goz oniine alinirsa

< 1Pss, 2Pss > = || 1Pss||L|| 2P55||LC0577( 1Pss, 2Pss)
1
3 cosn( 1Pss, 2Pss)

41
77( 1Pss) zpss) = cos (5) = 1,23

< 1Pss, 3Pss > = || 1Pss”L” 3Pss||LC0577( 1Pss, 3Pss)
2 ( 1Pss) 3Pss)
——=cos ,
NG N 1Fss, 3fss
V2
1( 1Pss, 3Pss) = cos™*( —ﬁ‘) = 061
< 2Pss, 3Pss > = || zpss”L” 3P55||LC0577( 2Pss, 3Pss)

2
— = cos Pcc, P
73 n( 2Pss, 3Pss)

V2
Pec, 2Pcc) = cos™1(—) = 0,61
77(2 SS» 3 ss) (\/§)

bulunur.
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1( 1Pss, 2Pss) < n( 1Pss, 3Pss) +n( 2Pss, 3Pss)

oldugundan ti¢gen esitsizligi saglanir.

E

3788

Sekil 3.22 SSS Biiziilebilen iiggende licgen esitsizligi

Ornek 3.5.8

3.4.7 SSS iicgen 6rneginde biiziilemeyen tiggensel bolge olusturdugu gosterilen

1Pss = %(—11 —\/Z —\/E)
1

2Pés = = (—1,v2,—V2)

3Pss = (0,0,1)

noktalar1 igin

< 1Pss, 2Pss > = || IPSS”L” zps*sllL cosn( 1Pss, 2Pss)
1 *
—37 cosn( 1Pss, 2Pss)

* -1 1
77( 1Pss, 2Pss) = cos™( _§|) =123
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< 1Pss, 3Pss > = || 1P55||L|| 3Pss||LC0577( 1Pss, 3Pss)
2
—ﬁ= cosn( 1Pss, 3Pss)

V2
_ﬁ‘) = 0,61

77( 1Pss, 3P55) = cos™'(

< 2Pss, 3Pss > = || 2P L” 3Pss||LC0577( 2Pss, 3Pss)

——=cos PSs, 2P
NE n( 2Pss, 3Pss)

V2
—ﬁ)_o,m

n( 2Pss, 3Pss) = cos™(

elde edilir.

77( 1Pss, zps*s) =< 77( 1Pss, 3Pss) + 77( 2Pss,) 3Pss)

oldugundan ti¢gen esitsizligi saglanir.

Sekil 3.23 SSS Biiziilemeyen liggende liggen esitsizligi
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Ornek 3.5.9

3.4.8 LLL ti¢gen 6rneginde elde edilen
1P = (1'0' ‘/E)
ZPLL = (_1, \/E, 0)

V2 2
3P, = (0'7:7>

noktalar1 gbz onlinde bulundurulursa

< 1P, P > = “ 1PLL||L|| 2PLL”L =1

dir. Teorem 2.2.5den ,P,; ,P;; null bir vektordiir, dolayisiyla || 1P 2PLL||L = 0 dir.

< 1Py, 3Py > = || 1PLL||L|| SPLL”L =1

dir. Teorem 2.2.5den ;P;; 3P, null bir vektordir, || 1P, 5Py [[, = 0 dur.

< P, 3Py > = || 2PLL||L|| 3PLL”L =1

dir. Teorem 2.2.5 den ,P;; 3Py, null bir vektordr ve || ;P 5Py ||, = Odir.

I 1P 2Pull, < || 1Pee sPucll, + 1 2P sPull,

oldugundan ti¢gen esitsizligi saglanir.
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I7LL 2y

Sekil 3.24 LLL ii¢gende licgen esitsizligi

3.5.10 Ornek

3.4.9 TTL ti¢gen orneginde liggensel bolge olusturdugu gosterilen
11

= (771)

ZPTL = (1I1I1)

V2 V2
sPrr = (0,7,7)

noktalar1 igin

< 1Pr, P> = | 1PTL||L” ZPTL”L =1

dir. Teorem 2.2.5den ;P;; ,Pr;, null bir vektordiir, dolayisiyla || 1P 2PTL”L = (0 dir.

< 1Py, sPrr >, = || 1PTL||L|| 3PTT||LCOSh7I( 1PrL, 3Prr)

3v2

T= coshn( 1Pry, 3Prr)

3V2
77( 1Pre, 3PTT) = COSh_l(T) = 0,34
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< 2Pry, sPrr > = || ZPTL”L” 3PTT||L coshn( zPry, 3Prr)
V2= coshn( ,Pry, sPrr)
77( ZPTL’ 3PTT) = COSh_l(\/E) = 0,88

elde edilir.

1( 2Pre, sPrr) £ n( 1Pro, 3Prr) + ” 1PrL ZPTL”L

oldugundan ti¢cgen esitsizligi saglanmaz.

JET

o P

L

Sekil 3.25 TTL iicgende iicgen esitsizligi

Ornek 3.5.11

3.4.10 LLT tiggen 6rneginde tiggensel bolge olusturdugu gosterilen
1Prr=(-1,-1,-1)

P =(1,-1,-1)

sP[, = (0,0,—1)

noktalar1 goz oniine alinirsa

< 1Pir, 2P > = || 1PLT”L” ZPLT”L coshn( 1Py, 2Ppr)
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3= coshn( {Prr, 2P.r)

77( 1PLT’ ZPLT) == COSh_1(3) = 1,76

< 1Pr, 3P > = ” 1PLT||L|| sPLL L 1

dir. Teorem 2.2.5 den 1P,y 3P;; null bir vektordir ve || 1Py 3Pr||, = 0 dur.
< P, 3Pl > = | ZPLT”L” BPL*L”L =1

dir. Teorem 2.2.5 den ,Py; 3P, null bir vektordar, || Py 3P ||, = 0 dir.

77( 1PLT' ZPLT)$ || 1PLT 3PZ<L L+|| ZPLT SPZL

L

oldugundan ti¢gen esitsizligi saglanmaz.

I}L)T 2}L)T

Sekil 3.26 LLT iiggende iicgen esitsizligi

3.6 Hiperbolik ve De Sitter Uzayda Ac¢1 Bagintilar

Hl={x € EY"| < x,x > = —1,x, > 0}

olsun. n- boyutlu hiperbolik uzay H™ {izerinde tanimli Riemann metrige gore x,y € H,

noktalar1 arasindaki d uzakligi i¢in asagidaki esitlik s6z konusudur.

< x,y >,= —coshd
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Xo
A

Hni Hiperbolik Uzay
L Isik Konisi
S, de Sitter Uzay
Py}
s >
Sekil 3.27 EV™ Lorentzian uzay

L={x € EM™| < x,x >,= 0} (3.17)
light koni ve bunun iist yarisi
L'={x € EM| <x,x >,=0,x, > 0} (3.18)
olsun.
u € L* keyfi bir nokta olmak (izere, bir Euclidean yap1 olan horokiire
h,={x € H"| < x,u >;,= -1} (3.19)

seklinde tanimlanir.

P, orijinden gecen ve {x € E'™|x, # 0} kimesinden P} := {x € E"|x, = 1} afin
hiperdiizlemine bir 1sinsal yansima belirtsin. P yansimast H} den P} in merkezi
(1,0,0, ...,0) olan n-boyutlu B™ agik birim yuvari {izerine bir homeomorfizmdir, buna

Poincare disk modeli denir.
Sn-1 ile 6zdeslestirilen afin hiperdlizlem P}, B™ i ve B™ in smur1 olan dB™ i igerir ve

B"=B" U dB™" dur.
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Tek kanatli hiperboloid

St={x €EW| <x,x>,=1} (3.20)

olmak (izere S{ da alinan keyfi bir u noktas1 igin tanimli jeodezik

ut ={x € H"| < x,u >,= 0} (3.21)
hiperduzlemidir.

u noktasi i¢in H™ de bir yari-uzay

m, ={x € H"| < x,u >, < 0} (3.22)
seklinde belirlenir (Heard, 2005).

Tammm 3.6.1 Hiperdizlemin horokiireye olan uzaklhigi isaretli d uzunlugudur. Bu

uzaklik pozitif, negatif veya sifir olabilir.

d<0 _d>0

d=0

Sekil 3.28 Hiperdiizlemin horokiireye uzakligi

Teorem 3.6.2 x,y € H} UL* US] noktalar1 arasindaki i¢ carpim asagidaki gibi

yorumlanabilir.

(1)  x,y € H}ise bu durumda x ve y arasindaki uzunluk < x,y >,= — coshd ile
belirlidir.

(2) Eger x,y € Si ise asagidaki durumlardan biri s6z konusudur:
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a) xtve yt jeodezik hiperdizlemlerinin H™ de kesismesi icin gerek ve yeter kosul
|<x,y >,| <1 dir. Bu durumda bunlar arasindaki hiperbolik 6 agis1 , ve m,,
yari-uzaylari arasinda 6lgiiliir ve < x,y >, = — cos 0 ile verilir.

b) x* ve y* jeodezik hiperdiizlemlerinin H® U H™ U dH™ de kesismemeleri icin
gerek ve yeter kosul |<x,y >;|>1 dir. Bu durumda bunlar arasindaki
hiperbolik d uzunlugu |< x,y >;| = coshd ile belirlidir.

c) x* ve yt jeodezik hiperdiizlemlerinin H" de kesismeyip dH™ de kesismesi icin
gerek ve yeter kosul |< x,y >;| = 1 olmasidir. Bu durumda bunlar arasindaki

hiperbolik uzunluk ve ag¢inin her ikisi de sifirdir.

(38) x € Hj ve y € S§ olmak Uzere x ile y* arasindaki uzaklik |< x,y >,| = sinhd

ile belirlidir.

(4 x€Sf ve yelL* olmak Uzere x'ile hyarasindaki d uzakhg

|< x,y >,| = coshd —sinhd ile bulunur.

(5) x € Hyvey € L* olmak iizere x ile h,, arasindaki d uzaklig:

< x,y >;= sinhd — coshd ile bulunur.

(6)  x,y € L* olsun. Bu durumda h, ile h,, arasindaki uzaklik

< x,y >;= 2(sinhd — cosh d) ile bulunur (Heard, 2005).

Ispat P,x ve y ile gerilen dizlem olsun. 1. ve 3. durumlarda P,H} i x € L gibi
hiperbolik bir dogru ile keser. Bu L dogrusu; v, x in Hy deki birim tanjant vektori
olmak tzere

L = xcosht + vsinht

ile parametrize edilebilir.

(1) x ve y time-like vektdrler olsun. Eger y € H} ise y, v nin segimine bagl olarak
y = xcosht + vsinht, t = +d(x,y)

seklinde ifade edilebilir.

< x,y >, =< x, (xcosht + vsinht) >,

=< x,xcosht >;+< x,vsinht >,

x ile v ortogonal oldugundan,

= —cosht
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= —coshd(x,y)
bulunur (Thurston, 1979).

(2)

a)

b)

Eger < x,x >, ,P fzerinde pozitif tanimli ise P nin ortogonal timleyeni
P+ iizerinde tanimsizdir. Dolayistyla P+ N H = x1 N y* boskiimeden farklidir.
P bu kesisimde cos(xt, y1) olclimiine sahip bir nokta olsun. P de x* ve yte
normal olan H} deki teget vektdrlerini bulmak ve bunlarm agilarinm kosintistinii
almak yeterlidir.

<x,y>.= Fcos(xt,yl).

Burada L = P n H}, x ve y yi icermemektedir, fakat x=L N x* ile parametrize

edilebilir. Bu durumda

x=Fv,

y=Lny"

y = Xcosht + vsinht,
t=d(xhy")

y = +(ksinht + vcosht

bulunur.

< x,y >, =< +v, +(xsinht + vcosht) >,

= +cosht

= Fcoshd(x*,y1)

Eger < x,x >;, P lizerinde pozitif yari-tanimli ise P nin ortogonal tumleyeni
P+ iizerinde de yari-tammhdir. Dolayisiyla P+ N H} = xt n y* bos kiimedir
fakat P+ n SZ~1 orijinden gecen bir dogruyu igerir. Dolayisiyla x* ve y* ultra

paraleldir ve aralarindaki ac1 sifirdir (Thurston, 1979).

(3) x time-like y space-like vektorler olsun. Eger ygHg ise d(x, y*) uzaklig

y = L Nyt noktas: icin elde edilir. Cinkii L, x den y* e cizilen tek dik dogrudur.

Dolayisiyla
y = xcosht + vsinht
t=d(xy")

olur. y, x ve v nin lineer kombinasyonu ve ayrica y ye ortogonal oldugundan

y = +(xsinht + vcosht)
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formunda olmalidir. Buradan

< x,y >;= +< x, (xsinht + vcosht)
= Fsinht

= Fsinhd(x,yt)

elde edilir (Thurston, 1979).

(4) Bu ozelligi H? de ispatlamak yeterlidir. x space-like ve y light-like vektorler olsun.

E™? deki bir izometri ile x,x, diizleminde yer alan ve h, horokiiresine en yakin noktasi

orijin olan x* diizenlenebilir. Bu durumda x* ile h,, arasindaki uzakligi minimize eden

tek jeodezik x,x; diizleminde yer almalidir. Dolayisiyla herhangi s > 0 igin

y =(s,s,0) € L* vex = (0,F1,0) € S{ kabul edilebilir. Bu durumda h,, tizerindeki

(cosh(—d), sinh(-d),0) noktas1 x* ile h,, arasindaki uzaklhig: elde etmeye yarar.

(cosh(—d),sinh(—d),0) € h,

oldugundan horokiirenin tanimindan

< (cosh(—d),sinh(—-d),0),(s,s,0) >,= -1
—scosh(—d) + scosh(—d) + 0 = —1
s(sinh(—d) — cosh(—d)) = -1

(5 52)-

s(—e?) = -1
s=e 4
bulunur. Bu durumda
y=(s,50)=(e"%e40)

olur ve boylece
<x,y>,=<(0,%1,0),(e™% e %0) >,
= Fe ¢

|<x,y >, |=e“

elde edilir (Heard, 2005).

Bu sonug
d+ -d
coshd =2 Ze
d_,—-d
sinhd = 2=

2
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denklemleri yardimu ile
|<x,y>,| =e %= coshd — sinhd

bulunur.

(cosh(-d),sinh(-d),0)

Sekil 3.29 Poincare modelinde horokire

(5) x € H} vey € L* olsun. Yani x time-like y light-like vektorler ise bu durumda x ile

h,, arasindaki d uzakligi, yukaridaki ispata benzer bir sekilde
x =(1,0,0)vey = (e % e"40) alinirsa
<x,y>.=<(1,00),(%e%0) > =—e¢

bulunur (Heard, 2005).

Bu sonug

< x,y >;= sinhd — coshd

seklinde ifade edilebilir.

(6) x,y € L* olsun.x ve y light-like vektorler oldugundan h, ile h, horokireleri

arasindaki uzaklik aranilan d uzakligidir.

Ispat icin t > 0 olmak lzere x = (t,—t,0) € L* kabul edelim ve h, horokiiresi

lizerinde h,, horokiiresine en yakin nokta (1,0,0) ve s > 0 i¢in y = (s,s,0) € L* olsun.
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Bu durumda h, horoklresi Uzerinde h, horokiresine en yakin nokta

(cosh(—d), sinh(—d), 0) olmalidir.

(1,0,0) € h, noktasina (3.19) denklemi uygulanirsa
< (1,0,0),(t,—t,0) >,= -1

t = 1 bulunur. Ayrica,

(cosh(—d),sinh(—d),0) € h,

olup

< (s,s,0), (cosh(—d),sinh(—d),0) >,= -1
noktasina (3.19) denklemi uygulanirsa
—scosh(—d) + ssinh(—d) = —1

s(sinh(—d) — cosh(—d)) = -1

(5922

s(e™®) = -1
s=e ¢

bulunur.

Bulunan t ve s degerleri x ve y vektorlerinin ifadelerinde yerlerine yazilirsa
<x,y>,=<(1,-10),(e%e 40 >,

=—e % —e" %40

= —2e7¢@

elde edilir (Heard, 2005).

Bu sonug, (3.23) denklemleri kullanilarak
< x,y >,.= 2(sinhd — coshd)
seklinde ifade edilebilir.
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3.7. Light-like (Null) Vektorlerin i¢-Dis Carpimlar

x ve y light-like (null) vektorler olsun. x ve y vektorleri space-like ve time-like

bilesenlerin toplami olarak x = x + X ve y = y + ¥ seklinde ifade edilebilirler.
x @ y vektorel carpiminda bu degerler sirastyla yerlerine yazilirsa
xQ@y=xQF+7¥)

=x®y+(x®Y)

=[GE+X) @y + [((F+%) ®F]

SN+ EIN+H[(ER®F) + (X P)]

seklinde bulunur. Bu sonucun x ve y vektorleri ile i¢ ¢arpimlart sifir olmalidir.
Yani

<xtERN+TERIN+ER®F +(EXQF) >,=0

ve

<Yy EIN+ERIN+ER®F)+(ER®F) >.=0

olmalidir.

Ispat

<xERYN+FERIN+HERN+ERY) >,

=< XNXQYV>S, A< XQYV >, <X QY >, +<x, X QR F >,
=<<X+XXQy >, +< X+ XXQy >, +< X+ XX QY >, +<Xx+ XX QY >,

CEAQT> A<KIQT> +<EIQT>, +<ELI®F >,

I
o

dir.
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Determinantin 6zelliklerinden dolay1

<XKXQY > , <XEXQY >, <X, XxQF > ve<XXQYP >, ifadeleri sifira esittir.
Ayrica <X, XxQy >, ile <, i@y >, ve <XxQy>, ile <, xRy >, z1t

isaretli oldugundan toplamlar sifira esittir.

Benzer sekilde

<yEIN+ERIN+ERI+ERY) >,

E<YXQY L <Y XQY > <y XQF >, +<y,XQF >,

=< J+IXQY >, +<J+IXQV >, +<J+ X Q V>, +<y+JXQ Y >,

<YXQY>L+<JXQI >, +<yX¥QJ >, +<J, X QY >,

=0
bulunur. Ayrica
llx @ yll >0

olmalidir. Gergekten de

Ix@yll=y<xQy,xQy >,

<xy>, <xx>p
<y y>L <y x>,

<x®%x®yh=|
=<x,y>% —<x,x><yy>
=<x,y >*=|lxl*llyll?

x ve y light-like vektorler oldugundan
=< x,y >?

>0

dir.

Sonug olarak ||x ® y|| > 0 oldugundan x @ y space-like dir.
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3.7.1 Light-like (null) vektorler arasindaki ag1

L € R} Lorentz uzayda bir light-like vektor olsun. L = (xg, x4, %5, x3) olmak Uzere

|xo] = /%2 + x5 + x2 # 0 saglansin. L; = (x,0,0,0), Lg = (0, x4, x5, x3) olmak lizere

L = L; + Lg seklinde yazilabilir. Burada L, ve Lg sirasiyla Lnin time-like ve space-like

L
ILs]|

bilesenleridir. L null vektdrii L = seklinde birimlestirilirse elde edilen L vektori

pseudo-birim null vektor olarak adlandirilir ve null koninin bir kismin1 belirler.

L null vektérleri tizerindeki metrik Oklidyen oldugundan L ve N gibi iki null vektér icin

kolaylikla asagidaki esitlik yazilabilir.
<L,N >g= ||Ls llg|INsl (€ + cos 6) (3.24)

Burada 6, L, ve N arasindaki Oklidyen agidir. € ise L ve N light koninin ayni tarafinda
ise —1, diger durumlarda 1 olarak aliir. Eger Pseudo- null vektorler ¢ = —1

durumunda alinirsa (3.24) denklemi

< LN >g=-1+cosf = —sinzg (3.25)
denklemine dontisiir ve bu da Schwarz esitsizligini animsatan

|<LN>p+1|<1 (3.26)
esitsizligini verir. Benzer iliski Lorentz vektorel (dis) carpim i¢in de kurulabilir.

x,y € R3 keyfi null vektorler olsun. x = (x4, x1,%;) Ve y = (Yo, ¥1,Y2) olmak (izere

X X y=(x3y1 — X1Y2, X2V0 — XoV2, XoV1 — X1Yo) seklinde tanimlidir.
[|[Lx N[ =|<L,N >|

(Coken ve Ciftci, 2007).

134



3.8 De Sitter Uzayda Bazi Ucgenlerin Ayrit ve Gram Matrisleri

3.8.1 SSS iicgenin ayrit ve gram matrisleri

Uc boyutlu Minkowski uzayinda H,, H,, Hy hiperdiizlemlerinin S? ile arakesitlerinden
elde edilen noktalar P;, P, ve P; olmak Uzere bu noktalarin olusturdugu her ayrit1 space-

like jeodezik olan SSS tliggen goz dniine alinirsa
<P,P> <P,P,> <P,P;>;

M=|<Py,,PL> <P,P,> <P,P;>;
< P3P, > <P3P,> <P3P;3>

matrisi tanimlanirsa

< P;,P, >;=cos b4,

< P;,P; >;=cos 043

< P,,P; >;=cos 0,3

degerleri yukarida yerlerine yazilarak

cos 6, 1 cos 0,5

[ 1 cos 01, cosngl
cos 8,3 cosB,3 1

elde edilir. Bu matrise SSS iiggenin ayrit matrisi denir. Hiperdiizlemlerin normal
vektorleri Ny, N,, N5 seklinde alinirsa
<N1,N1 >L <N1,N2 >L <N1,N3 >L

<N2,N1 >L <N2,N2 >L <N2,N3 >L
< N3,N1 >L < N3,N2 >L < N3,N3 >L

G =

yukaridaki gibi normal vektorlerinin arasindaki agilar g6z oniine alinirsa

-1 —coshuy, —coshpyy;
G = [— cosh y;, -1 — cosh ,u23]
—cosh pyy3  —cosh py; -1

matrisine SSS liggenin Gram matrisi denir.
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£
B

Sekil 3.30 Ug kenar space-like olan tiggen

3.8.2 TTT iicgenin ayrit ve gram matrisleri

Uc boyutlu Minkowski uzayinda H,, H,, H; hiperdiizlemlerinin S? ile arakesitlerinden
elde edilen noktalar P;, P, ve P; olmak {izere bu noktalarin olusturdugu her ayrit1 time-
like jeodezik olan TTT iiggen gbz oniline alinirsa yukarida verilen benzer islemler

yapildiginda

cosh 8, 1 cosh 6,5

1 cosh@;, cosh@,;
cosh 8,3 cosh@,; 1

elde edilir. Bu matrise TTT iiggenin ayrit matrisi denir.

1 —COS U1, —COS Uq3
G = [_ cos #12 1 — COS #23]
—COS 13 — COS lUy3 1

matrisine ise TTT ti¢cgenin Gram matrisi denir.

B

£ P

Sekil 3.31 Ug kenar1 time-like olan tiggen
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3.8.3 SST ii¢genin ayrit ve gram matrisleri

Ug boyutlu Minkowski uzayinda H,, H,, H; hiperdiizlemlerinin S? ile arakesitlerinden
elde edilen noktalar P;, P, ve P; olsun. P, ve P, den gecen jeodezikle P, ve P; den
gecen jeodezik space-like, P, ve P; den gecen jeodezik time-like olmak (zere SST

ucgen icgin yukarida verilen benzer islemler yapildiginda

cos 6, 1 cosh 6,5

1 cosf;, cosbB;;
cos 6,3 coshB,g 1

elde edilir. Bu matrise SST {iggenin ayrit matrisi denir.

1 sinh y;, sinh p;5
G = [sinh U1z -1 — cosh ;123]
sinh y;3  —coshp,s -1

matrisine ise SST ¢genin Gram matrisi denir.

it B

Sekil 3.32 iki kenar1 space-like bir kenar1 time-like olan ticgen

3.8.4 STT iicgenin ayrit ve gram matrisleri

Ug boyutlu Minkowski uzayinda Hy, H,, H; hiperdtzlemlerinin S ile arakesitlerinden
elde edilen noktalar P;, P, ve P; olsun. P; ve P, den gegen jeodezikle P; ve P; den
gecen jeodezik time-like, P, ve P; den gecen jeodezik space-like olmak Uzere STT

icgen icin yukarida verilen benzer islemler yapildiginda

1 cosh@;, coshf;;
M = |cosh 6, 1 cos 6,3
coshf,3 cosf,; 1
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elde edilir. Bu matrise STT tiggenin ayrit matrisi denir.

_1 - Slnh Illz - Slnh ﬂ13
G = |—sinh uy, 1 — COS Uy3
—sinh ;3 —cos uy3 1

matrisine ise STT Ug¢genin Gram matrisi denir.

P

B B

Sekil 3.33 Iki kenar1 time-like bir kenar1 space-like olan tiggen
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BOLUM IV

DE SITTER UZAYDA DORT-YUZLULER

4.1 De Sitter Yiizey Uzerinde Dortyuzliler

R? Lorentz uzaydaki hiperdiizlemlerle (time-like, space-like, light-like) S? (n
arakesitleri alinarak S3 deki jeodezikler elde edilir. Bu jeodezikler farkli sekillerde

kesistiklerinde S3 tizerinde dortyizliiler meydana gelir.

Teorem 2.2.10 g6z 6niine alindiginda R Minkowski uzaydaki hiperdiizlemlerin S3 de

(n+1)(n+2)

Sitter uzay ile kesisiminden formilinde n = 4 alinarak, 15 farkli tip 3-

simpleks (dortyzlu) olustugu sonucu elde edilmektedir.

Bu dort-yiizliiler icerdikleri kenarlarin siniflarina gore asagidaki gibi isimlendirilebilir:

SSSS Daort kenari space-like olan dortyizli

SSST Ug kenar space-like, bir kenar1 time-like olan dortyiizlii
SSTT iki kenari space-like, iki kenar1 time-like olan dortytzlu
STTT Bir kenar1 space-like, ii¢ kenar1 time-like olan dortyuzli
TTTT Dort kenari time-like olan dortyizli

SSSL Ug kenar1 space-like, bir kenar1 light-like olan dortyiizli
SSLL iki kenar1 space-like, iki kenar1 light-like olan dortyiizli
SLLL Bir kenar1 space-like, ti¢ kenar1 light-like olan dortyGzli
LLLL Dort kenar light-like olan dortyzli

TTTL Ug kenar time-like, bir kenari light-like olan dortytzIi

TTLL Iki kenar1 time-like, iki kenar1 light-like olan dorty(izli

TLLL Bir kenari time-like, ti¢ kenar light-like olan dortyGzli

STTL Bir kenar1 space-like, iki kenar1 time-like, bir kenar1 light-like olan dortyiizli
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STLL Bir kenari space-like, bir kenar1 time-like, iki kenar1 light-like olan dorty(izli

SSTL Iki kenar1 space-like, bir kenar1 time-like, bir kenar1 light-like olan dortyiizI(i

Bunlardan bazilar1 sembolik olarak asagidaki gibi ¢izilebilir.

Sekil 4.1 De Sitter uzayda dortyuzliler

Ozellik 4.1.1 P, P;, Py, P sirasiyla Py, P, Py, P noktalarinin antipodalleri olmak iizere,

A= {Pi*,Pj*,P,j,P,*, p;, Pj,Pk,Pl} kiimesinin elemanlar1 goz Oniine alindiginda bu

8\ (6\(4\ (2
noktalardan gecen jeodeziklerin  dortyiizlii olusturabilmesi igin M =2*

tane durum incelenmelidir.
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BOLUM V

SONUC VE TARTISMA

Bu calismada S? ve S3 deki farkli tipten iigyiizliiler ve dortyiizliilerin varhigi hakkinda
arastirmalar yapilmistir. S? deki Gcgenler ayrintili olarak irdelenmis, a¢1 ve uzunluk
bagmtilar1 incelenerek bazi {icgenlere ait ayrit ve gram matris ifadeleri verilmistir. S3 de
ise dortyiizliilerin varlig1 ortaya konmus fakat ag1, alan, hacim gibi 6zellikler ve ayrit,
gram matris kavramlari hakkinda detayli bir inceleme yapilmamistir. Dortyuzltler
tizerindeki c¢aligmalarimiz devam etmektedir. Bu ¢alismanin bu konuda c¢alisan

arastirmacilara yardimeir olmasini temenni ederim.
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