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OZET

CAPRAZLANMIS MODULLER VE GRUPOIDLERIN OTOMORFiZMLERI VE
HOMOTOPILERI

SAVASCI, Sure
Nigde Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti

Matematik Anabilim Dali
Danisman : Prof. Dr. Murat ALP
Temmuz 2012, 62 sayfa
Bu tezde grupoidler hakkinda bilgi verilmesi amaglanmustir. 11k olarak kategori tanimi
yapilmis ve bu tanim kullanilarak grupoid tanimina gec¢ilmistir. Temel kavramlar
verilerek grupoid ornekleri ve Ozellikleri verilmistir. Hemen ardindan ise konumuzun

temeli olan caprazlanmis modiiller ve grupoidlerin otomorfizmleri incelenmis ve

homotopileri hakkinda bilgi verilmistir.

Anahtar Kelimeler : Kategori, grupoid, ¢aprazlanmis modiil, otomorfizma, homotopi, funktor
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SUMMARY

AUTOMORPHISMS AND HOMOTOPIES OF GROUPOIDS AND CROSSED
MODULES

SAVASCI, Sure
Nigde University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Mathematics Department

Supervisor : Prof. Dr. Murat ALP

July 2012, 62 pages

In this thesis, it is aimed to provide information related to Groupoids. As a first step,
definition of Cathegory was established and, then based on this definition, definition of
Groupoid was given. By giving basic concepts, some examples of Groupoids and their
related specifications were provided. Immediately after above mentioned examples,
Crossed Modules and Authomorphisms of Groupoids, which are the core focus of this
reserach, were examined and also some information was given related to their

Homotophies.

Key words : Cathegory, Groupoid, Crossed Modules, Authomorphisms, Homotophy, Functor
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BOLUM I

GIRIS
Bu boliimde ileride isimize yarayacak olan ve cebirin de temelini teskil eden tanimlar

verilecektir. Bu bilgiler 1s1¢inda konumuzun ilerleyen sathalarinda karsimiza ¢ikacak

olan tanimlar daha 1yi anlasilacaktir.

Tamm 1.1 (Fonksiyon) : X ve Y herhangi iki kiime olsun. X in her bir elemanina Y nin

bir ve yalniz bir elemanini karsilik getiren /* kuralina X den Y ye bir fonksiyon denir.

f
f:X->Y veyaX->Y
seklinde gosterilir. X kiimesine tamim kiimesi, ¥ kiimesine de deger kiimesi ad1 verilir.

Eger f(X) =Y ise f fonksiyonu értendir denir.
X1,X; € X olsun. x; # x, i¢in f(x;) # f(x,) ise f fonksiyonuna birebir fonksiyon

adi verilir. Hem birebir hem de 6rten olan fonksiyona birebir 6rten fonksiyon denir [1].

Tamm 1.2 (Topolojik uzay) : X bostan farkli bir kiime ve t da X in alt kiimelerinin bir
smifi olsun. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa 7 smifina X iizerinde bir topoloji ve

(X, 7) ikilisine de bir topolojik uzay denir.

[T,]0,X € tdr.
[T3] Gi,, Gk - Gy, € T ise Ni=q Gy, € T ,yani T simifi sonlu arakesite gore kapahdir.

[T5] Vi€ ligin Gy, € T ise Ue Gy, € T ,yani T smifi keyfi birlesime gore kapalidir [2].

Tammm 1.3 (Homeomorfizm) : (X,7) ve (Y,0) topolojik uzaylar olmak tizere bir
f:(X,7) » (Y,0) fonksiyonu verilsin. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa
f fonksiyonuna bir homeomorfizm denir.

a) f fonksiyonu birebir ve Orten;

b) f fonksiyonu siirekli;

¢) f nin ters fonksiyonu f~1: (Y,0) = (X, 1) siirekli.



Eger (X, 1) ve (Y, 0) uzaylari arasinda bir homeomorfizm varsa bu uzaylara homeomorf

ya da topolojik olarak es yapilidir denir [2].

Tanmim 1.4 (Grup) : Grup tanimmi yapabilmek i¢in Oncelikle ikili islem tanimini

vermeliyiz.

G # @ bir kiime olmak lizere *: G X G = G seklinde tanimlanan * doniisimiine G de bir
ikili islem ve tlizerinde ikili islemin tarif edildigi bu G kiimesine de cebirsel yap1 denir
ve (G,*) ile gosterilir.

G # @ bir kiime olmak lizere *: G X G — G doniisimii G de bir ikili islem olsun. (G,*)

ikilisi asagidaki sartlari saghyorsa buna grup denir.

G))Vab €Giginaxb € G dir. (Kapalilik Ozelligi)
Gy)Vab,c €Gigin(axb)xc=ax(b=xc) dir. (Birlesme Ozelligi)
G3;)Va €Gigine *a = ax*e = aolacak sekilde 3 e € G vardir. (Birim Eleman)

1=

G, Vae €G i¢cin axa ! =al+xa=e olacak sekildle 3a! € G vardir. (Ters

Eleman)

* ikili iglemi Va,b € G i¢cin a*b = b x a sartin1 sagliyorsa bu gruba degismeli

(abelyen, komiitatif) grup denir [1].

(G,*) bir grup ve H,G ‘nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. G deki grup islemine gore
H kiimesi bir grup teskil ediyorsa H ‘ye G ‘nin alt grubu denir ve H < G ile gosterilir

[3].

Tamim 1.5 (Cosetler (Yan kiimeler)) : G bir grup ve H,G ‘nin bir alt grubu olsun.

g € G olmak tizere,

H.g={hg:h€eH} ve g.H={gh:heH}

kiimelerine H ‘nin swrasiyla sag ve sol yan kiimeleri denir. (toplam notasyonunda

H+g={h+g:h€H} ve g+ H={g+ h:he€H}olur.)[3].



Tanmim 1.6 (Normal Alt grup) : G bir grup ve H < G olsun. Eger H ‘in G ‘deki biitlin
sag ve sol yan kiimeleri esitse, yani Va € G icin aH = Ha oluyorsa o takdirde H alt

grubuna G ‘nin normal alt grubu denir ve H < G ile gosterilir [1].

Tanim 1.7 (Bir grubun merkezi) : G bir grup olmak iizere G ‘nin merkezi M(G) ile

gosterilir ve
M(G) ={a € G:ax = xa,Vx € G icin}

olarak tanimlanir. Diger bir deyimle bir ¢ grubunun merkezi, G ‘nin her elemani ile

degismeli olan G deki elemanlardan olusan bir kiimedir [1].

Tanim 1.8 (Bir grubun bir kiime iizerine etkisi) : G bir grup ve A bostan farkli bir

kiime olsun. Bir

xGxA->4, (ga)w ((ga)=g*a

fonksiyonu verilsin. Eger
. VYa€Aigine*a = aise;
ii. Va€Aveg, h€GaGicin(gh)*a=g=x*(h=*a)ise;

o zaman * fonksiyonuna G nin A iizerine bir etkisi ve A ya bir G — klimesi denir [4].

Tanim 1.9 (Grup izomorfizmi ve homomorfizmi) :

(G,0), (G',0 ") iki grup ve ¢p: G — G' birebir ve drten bir doniisiim olsun. Va, b € G igin,

¢(ab) = p(a)°'¢p(b)

oluyorsa bu ¢ doniisiimiine izomorfizm (es yap1 doniisimii) denir. G = G' olmasi
halinde ¢: G = G izomorfizmine ise G ‘nin otomorfizmi ad1 verilir.
Sayet ¢: G — G', bir izomorfizm ise G ve G' ye izomorf denir ve bu G = G’ ile ifade

edilir.



Homomorfizm kavrami izomorfizm kavramindan daha zayif olmakla beraber cebirde
cok biiyiik bir 6neme sahiptir.
(G,0),(G',0 ") iki grup ve ¢p: G — G’ bir doniisiim olsun. Va, b € G igin,

¢(ab) = p(a)°'¢(b)

oluyorsa bu ¢ doniisiimiine grup homomorfizmi (veya kisaca homomorfizm) denir.
¢ homomorfizmi birebir ise ¢ ye monomorfizm, ¢ doniisiimii Orten ise ¢ ye
epimorfizm adi verilir. G = G’ olmasi halinde ¢: G - G homomorfizmine ise G nin

endomorfizmi denir [3].

Tamim 1.10 (i¢c otomorfizm) : G bir grup ve a € G olsun. Vx € G igin,

@q(x) = axa™!

ile taniml1 ¢,: G = G nin bir otomorfizmasidir. ¢, ya G ‘nin bir i¢ otomorfizmasi denir

[5].

G nin biitiin otomorfizmlerinin kiimesi Aut(G) ile gosterilir [1].

Tanmm 1.11 (Halka) : H # @ bir kiime olmak iizere H lizerinde asagidaki sartlari
saglayan toplama (+) ve carpma (.) islemleri tanimh ise, H kiimesine toplama ve

carpma islemlerine gore bir halka denir ve ( H, +, . ) ile gosterilir.

H,) H kiimesi (+) islemine gore degismeli grup olmalidir.

H,) Va,b,c € H i¢in a.(b.c) = (a.b).c olmaldr. (Carpma isleminin birlesme
ozelligi)

H3;) Vab,c €H igin a.(b+c) = (a.b) + (a.c) olmaldir. (Carpma isleminin

toplama islemi iizerine soldan ve sagdan dagilma 6zelligi)

Eger Va € H icin a.e = e.a = a olacak sekilde e € H varsa yani H halkasmin ¢arpma

islemine gore birim eleman1 varsa H halkasina birimli bir halka denir [1].



Tanmim 1.12 (Cisim) : H degismeli ve birimli bir halka olsun.

Va€eH;a+0icn3iIbeH ;a.b=b.a=1

ise ,yani degismeli H halkasmin sifirdan farkli her elemanmin ¢carpma islemine gore bir

tersi varsa H ye bir cisim denir [1].



BOLUM II
KATEGORI VE GRUPOIDLER
2.1 Kategori

Kategori teorisinin matematigin diger bir¢ok dallarinda da kullanim alani vardir.
Kategori teorisi ayni tip nesneler ve bunlar arasindaki doniisiimlerle ilgilidir. Daha
genel olarak, kiimeler arasindaki fonksiyonlarin bileskesinin birlesme 6zelligine sahip
oldugunu ve her bir kiime icin bir birim fonksiyonu bulundugunu biliyoruz. Burada
daha genel olarak kiimeler yerine nesneler ve fonksiyonlar yerine morfizmler

alimdiginda kategori kavrami elde edilmis olur [2,6] .

Genellikle bu kavramlarin ac¢iklandigi temel kaynak Blyth ‘in yapmis oldugu Categories

[6] kitab1 oldugundan burada o kaynak referans gosterilerek alintilar yapilmistir.

Tanim 2.1.1 : Bir C kategorisi nesnelerinin kiimesi Ob(C) , morfizimlerinin kiimesi0

Mor(C) , kaynak ve hedef dontisiimleri,
a,B:Mor(C) = 0b(C)
nesne donilistimii,

£:0b(C) = Mor(C)

x-elx) =1
ve
Mor(C), Xg Mor(C) = {(a,b) € Mor(C) X Mor(C): a(b) = f(a)}

iizerinde tanimli  “.” bicimindeki carpma islemi kismi carpma islemi olarak

adlandirilacaktir. Bu doniisiimler asagidaki sartlar1 saglarlar;

Ky) V(a,b) e Mor( C’)a XgMor(C) i¢in a(ba)=a(a) ve p(ba)=p(b)
K;) Va,b,c € Mor(C) ile a(c)=p(b) ve a(b)=pf(a) igin



c.(b.a)=(ch)a
K3) Vx e Ob(C) igin (I )=x= (1))

K4) Vae Mor(C) i¢in a.l,, =a ve I, ,.a=a dir[2,6].

a(a)

Tanim 2.1.2 : Her hangi bir C kategorisinde nesnelerin ve morfizmlerin bir diyagrami
icin verilen bir kaynak nesnesinden bir hedef nesnesine tiim bileske morfizmler esit ise

kategori degisimlidir denir. Bu geometrik olarak gosterilecek olursa

o———>e
B

bi¢iminde ifade edilir. Bu diyagraminin degismeli olmasi i¢in gerek ve yeter sart
c=boa ve foa=boa

olmasidir. Degismeli kategoriye asagidaki drnekler verilebilir [6,7].

Ornek 2.1.1 : C bir kategori ve A, C kategorisinin sabit nesnesi olsun. Asagidaki gibi

bir A~ kategorisi olusturulabilir:

. . f . .
C kategorisinin morfizmleri olarak A — X nesneleri almir. Yani,

Ob(A™) = {fIf:A > X ,X € 0b(C)}

dir. A — X nesnesinden A EN% nesnesine bir morfizm asagidaki diyagramdaki gibi

verilirse f

degisimli diyagram elde edilir.



Benzer sekilde ; ~ A kategorisi de asagidaki gibi elde edilebilir:
- L f . . .. f .
Nesneler i¢in C kategorisinin X — A seklindeki morfizmleri ile ve X — A nesnesinden

vy a nesnesine bir morfizm de asagidaki diyagramla ifade edilir ve

degisimli diyagrami elde edilir [6] .
Bu kategorilere comma kategorileri de denir.

Ornek 2.1.2 : C bir kategori olsun. Bu durumda C kategorisinden asagidaki gibi bir
baska kategori de elde edilir.

. . . f . g . .
Nesneleri C kategorisinin morfizmleri ve A — B nesnesinden C - D nesnesine bir

morfizm olan kategori

f
—>

)
0 <—n
O«
=

—_— >
g
degisimli diyagramu ile tanimlidir.

Morfizmlerin bilesimi de asagida verilen sekilde tanimlanabilir:



f f'

A —>B A —> B’
l lﬁ . R
C —_sD C' —sD'
g g'

Bu diyagramlarmin birlesimli olmasi i¢in gerek ve yeter sart

A =B ve C'=D

olmasidir. Bu durumda diyagramlarin bileskeleri olan sekil

ile verilir.

Bu kategoriye C kategorisi lizerindeki ok kategori denir [6].

Tanim 2.1.3 : Eger bir kategorinin nesneleri bir kiime seklinde ise bu kategoriye kiigiik
kategori denir [6].
Kategori tanimindan hemen sonra alt kategorinin ne olmasi gerektigi konusunda alt

kategori tanimi1 asagidaki bigimde verilebilir.

Tamm 2.1.4 : C ve D iki kategori olsun.
i)obccObD
ii) Vx,yeOb Cicin C (x,y)< D(x,y)

iii) C nin morfizmalarinin bileske islemi D nin ki ile ayn1 ise bu durumda



C, D nin alt kategorisidir denir [9] .

C, D nin alt kategorisi ve Vx,y e Ob C igin C(x,y)= D(x,y) ise C ye D nin dolu alt

kategorisi, ObC = Ob D ise C ye D nin geniy alt kategorisi denir [2,7].

Tanimin1 vermis oldugumuz kategorilere asagidaki 6rnekler tanimlarin anlasilmasi i¢in

verilebilir.
Ornek 2.1.3 : Her kategori kendisinin dolu bir alt kategorisidir [2].

Cozliim icin her kategori kendisinin bir alt kategorisi ise bu kategorinin nesnelerinin
kiimesi ve morfizmlerinin kiimesi her zaman i¢in mevcuttur. Aynt zamanda birebir
olduklarindan alt kategori sartlar1 saglanir. Bu durumda her kategori kendisinin dolu alt

kategorisidir.

Ornek 2.1.4 : Sonlu olan kiimelerin kategorisi Set kategorisinin dolu bir alt

kategorisidir [2].

Ornek 2.1.5 : Abel gruplarin kategorisi, Grup kategorisinin dolu bir alt kategorisidir
[2].

Orneklerle tanittigimiz Set kategorisi i¢in asagidaki dnemli 6zellikler verilebilir.

Onerme 2.1.1 : Kiimelerin Set kategorisinde bir a:A — B morfizmi i¢in asagidaki
durumlar birbirine denktir.
1. a bire-bir dir. (Yani a(X) = a(Y) ise X =Y dir.)

2. a soldan sadelesebilirdir. (Yaniaecb =aoc = b = cdir.) [6].
Ispat : Gergekten ;

1 = 2) : Kabul edelim ki a birebir, b,c:C = A ve ae°b = aoc olsun. Bu durumda

vV X € C icin,

(aeb)(X) = (a°c)(X) = a(b(X)) = a(c(X))

10



olur ve a bire-bir oldugundan

b(X) = c(X)

dir. VX € C i¢in ve b, c: C —» A tanimlandigindan
b=c

bulunur.

2 = 1) : Kabul edelim ki a soldan sadelesebilir ve bire-birlik sartinin hipotez kismi

olan a(X) = a(Y) ve C = {a} olsun.

b(a) =X ve c(a) =Y

olacak sekilde b,c:C — A doniisiimleri tanimlansin. Bu takdirde
a(X) = a(Y)

esitliginde X ve Y yerine yazilirsa

a(b(@)) =a(c(@))>ach=aoc

=>b=c
oldugundan
X=bla)=cla)=Y

bulunur [6].

11



2.1.1 Kategori ornekleri

Simdi tanim1 verilen ve kategori tanimina bagli olarak cesitli 6zellikleri yukarida
sunulan kategori 6rneklerini inceleyelim. Kategori kavraminin net anlagilmasi agisindan
asagida verilen Ornekler genellikle kategori Tlizerine yayimlanan kitaplarda ve

makalelerde verilen temel 0rneklerdir.

Ornek 2.1.1.1: Kategorinin nesneleri kiimeler ve morfizmleri de kiimeler arasmndaki
fonksiyonlar olmak iizere tiim kiimelerin smnifi bir kategori olusturur. Bu kategoriye
kiimeler kategorisi denir ve Set ile gosterilir. Bu yapmin bir kategori olusturdugu su

sekilde gosterilebilir.

A, B kiimeleri i¢in C (A,B) sinift A dan B ye tiim fonksiyonlarin sinifidir. Burada kismi
carpma islemi ise fonksiyonlarin bileskesi olarak tanimlanir. Her bir A kiimesi igin

birim morfizm [,:4—> A birim fonksiyondur. O halde tiim kiimelerin smifi bir

kategori olusturur [2].

Ornek 2.1.1.2: Topolojik uzaylarin sinifi bir kategori olusturur. Bu kategorinin
nesneleri topolojik uzaylar, morfizmleri topolojik wuzaylar arasindaki siirekli
fonksiyonlar ve kismi c¢arpma islemi ise fonksiyonlarin bileskesidir. Strekli
fonksiyonlarm bileskeleri de siirekli oldugundan bdyle bir kismi islem tanimlidir. Bu

kategori kisaca Top ile gosterilir [2].

Ornek 2.1.1.3: Nesneleri gruplar, morfizmleri grup homomorfizmleri ve kismi islem
ise grup homomorfizmlerinin bileskesi olarak alindiginda bir kategori elde edilir. Bu

kategori Grup olarak adlandirilir.

Benzer olarak halkalar ve halka homomorfizmleri de bir kategori olusturur. Bu kategori

de Ring olarak adlandirilir [2].
Ornek 2.1.1.4: Topolojik gruplarin kategorisini olusturmak igin nesneler topolojik

gruplar ve morfizmler ise siirekli grup homomorfizmleri olarak alinir. Bu sekilde elde

edilen topolojik gruplarin kategorisi TopGrup olarak adlandirilir [2].

12



2.2 Epik ve Monik

Yukarida tanimlari, 6zellikleri ve ornekleri verilen kategori tanimmin sik¢a kullanilan
ve verilmesi kagmilmaz olan bazi 6zellikleri asagida verilmektedir. Bu konu hakkinda

daha detayl bilgiler [6] ve [8] de bulunabilir.

Tanimm 2.2.1 (Monik) : C bir kategori olsun. Eger C kategorisinde bir a: 4 — B

morfizmi soldan kisaltilabilir ise a’ ya monik denir.

Set kategorisinde bir morfizmin monik olmasi i¢in gerek ve yeter sart morfizmin bire-

bir olmasidir [6,8].

Yukarida ispatlanan Onerme 2.1.1 ‘in (1 = 2) ispatindan bir kategoride her bir
morfizmin monik oldugu gosterilmistir. Bu verilen Onermenin tersinin dogru

olmadigma asagidaki 6rnek verilebilir.

Ornek 2.2.1 : Y9 € G ve her pozitif n-tamsayisi igin & =& " olacak sekilde & 'eG
varsa G abel grubuna boliinebilirdir denir. Daha sade bir sekilde ifade etmek gerekirse

nesneler olarak boliinebilir abel gruplar1 ve morfizmler olarak da grup morfizmleri

almirsa BolAb kategorisi olusturulabilir. Dolayisiyla Q ve QIZ nin ikisi de BolAb

kategorisinde nesnelerdir. Bu durum matematiksel olarak ifade edilirse

Py 2
q n.q

biciminde gosterilir. Yine

E+Z=n+(£+Z)
q nq

esitliginden de goriilebilir. Simdi;

p:Q - Q|Z
q->e@=q+1Z
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ile tanimlanan dogal morfizmini géz Oniine alalim. Bu morfizm bire-bir degildir, fakat
moniktir. Ger¢ekten ¢ ’nin bire-bir olmadig1 aciktir. Monik oldugunu gostermek i¢in

kabul edelim ki;

f,9:4-Q

J # & olmak iizere BslAb kategorisinde morfizmler olsun. Bu takdirde
f(a)—g(a)zﬁio ve s # =1
s

olacak sekilde a € A vardir. A boliinebilir oldugundan a = rb olacak sekilde bir b € A
bulunabilir. Oyleyse;

r[f(®)-g®)] = r.f(b) - r.g(b)
= f(rb)~g(rb)
= f(a)-g(a)

olur ve boylece
1
f(b)-g(b) = "

elde edilir. Bu da

P(f (D)) # p(g(b))

oldugunu verir. Boylece;
pof#peg

olur. Buda ¢ ‘nin soldan kisaltilabilir oldugunu verir. Dolayisiyla moniktir [6].
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Tamm 2.2.2 (Epik) : C bir kategori olmak tizere C kategorisinde bir a:4— B

morfizmi sagdan kisaltilabilirse, yani,

boa=coa=b=c

ise a’ ya epik morfizmler denir.

Epik morfizmlerin 6zelliklerini yansitan onerme ve ornekler asagidaki gibi verilebilir

[6,8].

Onerme 2.2.1 : Set kategorisindeki morfizmlerin epik olmasr igin gerek ve yeter sart

orten doniistimler olmasidir [6].

Ispat : Bunu gostermek igin kabul edelim ki a: A — B sagdan kisaltilabilir olsun.

Burada ;

b,c:B—{0,1}
olmak tlizere

X, Xelma

b(X)=
%) {0 , X ¢lma

verilirse Vy € A i¢in

b(a(Y))=a(Y)=c(a(Y))
dir. Buradan;

boa=coa
elde edilir. Hipotezden

b=c

X , Xelma
1 , Xglma

dir. Eger ImA c B ise bu durumda X € B ve X € ImA olacak sekilde mevcuttur.

15



Boylelikle bir X elemant i¢in

0=b(X)=c(X)=1

elde edilir ki bu bir ¢eliskidir. O halde Ima=B dir ve a ortendir.

Tersine kabul edelim ki

a:A—> B

orten olsun ve b o a = c o a olacak sekilde

b,c:B—>C

morfizmleri verilsin. Y € B ise baz1 X € A ‘lar i¢in a Orten oldugundan Y = a(X)

bi¢iminde ifade edilir.

Buradan

b(Y) = b(a(X)) = c(a(X)) = c(Y)

bulunur.

Sonug olarak b=c elde edilir ki bu da a nin sagdan kisaltilabilr oldugunu gosterir. O

halde Sef kategorisinde epik morfizmler 6rtendir [6].

Ornek 2.2.2 : Ring kategorisindeki

i:Z-Q

doniisiimii ele alinsin. Bu morfizm 6rten degildir, ancak epiktir.
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Gergekten de i doniigtimiiniin orten olmadigi agiktir. Soyle ki Vz € Z igini(z) =
q olacak sekilde 3g € Q yoktur. Bu yiizden orten degildir. Simdi ise i' nin epik

oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki

bc:Q—- A

morfizmleri Ring kategorisinde

boi=coli

esitligini saglayan morfizmler olsunlar. Bu takdirde her n-tamsayisi i¢in

b(n) =c(n)

elde edilir. V % € Q icin

b (%) = b(m.n"1.1)

=b(m).b(n~1).b(1)
=c(m).b(n™1).c(1)
=c(m).b(n™Y.c(n).c(n ™)
=c(m).b(n™1).b(n).c(n™1)
=c(m).b(1).c(n™?)
=c(m).c(1).c(n™1)

=c(®)

olur. Buradan b = ¢ elde edilir. Boylece i doniisimii sagdan kisaltilabilirdir ve

dolayisiyla epiktir [6].

Bu tanimlama ve Ornekler 15181 altinda epik ve monik morfizmler i¢cin asagidaki

sonuglar ¢ikarilabilir [6].
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SONUC:

1. a ve b monik olmak {izere a o b de moniktir. Gergekten de ;

aoboc=qobod =boc=bod
=c=d

2. a ve b epik olmak iizere a o b de epiktir. Gergekten de ;

coaob=doaob=coa=doa
=c=d

3. a o b monik olmak tizere b moniktir. Ger¢ekten de ;

boc=bod = aocboc=aobod
=c=d

4. a b epik olmak iizere a epiktir. Gergekten de ;

coa=doa=coaob=doaob

=c=d [6]

2.3 Ozel Nesneler ve Morfizmler

Tamim 2.3.1: Bir C kategorisinde f: A4 — B morfizmi verilsin. Eger bu f morfizmi

soldan kisaltma 6zelligine sahipse yani f g = f h olacak sekildeki g ve h morfizmleri

icin g = h olacak sekilde bulunabilirse f morfizmine bir monomorfizm denir [2] .

Tamim 2.3.2: Bir C kategorisinde f:A4 — B morfizmi verilsin. Eger bu f morfizmi

sagdan kisaltma ozelligine sahipse yani g f = h f olacak sekildeki g ve h morfizmleri

icin g = h bulunabilirse f morfizmine bir epimorfizm denir [2].
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Tanmm 2.3.3: C bir kategori ve f:4— B de bu kategoride bir morfizm olsun. Eger
g f =14 olacak sekilde bir g:B —> 4 morfizmi varsa f ye bir kesit denir. Eger
f g = 1 olacak sekilde bir g: B — 4 morfizmi varsa f ye bir dual kesit denir [2].

Tanim 2.3.4: Monomorfizm ve epimorfizm olan bir morfizme bimorfizm, kesit ve dual

kesit olan bir morfizme ise izomorfizm denir. Eger f : 4 — B doniisiimii bir izomorfizm

ise A ve B nesnelerine izomorf denir [2].

Tammm 2.3.5: Bir C  kategorisinde A4 eOb(C) nesnesi verilsin. Eger her bir
X € Ob(C) nesnesi i¢in Mor (A, X) bir tek morfizme sahipse 4 € Ob( C) nesnesine bir

kaynak doniistimii denir.

Benzer olarak her bir X € Ob(C) nesnesi i¢cin Mor-(X,A) bir tek morfizme sahipse
A € Ob( C) nesnesine bir hedef doniisiimii denir [2].

2.4 Funktorlar

Her kategoride, nesneler arasindaki doniisiimlere karsilik gelen morfizmlerin oldugu
bilinmektedir. Ornegin kiimeler arasinda fonksiyonlar, topolojik uzaylar arasinda
sirekli fonksiyonlar, gruplar arasinda grup homomorfizmleri vardir. Benzer olarak
kategoriler arasinda da doniistimlerin olmas1 kaginilmazdir. Bu doniisiimlere literatiirde
funktor denir ve cesitli 6zellikleri mevcuttur. Bu 6zellikler ve tanimlamalar asagidaki

gibi verilebilir.

Tanim 2.4.1: C ve D iki kategori olmak tizere C nin her bir A nesnesini D nin bir F(A)
nesnesine, C nin her bir f:4— B morfizmini ise D deki bir F(f): F(A) > F(B)
morfizmine doniistiiren ve asagidaki sartlar1 saglayan bir F doniisiimiine C den D ye bir

funktor denir ve F :C — D bigiminde gosterilir.

i) C kategorisinde go f bileskesi tanimli olacak sekildeki f ve g
morfizmleriicin F(go f)=F(g)o F(f) dir.
ii) V 4Ae Ob( C) 1(;1n F(IA):IF(A) dir [2,6]
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Tanim 2.4.2 : C , D kategorisinin alt kategorisi, V X €C igin iX =X ve C

kategorisinin her morfizmi i¢in de

ia=a

bi¢iminde ise i: C = D bir funktordur. Bu funktora dahil etme funktoru denir [6].

Tanim 2.4.3 : F: Grp — Grp funktoruna tiremis grup funktoru denir. F: Grp — Abel

funktoruna ise abel funktoru adi verilir [6].

Tanmim 2.4.4 : F: A; X A, — A seklinde tanimli funktora bifunktor , F: A X A, X Az =
A seklinde taniml funktora trifunktor ,ve

Fildy XAy X As X . XAy > A n=>4

seklinde tanimli funktora ise multifunktor denir [6].

Tanmm 2.4.5 : F:A— B funktoru icin GoF =1, ve F oG = 1 olacak sekilde
G: B — A funktoru bulunabiliyor ise F funktoruna izomorfizm denir [6].

Tanim 2.4.6 : Eger F:A —» B izomorfizm ise A ve B kategorilerine izomorfik

kategoriler denir [6].

Ozelliklerini vermis oldugumuz funktor tanimini daha agiklayic1 yapmak icin asagidaki
ornekler verilebilir. Bu 6rnekler funktor kavraminin bagka 6zelliklerini veren 6rnekler

olacaktir.

Ornek 2.4.1 : C ve D kategorileri ve bir B € Ob(D) nesnesi verilsin. V 4 € Ob( C) igin

F(A)=B ve her bir f morfizmi i¢in F(f)=1p alinip F': C - D funktoru elde edilir. Bu
funktora sabit funktor ad1 verilir [2,6].
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Ornek 2.4.2 : C bir kategori olsun. V 4 € Ob( C) nesnesini A ya ve her bir f:4— B
morfizmini ise kendisine doniistiiren F': C — C funktoru vardwr. Bu funktora birim

Sfunktor ad1 verilir ve I.:C — C seklinde gosterilir [2,6].

2.5 Grupoidler

Tanim 2.5.1: G bir kategori olmak iizere nesnelerin kiimesi Ob(G) ve morfizimlerinin

kiimesi Mor(G) den, kaynak ve hedef doniisiimleri ;

a, B Mor(G)— Ob(G)

olmak tizere nesne doniisiimii ;

g : Ob(G)— Mor(G)

x=ex)=1,

ters doniisiim ;

i: Mor(G) = Mor(G)

aril(a)=a?

\(

Mor(G) , xpg Mor(G) ={(a,b) € Mor(G) X Mor(G): a(b) = B(a)}

iizerinde tanimli bu doniisiimler asagidaki aksiyomlar1 saglamasi durumunda bir

grupoid olarak adlandirilir.

G1) Y(a,b)e Mor(G), XpMor(G) icin a(b-a)=a(a) ve P(b-a)=p(b)

G2) Va,b,c € Mor(G) dyleki, a(c)=pB(b) ve a(b)=p(a) igin,
c-(b-a)=(c-b)-a

Gs) Vx e Ob(G) icin a(l)=x= (1),
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G4) Yae Mor(G) i¢in a-1I

a(a)

=a ve I, -a=a,

Gs) Herbir a € Mor(G) bir cift tarafli a”" tersine sahiptir 6yleki a(a)= B(a™),
plr oy

Ba)=a(a™) ve a'-a=1

a(a) saglanmir.[2,6,9]

. -1 _
ile a-a =1y,

Tamm 2.5.2: G bir grupoid ve H C G olsun. Asagidaki sartlar1 saglayan H’ ye G’nin bir

altgrupoid 1 denir.

N1) a ve B swrasiyla G grupoidinin kaynak ve hedef doniisiimleri olmak tlizere

a( H )cOb(H ) ve p( H )< Ob(H)

Ny) Vxe Ob(H) igin 1, € H

N3) H kismi ¢arpim altinda kapalidir. [6,9]

Tamm 2.5.3: ', G nin bir altgrupoidi olsun. Eger Ob(H )=0b(G) ise H grupoidine G

grupoidinin genis (wide) altgrupoidi denir.

EgerV X,Y e Ob(H) igin,

Mor, (X,Y)=Mor,(X,Y)

ise H grupoidine G grupoidinin tam(full) altgrupoidi denir.

Eger H genis altgrupoid ve V X,Y e Ob(H) ,A € Mor, (X,X) ve ge Mor,(X,Y)

i¢in,
glg™ e Mor, (Y,Y)

ise H grupoidine G grupoidinin normal altgrupoidi denir [6,9].
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Tanmmm 2.5.4: G ve H iki grupoid olsun. G grupoidinin her bir X nesnesini H

grupoidinin bir f(X) nesnesine ve VY ae€ Mor,(X,Y) elemanini

f(a)e Mor, (f(X),f(Y)) elemanina doniistiiren bir

f:G->H

morfizmine G grupoidinden H grupoidine bir grupoid morfizmi denir.

Eger I, € Mor,(X), X € Mor, © de 6zdes morfizm ise f(/,)=1

sy de f(X)eH

‘da 6zdes morfizm olarak adlandirilir [6].

2.5.1 Grupoidlerin ozellikleri

Bu bolimde groupoidlerin bazi 6zellikleri incelenecektir. Toplamsal notasyon

kullanilacak olursa;

-a : G groupoidinin a morfizmasinin tersini gostersin. Boylece a —b = a + (—b)
olarak yazabilir ve ayrica a — b — ¢ hem (a — b) — c olarak hem de a — (¢ + b) olarak

ifade edilebilir [7,9].

Tamm 2.5.1.1 : Sadece tek nesneden olusan grupoidler gruptur. G(x) € G nin nesne

grubu ad1 verilir [7,9].

Tanmm 2.5.1.2 : G bir grupoid olsun. VX,Y € 0b(G) icin G(x,y) #@ ise G
baglantilidir denir [7,9].

Teorem 2.5.1.1 : G bir grupoid x,y,x’,y' € ObG ve G baglantili grupoid olsun. Bu

durumda ¢@: G(x,y) - G(x',y") eslemesi vardir. Eger x = y ve x' = y’ segilirse ¢ bir

grup izomorfizmi olacak sekilde bulunabilir.
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Ispat : G baglantili oldugundan G(x,x") # @ ve G(y,y') # @ oldugundan a:x — x’,
b:y - y' segebiliriz.

Qc

=
Vv

©:G(x,y) > G(x",y"), p(c)=b+c—a
PY:6(x,y) > Gx,y) , Y(d)=-b+d+a

olarak tanimlayalim. Bu durumda

(p)(c) = p(b+c—a)
=—b+b+c—a+a

=C
PP = LGy
Yo = 15 y)

olur. Boylece ¢ esleme olur. Eger x=y ve x' = y' ise a=b segebiliriz. Béylece ¢(c) =

a+ ¢ — aolur.

x € 0bG ;c,c' € G(x,x) igin,

pc+oc'=a+c—a+a+c' —a
=a+c+c' —a

= p(c+c)

Boylece ¢ grup homomorfizmas: olur ve ¢ birebir esleme oldugundan ¢ grup
izomorfizmasidir. Boylece baglantili grupoidlerin nesne gruplar1 izomorftur ve bu

izomorfizm;
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ay:G(x) = G(x)

cma+c—a

olarak yazilir. Eger x = x' ise a, , G(x) in i¢ otomorfizmasi olur [7,9].

Teorem 2.5.1.2 : x ve x' , G nin ayn1 bilesenine ait nesneleri olsun. Bu durumda
Va,b:x - x' i¢in a, = b, : G(x) » G(x') olmasi i¢in gerek ve yeter sart G(x) in

abelyen olmasidir.

Ispat : =) (-b+a))(c)=(-b+a)+c—(-b+a)=-b+a+c—a+b=
(=b)x(ax(c))(=b + a), = (—b)ya, = b;lax

iddia 2.5.1.1: (=b), = b;!
by(=b)x = (b —b), = Oy
(=b)xby = (=b + b), = Oy

(=b)x = be!
olur.

c:x — x ise bu durumda

(bx)_l(b +0)x = (bx)_l(bxcx) = ((bx)_lbx)cx = Cx

oldugundan G(x) in her i¢ otomorfizmas: b;'a, formundadir [7,9].

fddia 2.5.1.2 : Bir grubun her i¢ otomorfizmasmnmn asikar izomorfizma olmasi igin

gerek ve yeter kosul grubun abelyen olmasidir.

Ispat : G bir grup olsun. Vg € G i¢in ¢: G —» G ¢(x) = gxg~* olsun.
=) ¢ i¢ otomorfizmasi agikar olsun. Bu durumda Vx € G i¢in

gxg~! = x olur.

gxg~' =x = gx = xg olup,

Vx, g € G icin saglandigindan, G abelyendir.

<) Aciktrr.
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Va,b:x- x'igin

by'a, = 15(x) oldugundan G(x) abelyendir.

=) G(x) abelyen olsun. Bu durumda bir onceki iddiadan G(x) in i¢ otomorfizmalari

asikardir.

G(x) in i¢ otomorfizmalar1 (b;!a,) formunda oldugundan,

by'a, = 14(x) olur. Bdylece a, = b, olur [7,9].

2.5.2 Grupoid ornekleri

Ornek 2.5.2.1: Her grup grupoid yapilabilir [9] .

Kabul edelim ki G bir grup olsun. C ‘nin tek nesnesi*,C(*,*)=G ve islem grup

islemidir. G bir grup oldugundan birlesme ve birim eleman 6zelligini saglar. Dolayisiyla
C bir kategoridir. C ‘nin her morfizmasi izomorfizma oldugundan (yani G’nin

elemanlarinin tersi oldugundan) C bir grupoiddir.

Ornek 2.5.2.2: Bir X kiimesi kendi iizerinde bir grupoid olarak diisiiniilebilir. Burada
a=p=1,
ve her elemani birim doniisiimdiir. Biitlin elemanlar1 birim olan bu tiir grupoidlere bog

(null) grupoid denir. V x € X icin sadece bir 1x doniisiimii vardir. Bu doniisiimlerin

bileskesi de

olacagindan baska bir islemi de yoktur [6].

Ornek 2.5.2.3: X bir kiime ve K bir grup olsun. X x K x X yapis1 X kiimesi {izerinde

asagidaki gibi bir grupoid olusturur: Kaynak ve hedef dontistimleri
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a(x,g,y)=x
B(x,g,y)=y

Ters doniistim

i(xagﬂy):(xagay)il Z(y’gilsx)

Nesne doniistimii

e(x,g,y)=(x1,»)

ve kismi ¢arpim iglemi

(z,h, )y, g,x)=(z,hg,x)

seklindedir. Dolayisiyla

(XxK xX,X,a,B,i,e,m)

bir grupoid olur. Bu grupoide asikdar grupoid denir [6] .

Ornek 2.5.2.4: X bir kiime olsun. O halde X nesne kiimesi ve X x X morfizm kiimesi

olacak sekilde bir grupoid vardw. Burada (y,x) ikilisi x— y morfizmini

gostermektedir. Kismi ¢arpim islemi

(2, )y, x) = (2, %)

olarak verilir.

Cok basit ve siradan goriinmesine karsin bu grupoidin uygulamada kilit bir rolii vardir.
Bunun bir nedeni, eger G, X x X in bir altgrupoidi ve X {izerinde tam ise o zaman G, X

iizerinde bir denklik bagmtisidir. Bu da V xe X,(x,x)e X x X i¢cin (x,y)e G ise

(v,x)e G ve(z,y),(y,x)€q ise (z,x) €G demektir [6] .
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Ornek 2.5.2.5 : Topolojik uzaylar ve bu uzaylar arasindaki homeomorfizmler kategorisi
bir grupoid olusturur. Gergekten, morfizmlerin kiimesi topolojik uzaylar arasi

homeomorfizmler, yani;

Mor( G )= { f | f : X — Yhomeomorfizmler, X, Y topolojik uzaylar}

ve nesnelerin kiimesi
Ob( G ) ={X|X birtopolojik uzay}

olmak tizere , f € Mor( G ), f: X — Y i¢in kaynak ve hedef doniistimleri

a(f)=Xve p(f)=Y,
ters doniisiim

i:Mor(G) = Mor(G)
A A

nesne doniistimii

&: X - Mor(G)
X eX)=1,

ve kismi ¢arpim iglemi

Mor(G),, Xg Mor(g) = {(f,g) € Mor(G) x Mor(G): B(f) = a(g)}

olmak tizere

m:Mor(G) X Mor(G) = Mor(G)
(f.8) =g f
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ile tanimlidir. Boylece (Mor(G),0b(G ),«, B,i,&,m) bir grupoid olusturur [6].

Ornek 2.5.2.6: X bir kiime olmak iizere R < X x X denklik bagmtis1 X iizerinde bir
grupoiddir.

Burada morfizmlerin kiimesi Mor(R)=R= {(x, y|xyeX } ve nesneler kiimesi

Ob(R)=X olmak iizere hedef ve kaynak doniisiimleri sirastyla

a:R—->X

()P alx,y)=x
f:R—>X

(x, )= B(x,y) =y,
ters doniisiim

i:R > R
(x5, ) (L) =),

nesne doniistimii

e:X >R
x—=1,

ve kismi ¢arpim iglemi

m:RxR — R
(x,),(»,2) > (x,2)

seklindedir. Boylece (Mor(R), Ob(R), a, B, i, e, m) bir grupoid olusturur [6].
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2.6 Homotopi

Tamm 2.6.1 : F(x,0) = fo(x), F(x,1) = fy(x) Vx € X sartlar1 ile birlikte F :
X x [ - Y siirekli doniisiimiine somotopi denir. Burada X, Y uzaylar olmak tizere f, f; :

X — Y stirekli doniistimlerdir ve f,, fi’e homotopiktir denir [10-12].

Iki matematiksel nesnenin homotopik olmasi, birinin digeri iizerine siirekli olarak
deforme edilebilmesi ile ayn1 anlamdadir. Ornegin gercel say1 dogrusu, tek bir noktaya

homotopiktir. Ancak ¢ember, tek bir nokta uzaymna homotopik degildir [10-12].

Tanim 2.6.2 : Nesneleri X topolojik uzaylari, Hom kiimeleri Hom(X ,Y) = [X ,Y] ve
birlesimleri [g] ° [ /] = [g °f ] bi¢cimindeki boliim kategorisi homotopi kategorisi olarak
adlandirilir ve ATop ile ifade edilir [10-12].

Ornek 2.6.1 : n =1 icin X =Y = R™ olsun. Vx € R" i¢in f(x) =x ve g(x) =0
fonksiyonlar1 i¢in H(x,t) = (1 — t)x ile tanimli H : R™ X [ > R™ tanimli fonksiyonu

f ve g fonksiyonlar1 arasinda homotopi fonksiyonudur ve f =~ g ’dir [10-12].

Tanmm 2.6.3 : Nesneleri topolojik uzaylar, morfizmleri homotopi smiflar1 ve kismi
carpim islemide homotopi smiflar1 arasinda tanimli * isleminden olusan kategoriye

homotopiler kategorisi denir [10-12].

Tanim 2.6.4 : f: X — Y fonksiyonu sabit bir fonksiyona homotopik ise f ’ye null
homotopik fonksiyon denir [10-12].

Tanim 2.6.5 : (Relatif homotopi)

Ac X,f: X > Yveg: X — Y siirekli fonksiyonlar olsunlar. Eger a € Aig¢in f
ve g arasinda t € [ dan bagimsiz F (a, t) homotopisi mevcutsa f ve g fonksiyonlarina
A ya gore homotopiktirler denir. Diger bir deyisle Va € Ave Vt € [ i¢in F (a,t) =
f (a) = g(a) olacak sekildeki F homotopisine A ya gére homotopi denir. Bu homotopi
f = g(relA) veyaF: f ~ g(relA) bigiminde gosterilir.
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F: f =~ g(relA) ise Vx € X igin F (x,0) = f (x) ve F (x,1) = g(x) olupVx, € A,
vt el igin F(xyt) = f(xg) =g(xy) elde edilir. Eger A = Qise Aya gore
homotopiye null homotopi denir [10-12].

Homotopi denkligi

Iki siirekli fonksiyonun homotopik iken denk olugunu diisiinecek isek, homeomorfizm

tanimint degistirmemiz gerekir ‘=" isareti yerine homotopiyi koymaliyiz. Bu bizi

asagidaki ‘homotopi denkligi’ kavramina gotiirtir:

Tamim 2.6.6 : X ve Y iki topolojik uzay olsun. Eger gof ~Ix:X > Xve fog =
Iy:Y = Y olacak sekilde f : X —» Yveg: Y — X siirekli fonksiyonlart mevcutsa, X
ve Y uzaylarma ayni homotopi tipindendir ya da homotopik olarak denktir denir. file g

fonksiyonlarma ise homotopi denklikleri denir.

Yazarken ‘homotopi denkligi’ kavramindan ziyade °‘iki uzayin homotopik olmasi

kavrami daha yaygindir [10-12].

Ornek 2.6.2 : S tek bir nokta iceren bir uzay ise S ve R homotopi denktir. Bunu gérmek
icin f: R — S sabit bir fonksiyon (f i nasil tanimladigimiza dair herhangi bir se¢im yok)
ve g:S — R fonksiyonu, S deki tek noktayr R de 0 a gotiiren bir fonksiyon olsun.
gef:R- R, 0 a gore sabit fonksiyon iken, f o g:S — § birim fonksiyondur. R —
R tiim fonksiyonlar homotopik oldugundan g o f birime homotopiktir.

2.6.1 Homotopi ornekleri

Ornek 2.6.1.1: V (x,y) € S icin

f:.S'l—>IR2
xy) P (x,y)

dogal i¢ine (inclusion) fonksiyon ve
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g:St - R?
(x,y) = (0,0)

sabit fonksiyon olmak {izere
F: St x 1 - R?

(1=[0,1]) fonksiyonu F((x,y),t) = (1 —t)f(x,¥) seklinde tanimlandiginda siirekli
olur. Ayrica

F((x,9),0) = (1 -0)f(x,y)
= f(x,y)

\

F((x,y),1) =1 - Df(xy)
= (0,0)
=g(x,y)

olup f ve g homotopiktir [10-12].

Ornek 2.6.1.2 : Vx icin f:[0,1] - [0,1] birim déniisiim ve g:[0,1] — [0,1] sabit
doniigiimii g(x)=0 olacak sekilde verilsin. Boylece F: [0,1] X I — [0,1] fonksiyonu

Flx,t) =(1—-1t)x
seklinde tanimlandiginda, file g arasinda bir homotopi belirtir [10-12].
Ornek 2.6.1.3: f,g:R » R herhangi iki siirekli fonksiyon olsun.

fiRx[01] >R
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fonksiyonu  F(x,t) = (1 —t)f(x) + tg(x) seklinde tamimlansin. F, siirekli
fonksiyonlarm bileskesi olarak yazildigmdan siireklidir. Ayrica F(x,0) = (1 —
0)f(x)+0=f(x) ve F(x,1)=04+1g(x) =g(x) olup F, f ve g arasinda bir
homotopidir [10-12].

Teorem 2.6.1.1 : Homotopi bagintis1 " =~ " bir denklik bagintisidir.

Ispat : " =~ " bagmtisinin bir denklik bagmtis1 olmasi i¢in yansima, simetri ve gegisme

ozelligine sahip oldugunu gostermeliyiz.
i) " =" bagmtisinin yansiyan oldugunu gostermek i¢in F(x,0) = f(x) ve F(x,1) =

f(x) olacak sekilde bir F:X X I — Y silirekli fonksiyonunun tanimlanmasi1 gerekir.

Burada F(x, t) = f(x) olacak sekilde tanimlanirsa f = f oldugu goriiliir.

i) = bagintisinin simetrik oldugunu gostermek i¢in f ~ g iken g =~ f oldugunu

gostermeliyiz. f =~ g olsun. Bu durumda

F: X XI->Y
(x,t) » F(x,t)

stirekli fonksiyonu F(x, 0) = f(x) ve F(x,1) = g(x) olacak sekilde mevcuttur.

Buradan

G : XXI — Y
(x,t) m F(x,1—-1¢)

fonksiyonu da siirekli olup G(x,1) = F(x,0) = f(x) ve G(x,0) = F(x,1) = g(x)
elde edilir. O halde g = f dir.

iil) f = g ve g = h olsun. O halde;

F: X XI->Y
(x,t) » F(x,t)
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stirekli fonksiyonu F(x, 0) = f(x) ve F(x,1) = g(x) olacak sekilde ve

G:X XI->Y
(x,t) » G(x,t)

stirekli fonksiyonu G (x,0) = g(x) ve G(x,1) = h(x) olacak sekilde mevcuttur.

F ve G yardimi ile

H:X XI->Y

F(x,2t),0<t<1/2

x,t) » H(x,t) = 1
(*,0) (x,0) G(x,2t—1),§StS1

stirekli fonksiyonunu tanimlayabiliriz. Buradan
H(x,0) = F(x,0) = f(x)

ve

H(x,1) = G(x,1) = h(x)

elde edilir. O halde f =~ h dir [10-12].
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BOLUM 111

CAPRAZLANMIS MODULLER

Caprazlanmis modiiller J. H. C. Whithead [13] tarafindan tanimlanmistir. Caprazlanmis
modiiller grup teoride, cebirsel kategoride ve homotopi teoride dnemli bir yer tutmustur.
Whitehead’ in bu calismasindan sonra konu hakkinda ¢ok detayli ¢alismalar yapilmis
olup bu caligmalardan bazilari, Yari-Tamlanmis Caprazlanmis Modiiller [14] , Actor
Caprazlanmis Modiiller [15-17], Pullback Caprazlanmis Modiiller [6], Induced

Caprazlanmis Modiiller [18] olarak siralanabilir.

Daha sonra ¢aprazlanmis modiiller kategorisinin denk kategorileri calisilmaya
baslanmis olup bu denk kategorilerden en onemlisi Catl-gruplar kategorisidir. Yapilan
bu calismalarin bilgisayar uygulamalar1 ve denk kategorilerin bilgisayar yardimiyla

gosterilmesi de ilk olarak Alp [19] tarafindan verilmistir.

Caprazlanmis modiiller i¢cin otomorfizm yapisina Brown [20,21] ve Gilbert [15]
tarafindan farkli bir bakis acis1 getirilmistir. Norrie [17] ise gruplar iizerinde

caprazlanmis modiilleri ayrintili bir bigimde incelemistir.

Gruplar tizerinde ¢aprazlanmis modiil tanimini ifade ederek, grup teorisinden bildigimiz
normal alt grup, i¢ otomorfizmler grubu, grup genislemesi, tensor carpim gibi kavramlar
iizerinde caprazlanmis modiil 6rneklerini ¢aligmamiza temel teskil etmesi agisindan

burada inceleyecegiz.

D ve G iki grup olsun. G, D iizerinde bir etki ise d iizerindeki g’ nin sag etkisi d9 , sol
etkisi ise ?d seklinde tanimlanir. Eger G < D ise bu durumda G kendi kendisini etkiler

denir ve

929, = 920195 » 91,92 €G

seklinde gosterilir.
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Tanim3.1: 0:D -G
grup homomorfizmi ve

GXD-D
9,d) » gq

G nin D iizerine etkisi ile birlikte, V d, d' €D ve g € G igin

CM1) 0(gq) = go(d)g™"
CM2) 6d,, = dd'd~*

sartlar1 saglaniyor ise D ye bir caprazlanmis modiil denir ve (D, G , 0) ile gosterilir

[22,23].
3.1 Caprazlanms Modiil Ornekleri
Ornek 3.1.1:G,D grubunun normal alt grubu olmak iizere

0:G->D

nen
icine (inclusion) homomorfizmi ve

DXG-G
(d,g)»d,; =dgd™*

seklindeki D ’nin G lizerine etkisi ile birlikte bir ¢aprazlanmis modiil yapis1 olusturur.

Gergekten;

CM1) a(d,) = a(dgd™b)
= d(d)d(g)a(d™")
= da(g)d™"
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CM2) 04, = ggr

=99'97"
seklinde ¢aprazlanmis modiil aksiyomlarinin saglandigi goriiliir [22,23].

Ornek 3.1.2: M, bir ZG — modiil olmak iizere

0=1:M-G

me 1;

asikar (trivial) homomorfizmi ve

GXM-M
(gm) e gy, =gm

etki fonksiyonu ile birlikte bir ¢aprazlanmis modiil yapisi olusturur. Cilinkii

CM1) 0(gyn) = d(gm)
=1

=glg™*
=go(m)g™*

CM2) amm, =1,

=1m’

=m'mm™!

= mm'm~! (M abelyen grup)
seklinde ¢aprazlanmis modiil aksiyomlar1 saglanir [22,23].
Ornek 3.1.3 : K bir grup ve
G={fe:fi:K—->K; fi(k') = kk'k™"}
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kiimesi K nin i¢ otomorfizmlerinin grubu olmak iizere,

0:K -G
k- fi

homomorfizmi

GXK->K
(fio k') = (fidw = kk'k™!

etki fonksiyonu ile birlikte bir ¢aprazlanmis modiil yapis1 olusturur. Gergekten;

CM1) a((fidy) = 0(kk'k™)
= 0(k)a(ko(k™)
= fid (kK)o (k)™
= fild (kDfi!

CM2) 0ky, = (fidks
= kk'k™1!

sartlarinin saglandig1 agiktir [22,23].

Ornek 3.1.4 : D ve G iki abelyen grup olsun. D deki G grup etkisi trivial sifir “0”

olmak iizere d: D — G bir ¢aprazlanmis modiil olusturur [22,23].

Ornek 3.1.5 : X, = (0,:C; » G;) ve X, = (0,:C, = G,) iki caprazlanmis modiil
olsun. Bu durumda X; X X, ‘nin kartezyen carpimi, C;, C,, G; ve G, de trivial etkiye
sahipse 0; X 0,:C; X C, = G X G, bir ¢aprazlanmis modiil olusturur. (Caprazlanmis

modiillerin direk ¢carpimindan) [22,23].

Simdi, herhangi iki ¢aprazlanmis modiil arasindaki morfizm kavrammi aciklayalim.
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Tamm 3.2 (Caprazlanms Modiil Morfizmi) :

X=(0:S->R) ve X' =(0"S - R") iki ¢aprazlanmig modiil olsun. Bu durumda

caprazlanmis modiil morfizmi

(o,p)=X->X

seklinde bir homomorfizm ¢iftidir. Burada 6:S - S’ p:R - R’ dir. Ve agagidaki

ozellikleri saglar.

1)0'0(s) =pd(s) , Vs€eS

2) o(s") = a(s)P™M
X bir ¢aprazlanmis modiil olmak {izere X' den X e tiim morfizmlerin kiimesine X in
endomorfizmlerinin kiimesi ad1 verilir ve End(X) ile gosterilir. Eger § ve p ile birlikte
grup homomorfizmi ise bu durumda (&, p) ¢iftine bir izomorfizm denir [22,23].

3.2 Caprazlanms Modiillerin Ozellikleri

d0: D — G herhangi bir ¢aprazlanmis modiil olmak iizere, c¢aprazlanmis modiil

kavraminin temel bir sonucu olarak asagidaki 6nermeleri verebiliriz.
Onerme 3.2.1 :
0:D -G

doadd=g

gruplarmn bir ¢caprazlanmis modiilii olsun.

39



i) 0 nin ¢ekirdegi, D nin merkezinin bir alt grubudur.

ii) 0D, G nin normal alt grubudur.
ispat :
i) G nin D {izerine etki fonksiyonu

GXD-D
(g.d) - gq=gd

\(

Cekd ={a € D|0(a) = 15}
Z(D) = {x € D|Vy € D icin,xy = yx}

olmak iizere, a € Cekd , y € D igin

ay = aya~la
= (O(a)y)a ((D, G, d), ¢caprazlannmuis modiil)
=1,a (a € Cekd)

= 1lya

oldugundan Cekd c Z(D) saglanir. Ayrica, a,,a, € Cekd igin
d(ara;") = 8(a)d(az") = 8(a)d(a) ™" =1
oldugunda a,a,;' € Cekd dir. Dolayisiyla Cekd < Z(d) elde edilir.

ii) (D, G, 0) ¢aprazlanmig modiil oldugundan

gd(d)g™ = 0(gq)
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esitligi gecerlidir ve G nin D iizerine etkisinden dolay1 g; € D dir. Dolayisiyla,
ga(d) g™ = 9(ga) € 9(D)
elde edilir [22,23].

Onerme 3.2.2 : 9:D—G bir ¢aprazlanmis modiil olsun. D nin komiitatorii bir G/oD-

modiil yapisina sahiptir.

Ispat : 1lk olarak komiitatoriiniin tanimini hatirlatalim.
[D,D] = {dd'd™*(d)™': d,d" € D}

kiimesi D nin bir normal alt gurubudur. Dolayisiyla
D4’ = D/ [D,D]

bolim grubu olusturulur. Ayni zamanda, abelyan olan bu bolim grubuna D ’nin

abelyanasyonu denir.

Ispat1 yapabilmek i¢in, dnerme 3.2.1 deki gibi, dD nin D4? iizerine birim etki yaptigini
gostermek yeterlidir. n € d(D) ve dd = n olmak lizere, herhangi d' € D icin,d
caprazlanmis modiil oldugundan

Ng = 0g,, = dd'd™1

esitligi gegerlidir. Dolayisiyla

nd’(d’)_1 e [D, D]

olur veya bu ifadeye denk olarak

Narp,pp = @'[D, D]
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dir. Béylece D, D4? iizerine birim etki eder [22,23].

3.3 Actor Caprazlanms Modiiller

Bu béliimde ¢aprazlanmis modiil ¢esitlerine kisa bir sekilde bakilacaktir. Bunun nedeni
her biri ¢aligmalarda kullanilan bu kavramlarin matematiksel temelini burada sunmaktir.

Secilen ¢aprazlanmis modiiller bilinen caprazlanmis kare kavramini en temel sekilde

olusturdugundan bu bdliimde secilerek konulmustur.

n
S ———>W(X)
0 ad A

R——> Aut(X)
a

Geometriksel olarak diyagrammi verdigimiz bu c¢aprazlanmis kareyi olusturan

caprazlanmis modiilleri agagidaki gibi adlandirabiliriz.

1) Norrie caprazlanmis modiil (a¢ = R = Aut(X))

2) Lue ¢aprazlanmig modiil (ad = An: S = Aut(x))

3) Whitehead ¢aprazlanmis modiil (1: S - W (X))

4) Actor ¢aprazlanmis modiill (A: W (X) - Aut(X))

Simdi adlandirdigimiz bu ¢aprazlanmis modiilleri inceleyelim.

Tamm 3.3.1 : Her bir s € S i¢in asagidaki gibi tanimlanan n4: R = S derivasyonu

ns(x) = (S)xs_l

principial derivasyonu olarak adlandirilir [17,24] . Bu nedenle n5: R — S derivasyonu;
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Ns (Xy) = (st)y(ﬂsy)

aksiyomunu saglar. Gergekten de

ns(xy) = (sx)” (Msy)
ne(x) =t*t7!
(Mex)? = ()t H7ere™t
=t (Y) eve?

— txyt—l

= ne(xy)

dir. n¢ bir derivasyon oldugundan iki derivasyonun birlesme 6zelligini saglar. Yani;

(1 o M) () = M5 ()

(s °ne) () = 15 ()N (X)n5 e (%)
= s¥s 1t¥t " In {t¥e T
— SxS—ltxt—l(ns(at)x)at_lns(at—l)
— gXg lpxg0tF g—14-14,0t7 -1
= s¥s X (t*) Ist¥s e test s
— Sxtxt—ls—l
= (st)*(st)™"

= s (X)
dir. Buna gore

n:S - Der(y)

s

dontistimii bir homomorfizmdir [22,23].
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Tanmim 3.3.2 (Norrie Caprazlanmis Modiil) :
Asagidaki gibi tanimlanan homomorfizm
a:R - AutX

r e {0y, pr)

Inn(X) ‘de @R nin bir gorintiisii olsun. Burada (g, p,-) inner otomorfizm olup s €

S,7,q € R i¢in
o,(s) =s"
pr(q) =r7'qr

seklinde tanimlanir.

A(ns) = (04, Pa )

0y (x) = xn5(0x)
= s(s71)%s
=s"1xs

= x0s

Py (x) = x0(n5x)
= x0((s™")*s)
= x0((s71)*)(9s)
= (0s Hx(0s)

Buradan da ad = A,:S - Aut(X) dir. Burada Norrie ¢aprazlanmis modiilii olusturmak

icin gerekli olan etkiyi tanimlayalim. Bunun i¢in ® € AutS ve W € AutR olmak lizere

(®,¥) € AutX olup,

9D = Wo
D(sT) = (Ds)*r

dir. Boylece R iizerinde Aut(X) in bir etkisi asagidaki gibi tanimlanir [17] .

44



r{®¥) = py
Teorem 3.3.1 : Yukarida tanimlanan etki ile birlikte bir grup homomorfizmi

a:R - AutX

r e {0y, pr)
mevcut olup a: R = AutX homomorfizmi bir ¢apraz modiil olusturur.

Ispat : Caprazlanmis modiil olmast igin ¢aprazlanmis modiil aksiyomlarindan CM1) ve

CM2) saglanmalidir.
CM1) a(r®*H=(@~1, ¥~ (ar) (¢, ¥)
olmalidir. Bu nedenle gdstermeliyiz ki

(@ L% 1) (o, pr)(®, W) = (P oo, o P, Wo Pro° Lp_l)
a(ri®¥)) = a(¥r)

= (G‘Prr p‘l‘r)

pyr(q) = (Wr)1q(¥r)

Sy (s) = s¥7

Wop, oW H(g) =Y (¥ q)r)
=W r) g r)

(@ o0, 0@ )(s) = Poo,(P7's)
= d((@7's)")
= (P(P71s)*"

Yr

=S

CM2) q" =q°" =r7'qr
Bu ¢aprazlanmigs modiil Norrie ¢caprazlanmis modiil olarak adlandirilir ve
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N(X) = (a: R - AutX)

seklinde gosterilir [22,23].

Tamim 3.3.3 (Lue Caprazlanmis Modiil) :
Bir grup homomorfizmi

ad:S - AutX

s (05, ps)
ve S lzerindeki AutX etkisi
s{®%) = s
seklinde tanimlansin. Bu durumda
L(x) = (ad = An: S - AutX)
bir caprazlanmis modiildiir [ 14,24].
Tanmm 3.3.4 (Whitehead Caprazlanmis Modiil) :

S tizerinde W (X) etkisi asagidaki sekilde tanimlansin.

s¥ = M = slowPx) = g, 5 = 5(X0s)

Bu durumda

eX) = (m:5 > W(X))

donilistimii yukarida tanimlanan etki ile birlikte Whitehead c¢aprazlanmis modiiliinii

olusturur [25].
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BOLUM 1V

CAPRAZLANMIS MODULLER VE GRUPOIDLERIN OTOMORFIiZMLERI
VE HOMOTOPILERI

Bu boliimdeki ¢alisma grupoidlerin homotopileri ve otomorfizmlerini icerdiginden

burada calisma [9] ten aynen alinmistir.
4.1 Grupoidlerin Otomorfizmleri

Bir C kategorisinin otomorfizmasi, a:C — C izomorfizma olan funktordur. Bagh
nesneler kiimesi U = {uy, Uy, ... u,} olan {(a,:u; - u,):2 < p < n} olmak iizere €
bagl bir grupoid olsun. Eger C, u; deki bir nesne grubu ise C* nin bir otomorfizmasi
asagidaki verilenlerin secilmesiyle elde edilir.

o k € AutC

J {(ﬁp: U - up): 2<p<n}, a, ile yer degistirerek,

e 1 € Symm(U), U daki nesneleri yer degistirerek,

Boylelikle C ¢ nin toplam olarak var olan otomorfizmleri n! X Aut|C| x |C|™!

seklinde elde edilir [9] .
Tamm 4.1.1. (Standart Bagh Grupoidlerin Otomorfizmleri )

C = Gy X I, grupoidinin standart durumunu inceleyelim. Eger C , X; = {cq, ..., ¢;}
tretegleri tarafindan Uretilirse her bir p nesnesi igin C yi lreten kiime X, =
{(p,cr,p):ck € Xe3 U {(p,c,q):q # p} dir. Kalan doniigiimlerin bilesenleri

C = Cpey) Cheyr -1 Chy € €, Chy € Xe (q,¢,7) = (p,e,q) Y(p,c,p)(p,e,1) iken

(@, ¢c,p) = (@, c1,0), (P, c2,0) - (P, 1, p) dir.

C’nin bir otomorfizmasi X," lerden birindeki doniisiimlerin goriintiileri verilerek

ozellestirilecektir.

A = Aut(C) grubu tarafindan tiretilen 3 ¢esit otomorfizm kiimesi vardir.
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1) S, simetrik grubundaki bir = permiitasyonu i¢in a, otomorfzmasi a,(q,c,1) =
(g, ¢, m,) bigiminde tanimlanir.

2) C ‘nin bir k otomorfizmasint p nesnelerindeki adimlara uygulayarak C ’nin
verilen bir a; otomorfizmasindaki elde etmek i¢in iiretegler asagidaki bicimde
tanimlanabilir.
ar(p,c,p) = (0, ke, ), ar(p,e,q) = (p,e,q).

Buradan a,(q,c,r) = (q, k., ) elde edilir. Ve boylece es zamanl bir sekilde
tiim hom-setlere k uygulanabilir.

3) (q,c,r)¢ =(q,cc’,r) etkisi ile birlikte C ‘nin bir temsili C(q, r) hom-seti verir.
Her bir 1 <p <n i¢in C, € C alalm. C ‘nin nesnelerini elde etmede bir a,
otomorfizmasi1 n boyutlu ¢ = (cq,Cy, ..., Cc,) belirler. Burada a.(q,c,r) =

(q, ¢4 ccy, 1) dir.

Vertex gruplarda bu a.(C(q)) = (€(q))%® konjugasyonunu verir. Simdi X, =
{a;:m e S, }u{as:k € AutCYuU {a.:C € C"} kiimelerinin bileskelerini incelersek
AutC igin agik bir formu bir yar1 ¢arpimin bdliimiidiir. Sag etkinin kullanimiyla a * b

carpimini b o a birlesim doniisiimii seklinde kullanabiliriz.
C™" ‘de hem §,, hem de AutC ‘nin etkileri

¢™ =17 = (Cpm1) o) Cpm1),c% = ke = (ke i ke,)

1 n
olacak sekilde vardir ve bu etkiler degismeli olup, C" iizerinde S,, X AutC nin bir
etkisini vermektedir. C’p” ‘yi {c €ECtc, = e} alt kiimesi bi¢iminde tanimlarsak

carpma islemi altinda C’p”, C™ de kapalidir. Burada

— -1, — -1 -1 n
Ac = Gpcy * Ac=1pe V€ Cp €= (cp c1ynsCpcn) ECp 4.1

dir [9] .
Onerme 4.1.1 : C= Ce X I min otomorfizm grubu AutC = ((S, X AutC) X

C™)/K,(C) dir. Burada K,(C) = {(((),Ac),(c™},...,c™)|c€C} = ¢, ve () birim

permiitasyonudur.
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Ispat : 6.:(S, X AutC) x C™ — AutC, ((m,x),c) — a, *a, * a, doniisimiinii
tanimlayalim. X, da ki otomorfizmlerinin ikililerinin asagidaki gibi elde edildigini
gostermek basittir.
Burada m,§ €S, k, A € AutC vec,d € C" dir.

(ar *ag)(q,¢,7) = an.g(q, c,7) = (@ §)q, ¢, (m* ),

(ax * az)(q,¢,7) = axa(q,¢,7) = (q, (k * D¢, 1),

(ac *22)(q,¢,7) = aca(q,¢,7) = (q, (cqdq) ~ c(crdy), ),

(@ * az)(q,c,7) = (ar * a,)(q,¢,7) = (mq, k¢, 7r),

(ac * az)(q,¢,1) = (ag * anc)(q,¢,7) = (9, ¢ ccy, ),

(ac * a)(q,6,1) = (A * ac)(q,¢,7) = (q,x(cq ccr),T).

ve
(ag *x @ *xac) * (ag * a3 * Ag) = Agag * Qaq * Agac)a (4.2)

dir. Bu yari direk carpim kurali ((, k), c)((¢,4),d) = ((m&,kA), c®Pd) yi verir.

Burada

(1,¢,1) — (m1,c;}, 1),
a.. * * :
m et e (g, e,j) ¥ (1, cqi cpj, 1))
ifadesi 6. ((m, k), ¢) birim otomorfizminin
e 1 birim permiitasyonudur.
e V2<j<n iginc = ¢ dir. Bdylece ¢ = (¢y, ¢y, ..., ¢q) dir

e Vc € Cigin kc = cyccy?t dir. Boylece k =A ¢! dr.

sartlarin1 sagladigini gosterir.

Boylece kerf; 6zellestirilmis K; (C) grubudur.

Aciktir ki, a, tarafindan tiretilen A; grubu, S,, ile izomorfiktir. a, tarafindan tiretilen A,
grubu AutC ‘ye izomorfiktir. Ve a, tarafindan iiretilen A; grubu C™ ‘e izomorfiktir.
Burada smasiyla A; U A; ve A, U A tarafindan iretilen AutC ‘nin alt gruplarim

Aj 3, A, 3 olarak tanimlariz. A; ve A,’nin birlesimi olan A; X A, ye izomorfiktir.
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Bu 6nermenin ispat1
Aj3 = (S, X C™/Z(C) ve Ayz = (AutC x C™)/{(Ac, (¢, .., c7))|c € C}

oldugunu gostermek icinde kullanilabilir. Burada Z=Z(C) ,
Z©C) ={((),(z,..,2)|z€Z} ve C ‘nin merkezidir. ((m, k), (0,cy, C3,...,Cp))
elementlerinin K;(C) ‘nin kosetleri ise bir transversal (capraz) olusturdugu igin bir

f = (f1, fo): € = C otomorfizminin

e nesnelerin f, permiitasyonu

e fi(1,c,1) = (fol, K¢, fy1) olmasi igin C nesne grubunun bir k; otomorfizmi

o = (eCry ., Crp)icin fi(1,e,q) = (fol,crq foq) gorimtiileri

verilerek oOzellestirilebilir oldugunu goézlemleyelim. f i¢cin uygun bir standart form
f = a, * ac, * aj, dir. Burada f,(q,¢,7) = (foq, ¢ a(kpc)cr r, for) dir. Onerme 4.1.1

ve esitlik (4.1) deki formiiller iki standart formun birlesimini,

(aK * QA *a)*(a,c * QA *a)=a,c*,c*,\c'1*a—1 * Qs
f r - o g g 79 rrrg*(Acg,fol) g Foitkge ) (faleg) fo*do

gibi bir standart formda yazmayr miimkiin kilar. Bir sonraki grupoid tipi bagh bir C
grupoidinin m kopyasmin D ayrik bir birlesimidir. Bilesenleri degismemis olan D nin
bir otomorfizmi herbir bilesen i¢in bir otomorfizm segerek elde edilir ve bu otomorfizm
(AutC)™ ye izomorfik bir grup olusturur. D nin otomorfizm grubu

Fo s fi)™ = F (rmta)s o f amtmy)

etkisi ile S, t AutC izomorfik gruplarin ayrik birlesimi olan halka(wreath) ¢arpimidir
[9].

Tamim 4.1.2 (Grupoidlerde Konjugasyonlar) : Bir C grubunun her bir ¢ elemant,

Ac:C - C, ¢ c7icc i¢ otomorfizmasmi belirler. Burada orbitler konjugasyon

smiflaridir ve bazi z € Z(C) i¢in ¢’ = zc oldugunda Ac = Ac’ dir [9].
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Tamm 4.1.3 : Bir bagh C = C¢ X I, grupoidinde ¢, ; = (p, ¢, ) doniisiimii i¢in C ’nin

konjugasyonu, ¢, , bigiminde gosterilen A ¢, 4 = a(p,q) * A otomorfizmidir. Burada ¢

-1

Cp=¢C
diger yerlerde { ¢, =c  bilesenlerine sahiptir. Bu otomorfizm degiskendir.
cr=e
. p ile q ve sabit kalan nesneler.

. p ve q da ki adimlar : q: (p, b,p) » (q,¢ " tbc,q), (q,b,q) » (p,chc™1,p)

. hom-setler, C(p, q),C(q,p): (0, b,q) = (q,c~*bc™,p) ,(q,b,p) » (p,chc,q)
. p, q da ki co ¢arpmmlarin digerleri: (v, b,p) » (r,bc,q), (r,b,q) » (r,bc 71, p)
. p, q da ki ¢arpmmlarin digerleri: (p, b,7) » (q,c™b,7), (q,b,7) » (p,ch,1)

Burada 7 € {p,q} dir. Kalan doniisiimler degistirilemez. c,, seklinde gosterilen

c
konjugasyon (denklik) A c,, = a. dir. Burada c diger yerlerde, { Cp —e bilesenlerine
r

sahiptir. Biitiin bu nesneler sabittir. p de ki doniisiimler ¢, (p,b,p) » (p,c 1bc,p)
tarafindan konjuge edilir ve ¢ ‘de ki carpim ve co carpimlarin digerleri

permutasyoniktir.  # p i¢in (p,b,1) » (p,c~b,1), (r,b,p) (1, bc,p) dir.

Bu yapilar “ sirasiyla ¢! veya ¢ ‘yi soldan b ile carpmak p veya q ‘nun tanim kiimesi

1

2

ve ¢ veya ¢~ ‘i1 sagdan b ile carpmak p veya q ‘nun deger kiimesi ” olarak

tanimlayabilecegimizi hatirlatir.

Bu A:C — (AutC). doniisiimii grupoid morfizmi olmasi durumu degildir. Sonugta

p, q,r aralarinda ayrik ve a; = (p, ¢1, q), a, =(q, ¢, 1) ise
A(aiay) = (ANag) x(Aap) *(Aay) = (A az) * (A ag) * (Aay) (4.3)

dir. Bu birimin goriintiisii, A (C) = S, , A(p,c,q) = (p,q) doniisiimii altinda (p,r) =

(@, r)(p,q) =(q,7r)(p, q)(qr) birim permutasyonudur. Bu ANCpgq V€ NCpy
yoluyla diger gerekli birimler vardwr. Eger £, = (p,d,p), B2 = (p,dy,p) ve B3 =

(q' d3' q) iSG
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A (B1B2) = (ABy) * (A B2),
A (Brag) = (AB) * (Nay) * (AP~
A(af3) = (AB3)™1 * (A ay) * (A Bs) (4.4)

dir. Uciincii olarak p,q,u,v ‘nin hepsi ayrik ve as = (q,c3,p),as = (U, cq, V) ve

By = (q,c3¢1,q)  ise

A(aqaz) = (Aag) * (Aag) * (ABs)
(Aay) * (Aay) = (Aay) * (Aay) (4.5)

dir [4].

Onerme 4.1.2 : € =G, xI, ve |C| =k iken farkli konjugasyon otomorfizmlerinin

sayistwe =1+ n(k—1) + %n(n — Dk dir.

Ispat : Vp icin epp bir 6zdes otomorfizmdir. ¢ # e ile Acy ), igin p deki garpim ve co
carpimlar iizerine ¢ veya ¢! ile etki eder. Bup = p' ve ¢ = ¢’ oldugunda ACpp= NCp i
durumu tektir. Bu n(k — 1) terimini verir. Ugiincii olarak ise Ac, g =A 'y, 4 oldugu

distniilir. Burada {p,q = p’,q'} dir [9] .
Simdi grupoidler i¢in normalligin standart olmayan bir tanimini verelim.

Tammm 4.1.4 : C ’nin NV = (N, Ny) bir alt grupoidi C ’de normaldir. Eger her
B EN,a €C;icin B¥ € N ise N 2 C yazilir [9] .

Onerme 4.1.3 : C = Ce X In  ‘nin normal alt grupoidleri € ’nin kendisidir ve bitiin
N =2 C i¢in tamamen baglantisiz altgrupoidlerdir.

Ispat : Eger IV, p ’den q ’ya (p,e,q) doniisiimleri tarafindan konjuge edilebilen her
bir g nesnesi i¢in p nesnesini igeriyorsa N,C ’nin genig bir alt grupoidi olmak
zorundadir. Eger V' tamamen baglantisiz ise ve eger bu p bileseni ' vertex grubuna
sahipse o zaman (p, e, q) konjugasyonu gosterir ki N' 2 C dir.

Eger her bir ¢ € C i¢in q # r ile (q,n,r) € NV ise (p, ¢, q) konjugasyonu (q,n,r) ‘den
(p, cn, 1) “ye bir donilisiimdiir. Boylece ' = C dir [9].
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4.2 Otomorfizm Grupoidleri ve Boliimler

Tanim 4.2.1 (Dogal Doniisiimler) :

Funktorlar dogal dontisiimlerle iliskilidir. Eger h,k:C — D funktorlar ise, t:h = k
dogal doniigsimii 7y:0b(C) = Arr(D) fonksiyonu tarafindan belirlenir. Her bir

(a:u » v) € C doniisiimii i¢in asagidaki diyagram degismelidir:

ToU
hou > kou
hia (o kia
(4.6)
y \
hov > kov
ToV

Diyagramin degismeli olmasi 74: Arr(C) = Arr(D) fonksiyonunu tanimlamayi

miimkiin kilar. Burada 7, @ diagonal doniisiimii ve her bir u nesnesi i¢in 7;1,, = Tou dir.

Dogal dontistimler cesitli yollarla olusturulabilir. Eger j, C den D ye {i¢iincii bir funktor

ise ve eger a:k — j ikinci bir dogal doniisiim ise asagidaki diyagram elde edilir.

ToU gou
hou > kou 2 Jou
hia T1X kia o1 jia
y \
hov > kov > oV
ToVU ogv

T * 0: h — j dogal doniisiim bileskesi

(t* 0)ou = (rou)(oou),

(t*0)1a = (1) (opv) = (rou) (k1) (0pv) = (Tou)(o1a)
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seklinde tamimlanir. Déniisiimleri tersine ¢evirebilmek i¢in tov = (hya) (tou) (ki)
almabilir. Boylece C nin her bir bileseni i¢in bir nesnenin goriintiisii verilebiliyorsa T
tanimlanir. Ayrica, T doniisiimiiniin tersi 7-1: k — h seklindedir. Bu 71 de (7)ou =

(tow)*ve (t71 ) a = (kya)(tov) ™! = (rou) " (hy ) dur.

(T Hu = (row)~"

kou > hou
kia (), hia
y
kov > hov

(T v = (Tov)

Boylece 7T bir dogal denkliktir. Bu yolla doniisiimler olarak dogal doniisiimler ve
nesneler olarak funktorlar alinarak HOM(C,D) grupoidi elde edilir. h’ daki [, birim

denkligi lp ou = 1,5, lp1@ = hya seklinde verilir [9].
Tanim 4.2.2 ( Bir Grupoidin Otomorfizm Grupoidi )
C = D ve h, k izomorfizmler olsun. Bu durumda ilk homotopi 6rnegi 7:C X I = D bir
grupoid kabul edilerek (h, k) — homotopisi bi¢iminde 7(u,0) = hou, 7(u,1) = kou ,

7(a,0) = hya , 1(a,1) = k,a ile elde edilir.

T nun O6nemli bir 6zelligi asagidaki diyagramda goriildiigli gibi bir seviyeden diger bir

seviyeye yiikseltmesidir.

hlr kl
Cl > Cl
or|| 87 T o1 || o1
W N/
C() > CO
hOrkO
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Boylece C 'nin AUTC otomorfizm grupoidi elde edilir. AUTC ’nin nesneleri C ’nin
otomorfizmleridir ve AUTC ’nin doniistimleri bu otomorfizmler arasindaki dogal
denkliklerdir.

Verilen bir t: h = k ve j liglincli izomorfizmi igin

pou = To(ow), pra =1,(1a) = (pow) (kyji1a) = (hyjia)(pov) (4.7)
vasttasiyla (j * h, j * k)- homotopi p tanimlanabilir.

Bu yapiy1 kullanarak C iizerinde birim funktor olan (k™! * h,i)- homotopilerinden,

biitlin (h,k)- homotopileri elde edilir [4] .

Onerme 4.2.1: C = C ¢x I, ve B = Bg X 0, nin otomorfizm grupoidlerinin yapilari

asagidaki tabloda verilmistir.

C=CqXIy B=Bg X0y
Nesnelerin sayis1 n!|Autc||c|™ T n! |AutB|"
(otomorfizmler)
Oklarn say1s1 (dogal (nH?|Autcl|c|?t n! |AutB|"™|B|"
denklik)
Vertex (tepe) gruplar Z(C) =C/InnC ZB)"
Bagl bilesenlerin sayisi |OutC| n! |OutB|"
Her bir bilesendeki n!|InnC||C|"*? |InnB|"
nesnelerin sayist

Sonu¢ 4.2.1 : AUTC “de ki i¢ otomorfizmler 1 < p,q < n i¢in A ¢, ; konjugasyonlari
yoluyla iiretilebilir. AUTB ‘de ki i¢ otomorfizmler A (b, ...,b,) = (A by,...,A by)

konjugasyonlaridir .

4.3 AUTC Uzerine ® Grup Yapilarn

AUTC grupoid otomorfizmi grubu grupoid yada g¢aprazlanmig modiil yapan bir grup
yapisina sahiptir. Bu grup ¢arpimi1 @ temel olarak dogal denkliklerin birlesimleridir.
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Eger :th—>kveo:g—jve (xu-v), (f:x—=>y) €C ise 1a = (hha)(tyv) =
(tow) (k1@) ve 01 = (g18)(0py) = (0ox)(j1B) elde edilir ve (1:h — k) ® (0:g —
N=@Q®o:h*xg—-kx*j) seklinde tanimlanir. Burada (vt @ o0 ),a = 0;(7,) dir.
Ilgili degismeli diyagramlar asagidaki gibidir.

O'()h()u (T X 0)0u
gohou > johou gohou > jokou
9,719 oi(1ia) | j T g hia (1 @ ona jik1a
\ y \ V
g0k0v r ]okov gohov /]()kOv
O'()k()v (T X O-)OU

Dogal doniisiim i¢in bu sart asagidaki sekilde kolaylikla kontrol edilebilir.

(T ® a)ou = (g17ow) (gokov) = (aphou)(j1ToU)
(t ® 0)1a = (g17110) (0pkov) = (g170w) (g1 k1) (0okov) = (g170w) (Ookou) (j1kqa)
= (gohow) (j1tow) (j1k1a) = (gphow) (ji710) (4.8)

Beklenildigi gibi I, * [, = [, dir. Bir M monoidindeki terslenebilir bir eleman k igin
(M,*;,) monoidi *, carpimina sahiptir ve *;, c¢arpimi bilinen anlamdaki c¢arpim
araciligiyla

mx,n:=mk-1in (4.9)
seklinde tanimlanir ve 6zdes k ya sahiptir. Eger m € M, M de terslenebilir ise m, *-
tersi m := km 1k olacak sekildedir. M bir grup oldugunda x,—konjugasyon

otomorfizmi

Axm:M —> M, neo mx,nx,m=km nk™im (4.10)
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dir. y: XXM - X, (x,m) » x™ X kiimesi lizerine M ‘nin bir etkisi ise *,— etkisi

(x,m) & x*7'™ il verilen Yi: X X M — X karsilik gelir ve

Ve (e, m),n) = yi (67, ) = xk 7T = kTN = g (o, moxen)  (411)
dir. Her bir u nesnesinde (u, k., u) terslenebilir elemani segilir ve *,— ¢arpimi

(u,a,v) *;, (v,b,w) = (u, ak,;1b,w)

Seklindeki gibi tanimlanirsa C kategorisini genellestirir. (C,*;) kategorisi (u, k,, u)
birimlerine sahiptir ve C ‘de (u,a,v), (u,a™1,v) tersine sahipse *,— tersi (u,a,v) =
(v, ky,a Yk, u) dir.

4.4 Grupoidlerin Caprazlanmis Modiilleri

Tamim 4.4.1 : (Gruplar i¢in Temel Tanimlar)

Gruplarin bir ¢aprazlanmis modiili X = (6: B = C) , § grup homomorfizmini ve € nin

B tizerinde sag etkisini olusturur. Her birc € C, b, b’ € B igin
5(b°) = c~1(8b)c ve (b))% =b~'b'b

dir. Hem B hem de C iizerine asikar bir sekilde etki eden ¢ € C ‘lerden olusan Z(C)’

nin altgrubunu Triv(C) olarak gosterecegiz. X’ in  endomorfizmi
n=@2:B->B,n:C-C)

homomorfizimlerinin ikililerindendir ve

N2 * 8 =8 xny ve ny(b°) = ()¢

dir.
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m =, n := mk~n esitligindeki alternatif bir isleme gore , k, X ¢ in bir otomorfizmasi

1

iken birim k ya sahip olarak n *,, { :=n * k™" * { tarafindan EndX iizerine *, carpimi

tanimlanir ve sonu¢ olarak End,X’nin bir monoid oldugu gorilir. End, X ‘nin

maksimal altgrubu Aut, X dir.
X ‘in bu otomorfizm yapist Whitehead [5], Lue [6] ve Norrie [7] tarafindan

gelistirilmektedir ve S(X') actor ¢aprazlanmis karesini olusturmaktadir. Caprazlanmis

karelerin ¢ok daha fazla detay1 i¢cin Ellis and Steiner [8] ¢ a 6rnek olarak bakilabilir.

X* in bir k —derivasyonu ¢:C — B doniisimidiir ki ¢ (cc’) = (¢c)*¢ (¢pc') dir.
Buradan ¢e = e ve (¢c)™' = (¢(c™))*1¢ ve ¢ kaynak endomorfizmi , * yi

{p:X = X Gpob = (kD) (PSb) , {p1c = (k1) (pdC), (4.12)

biciminde belirler ve ¢ ({4, k)- derivasyonu olarak adlandirilir. a € B temel k-

derivasyonu i¢in ¢, , ¢g:C = B, ¢ — (a~1)¥1¢a doniisiimii
¢.0b = [K,b,al], S¢p,c = [Kkyc,8a] (4.13)
dir. Bu ¢, , ({4, k)- derivasyonu ve {,b = (k,b)* ve {,ic = (ic,0)%¢ dir.

Bu k —derivasyonu Whitehead carpimi #*, ile verilen Der, () monoidi formundadir.

Whitehead carpimi #*,

(P #*P)c = W) (Do) Wiy ' 5pe) = (pc) (s ™ p,1¢) = () Gy pC) (4.14)

bi¢cimindedir ve ¢ #*, bir ((¢ * (¢,K)-derivasyonudur. 0 tiirevi 0: c = e bu carpim
i¢in bir birimdir. {4, X nin bir otomorfizmasi oldugu zaman ¢ nin *, ya gore

kesinlikle bir tersi vardir ve tersinin derivasyon monoidinin Whitehead grubu W, (X) yi
olusturur. Buradan W, (X) = W(X) :== W,(X) oldugu goriiliir. ( ¢ , X nin birim

otomorfizmasidir. )
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Eger A, X nin bir diger otomorfizmasi ise 8,;(¢) = Xy , Xgpc = dpx; ' Aic,  ve
0,00 =dx , dxc=XAT"kyc olarak  verilen 6, :Der (X) - Dery(X)
izomorfizmi vardir. Bu sonucun 6zel bir durumu A = ¢ oldugundadir. Eger ¢ , A nin bir
diger otomorfizmasi ise WYc = Yy, c vasitasiyla (u * k) —derivasyonu tanimlanabilir. ¢

icin kaynak otomorfizmi

Cy2b = ((u * K)2b)(WPSb) = (kau;b) (D1 6b) = (Ko, b) (P, b) = {p2M2b  (4.15)

esitligini saglar. Bu sonug {4 1 ¢ igin benzer bir yaklagim ile birlikte i , (u * (g, u * k) —
derivasyonu  oldugunu  gosterir.  Boylece  pou = 19(jou), pra =1,(jia) =
(pou) (kqjia) = (hyji@)(pov) esitligindeki homotopiler i¢in ({, k) —derivasyonu

(k™1 % {,1) — derivasyonlarindan elde edilebilir.
A, = Aut, X otomorfizmlerinin gruplar
b":=n,k;th , c":=nkilc (4.16)

araciligiyla verilen B ve C lizerine bir sag etkiye sahiptir. Bu Norrie caprazlanmig
modiilii M (X) , Ne(X) = (vc1:C > A,) karenin altii olusturur. Burada v, ;c =
¢ » {cad = (11d)¢ , {.a = (ka)¢, dir ve bu etki esitlik (5) de verilmistir.

Benzer sekilde Lue caprazlanmis modiilii L£,(X) , L (X) = (6*veq:B - Ay)
karenin kosegenini olusturur. Burada v, ,6b = (s, , {5p1d = ()%, (sp20 =

(k,a)? dir ve bu etki aym zamanda esitlik (4.5) de verilmistir.

X* in actor ¢aprazlanmig modiili A, (X) = (Ax: W, = A,) dir. Burada A,¢ esitlik

(4.1) in {y sidir ve W lzerine A, nin etkisi

¢" =ty # T kg £y C > B (417)

tarafindan verilir. Bu ¢, k-birlesim formilli A,m:M > M , n>m#*,nx,m=

km~Ink~'m kullanilarak elde edilen tiirevdir. Béylece A, n: A, = A, , { > (" = Kk *
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nlx{*Kk 1*n dir. k icin X nin bu Whitehead ¢aprazlanmis modiilii W, (X) =
(Vg2:B = W) dir. B iizerine W, nin bu etkisi a” = a’® = {4 k5 a = a($px;'Sa)
olarak verilir. W, ve N, nin sinir doniistimleri v,.: X' — A, (X) ¢aprazlanmig modiiliiniin
i¢c morfizmini olusturur. k i¢in X nin bu i¢ aktdr c¢aprazlanmis modili v, X
goriintiisiidiir. Burada kaynak grup temel k —tiirevlerinden olusur ve hedef grup

Kk —birlesim otomorfizmlerinden olusur [9] .
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