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OZET

LINEER REKURANSLARIN DIYAFONT UCLUSU

IRMAK, Nurettin
Nigde Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi

Matematik Ana Bilim Dali

Danisman . Prof. Dr. Murat ALP
fkinci Danisman : Dog. Habil. Dr. Laszlo SZALAY

Aralik 2014, 74 sayfa

Bu ¢alisma alt1 boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, lineer rekiiranslarin tanimai,
ikinci mertebeden 6zel lineer rekiiranslar, diyafont m-lisinin tanimi1 ve konu ile ilgili
literatiir verilmistir. Ikinci boliimde, balans diyafont iigliisii tanimlanip, balans diyafont

licliisiiniin  olmadig1 gdsterilmistir. Ugiincli boéliimde, U, =0 ve u, =1 baslangig

kosullar1 altinda, u,=Au,,—U,, lineer rekiiransin1 saglayan dizinin diyafont

tcliistinlin olmadig1 gosterilmistir. Dordiincti boliimde, k — periyodik dizilerin tanimi
verilmis ve dizi elemanlari ile ilgili Binet formiilleri elde edilmistir. Besinci boliimde,
dordiincii mertebeden pellans say1 dizisi tanimlanmis ve bu dizinin diyafont iigliisiiniin
olmadig1 incelenmistir. Son boliimde, yapilan calismalarin literatiire katkilar1 ve bu

konudaki 6nerileri verilmistir.

Anahtar Sozciikler: lineer rekiiranslar, diyafont m-lisi, balans sayilari, pellans sayilari, Lucas dizisi.



SUMMARY
DIOPHANTINE TRIPLES OF LINEAR RECURRENCES

IRMAK, Nurettin
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Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor : Prof. Dr. Murat ALP
Co-Advisor : Assoc. Prof. Habil. Laszlo SZALAY

December 2014, 74 pages

This study consists of six sections. The definitions of linear recurrences and special
second order linear recurrences, the definition of Diophantine m— tuples and the
literature are given in the first section. In the second chapter, the definition of balancing
Diophantine triples is presented and it is proven that there are no balancing Diophantine
triples. In the third chapter, it is shown that there is no triple elements are in the

sequence {u,} such that u, = Au,, —u,, with initial conditions u, =0 and u, =1. In

the fourth chapter, the definition of k -periodic binary recurrence is given and its Binet
type formula is obtained. The fourth order pellans sequence is defined and its
diophantine triples is investigated in the fifth section. Finally, the supports to literature

and suggestions are given in the sixth section.

Keywords: linear recurrences, diophantine m-tuples, balancing numbers, pellans numbers, Lucas

sequence



ON SOz

Bu doktora ¢alismasinda, lineer rekiiranslarin diyafont iicliisii incelenmistir. Oncelikle
ikinci mertebeden lineer rekiiranslarin diyafont ugliileri incelenmis, ardinda k —
periyodik ikinci mertebeden lineer diziler yardimiyla dordiincii mertebeden pellans say1

dizileri tanimlanmis ve diyafont ti¢liisii olup olmadig1 incelenmistir.
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esirgemeyen, ikinci danigmanim Sayin Dog. Dr. Habil. Laszlo SZALAY hocama ve
doktora tez ¢caligmam esnasinda tecriibelerinden faydalandigim Saym Yrd. Dog. Dr. M.

Tarik ATAY hocama en igten tesekkiirlerimi sunarim.
Bu tezi, sadece bu ¢aligmam boyunca degil, tiim 6grenim hayatim boyunca maddi ve

manevi desteklerini esirgemeyen babam Yakup IRMAK’ a, annem Giilhan IRMAK’ a
ve hayat arkadasim, esim Hatice Esra IRMAK” a ithaf ediyorum.
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SIMGE VE KISALTMALAR

Simgeler Aciklama

{B,} Balans say dizisi

{Cn} Es-balans say1 dizisi

ebob(. , .) En biiyiik ortak bolen

{u,} Lucas dizisi

Vo) Es-Lucas dizisi

D(1) m—lisi Diyafont m—lisi

{F.} Fibonacci say1 dizisi

{L} Lucas say1 dizisi

{P} Pell say1 dizisi

{Q,} Es-Pell say1 dizisi

Z[A] Katsayilar1 Z olan A ‘ya bagli polinomlar kiimesi
u, (A) n>2 igin, U, =Au,,-U,, ,U,=0 ve u =1 esitligini

saglayan dizinin n. terimi

{S,} Pellans say1 dizisi



BOLUM I
GIRIS

Bu boliimde, konu ile ilgili temel kavramlar, Fibonacci ve Lucas sayilarinin tanimi,
tirete¢ fonksiyonu, binet tipi formiil, ¢esitli genellestirilmeleri ve konuyla ilgili yapilan

calismalar verilmistir.

Sayilar teorisinde, onemli arastirma konularindan biri sayilarin karakterizasyonudur. Bu
karakterizasyon sayilarin birbirleriyle olan iliskilerini, bagintilarini incelemek demektir.
Bu konuda verilebilecek en iyi 6rnek Fibonacci sayi dizisidir. Fibonacci say1 dizisi
ikinci mertebeden bir indirgeme bagintistyla tanimlanir. Bu bagintinin tanimi ve bunula

iligkili olan diger tanim ve uygulamalar bu boliimde verilmistir.
Tamm 1.1:

Dizinin her terimi Onceki terimlerin bir fonksiyonu olarak tanimlanmis denkleme

indirgeme bagintis1 denir (Nanda, 1985).

Tanim 1.2:

{F} Fibonacci say:1 dizisini gostermek iizere, F,=0 ve F =1 baslangic kosullart

n

altinda, n>2 igin,

F,=F_ ,+F, (1.1)
bagintisini saglayan sayilara Fibonacci sayilart denir (Koshy, 2001).

Fibonacci say1 dizisinin ilk birkag terimi

0,1,1,2,3,5,8,13, 21, 34, ...

sayilaridir. Fibonacci sayilar1 1202 yilinda Fibonacci ¢ nin basilan Liber Abaci adli

kitabinda, tavsanlarla ilgili asagidaki sorusundan ortaya ¢ikmistir.

“Kabul edelim ki, bir ¢ifti erkek diger cifti disi olmak iizere iki ¢ift yeni dogmus tavsan

var olsun.



1- Her bir ¢ift yavru tavsan 1 ay i¢inde olgunlasiyor,
2- Her bir tavsan 1 ay iginde bir tavsan ¢ifti doguruyor,

3- Bu tavsanlar hi¢ olmiiyor.
sartlart altinda, 100. ay da kag ¢ift tavsan vardir?”
Bu problemde ele alinan diisiince tablo haline doniistiiriildiigiinde

Cizelge 1.1. Yavru ve olgun tavsanlarin aylara gore sayisi

g}il Ocak | Subat | Mart | Nisan | Mayis | Haziran | Temmuz
Yavru 0 1 1 2 3 S 8
Olgun 1 0 1 1 2 3 0
Toplam | 1 1 2 3 5 8 13

elde edilir. Yukaridaki tablodan da kolaylikla goriilebilecegi gibi, tablonun toplam

satirinda verilen sayilar Fibonacci sayilaridir.

Fibonacci ve diger dizilerle ile ilgili o6zellikleri inceleyen en Onemlilerden birisi
Francois Edouard Anatole Lucas ¢ dir. Lucas kendi ismiyle anilan Lucas dizisini ortaya

atmastir.

Tanim 1.3:

{Ln} Lucas say1 dizisini gostermek iizere, L, =2 ve L =1 baslangic kosullar1 altinda,

n=2 icin

L =L,+L, (1.2)
bagintisini saglayan sayilara Lucas sayilar1 denir (Koshy, 2001).

Lucas sayis1 dizisinin birkag terimi su sekildedir;

2,1,3,4,7,11, 18,...

Ozel sayr dizileri arasindaki iliskinin ne oldugunun arastirilmasi ve bu iliskinin

bulunmasi birgok bilim insaninin arastirma konusunu olusturmakla beraber sayilar



teorisinde iyi bir arastirma konusudur. Bu konuyla ilgili olarak en bilinen Fibonacci ve

Lucas say1 dizileri arasindaki 6zellikler asagidaki gibidir:

e F_F,.-F?=(-1)" (Cassini 6zelligi)

n—1"ns1 T T

e F. F. —F2=(-1)"""F? (Catalan ozelligi)
e F,=FL

e L, +L, ,=5F

e F+L,=2F,

° I:n+m:':m|-n+|:n|-m

Tez igerisindeki konu biitiinliigiinii anlayabilmek i¢in tez de siklikla kullanacagimiz
tireteg fonksiyon kavrami tezde onemli bir rol oynamaktadir. Bu nedenle bu kavrami

burada tanimlamak yerinde olacaktir.

Tanim 1.4:

Bir {an} dizisinin tireteg fonksiyonu f (X) = Zanx” bigiminde verilir (Koshy, 2001).

n=0

Tamim 1.4 de ifade edilen iireteg fonksiyonlar tamminda {a,} dizisi yerine {F,} dizisi

alindiginda,

f(X)=F+Fx+Fx* +--+F X"+ (1.3)

iirete¢ fonksiyonu elde edilir. Elde edilen iiretec fonksiyonun sirasiyla x ve x° ile

carpildiginda,

X f(X)=Fx+Fx+FXe 4o+ F X" o (1.4)

X2 f (X)=Fx® + F)C + Bt 4+ F X2 4
fonksiyonlar1 elde edilir. (1.3) esitliginden (1.4) esitligini ¢ikartildiginda,

f(x)-xf(x)=x*f(x)=F+(F-F)x+(F,-F-F)x’ (1.5)
+o+(F —F L —F ) X"+

n n



fonksiyonu elde edilir. Esitlik (1.5) de, Fibonacci say1 dizisinin baslangi¢ kosullar1 ve

(1.1) indirgeme bagintis1 kullanilirsa,

f(x)=xf(x)—x*f(x)=x
bulunur.  Dolayisiyla  Fibonacci  sayr  dizi  i¢in  {ireteg  fonksiyonu

f (x) =ZF X" =% olarak elde edilir.

Benzer sekilde Lucas sayr dizilerinin indirgeme bagmtisi (1.2) ve baslangic kosullar

L, =2 ve L, =1 kullanlirsa, iireteg fonksiyonu h(x)= Z Lx" = 12;)(2
n=1 — X=X

olarak bulunur.

Indirgeme bagmtilarinin ¢dziimiinde elde edilen terimlerin kapali formu &nemli
oldugundan dolay1 bu kapali formun adlandirildigi Binet formiilii kavrami, asagidaki

tanim ile verilir.
Tanim 1.5:

Bir indirgeme bagntist ¢oziiliirken, dizinin n. teriminin kapali formuna Binet formiili

denir (Koshy, 2001).

Fibonacci sayr dizisinin indirgeme bagmtist (1.1)° in karakteristik denklemi
1+2J§ ve ﬂ:l_ 2«/5

edilir. Elde edilen o reel sayisi altin oran olarak bilinir (Koshy, 2001). Fibonacci say1

x*—=x-1=0 ‘dir. Bu denklemin kokleri ise o = olarak elde

dizisinin her bir elemani1 karakteristik denklemin koklerinin lineer kombinasyonu olarak

yazilabileceginden, bir n negatif olmayan tamsayis1 i¢in,
F =Aa"+Bg" (1.6)

esitligi yazilabilir. Bu esitlikte sirasiyla n=0 ve n=1 degerleri yerine yazildiginda,



A+B=0 (1.7)
Aa+Bp=1

denklem sistemi elde edilir. Denklem sistemi (1.7) nin katsayilar determinanti

P —a+#0 oldugundan sistemin ¢oziimii var ve tektir. Bu ¢oziimler ise A= ve

o —

B =

olarak elde edilir. Bulunan bu degerler (1.6) esitliginde yerine yazilirsa,
a p—

Fibonacci say1 dizisinin elemanlari i¢in Binet formiilii

olarak elde edilir.

Benzer sekilde, Lucas dizisinin Binet formiilii
L =a"+p"

seklindedir.

Indirgeme dizileri arasinda yapilan galigmalarm bir boyutu da, elde edilen 6zellikleri
daha genel dizilere tasiyabilmektir. Bu konu ile ilgili en iyi bilinen Fibonacci ve Lucas
say1 dizilerinin en genel hali olan ikinci mertebeden Horadam dizisidir. O halde burada

Horadam dizisinin tanimini vermek yerinde olacaktir.

Tanim 1.6:

H, =a ve H, =b baslangi¢ kosullar1 altinda, n>2 ve a,b, P,Q €Z olmak iizere,

H =PH ,—QH_, (1.8)

bagintisiyla elde edilen diziye Horadam dizisi denir (Horadam, 1965).

Horadam dizisinin Binet formild,



(b—afj . (aa—bj N
H,= o + T
o—71 o—7T

(1.9)

bigiminde olup buradaki o ve r sayilan X’ —Px+Q=0 karakteristik denkleminin

kokleridir.

Ozel olarak a,b,P ve Q tamsayilar secildiginde karsilik gelen ve bilinen say1 dizileri

su sekildedir,

Cizelge 1.2. Ozel Horadam Dizileri

P | Q | a | b | Dizinin Gosterimi

Dizinin Adi

Pl aj0o]l {U“} Genellestirilmis Fibonacci Dizisi
p q 2P Vi Genellestirilmis Lucas Dizisi
1717071 L Fibonacci Dizisi
111121 L Lucas Dizisi

2| 1]0|1 i Pell Dizisi

Pell-Lucas Dizisi

Jakobsthal Dizisi

Jakobsthal-Lucas Dizisi

Balans Dizisi

Indirgeme dizisinin mertebesinin genellestirilmesi de baska bir genellestirme

yontemidir. Yani k. mertebeden bir indirgeme dizisi

Wn = aan—l + aZWn—Z +eeet a'kWn—k

(1.10)

olarak tanimlanir ve baslangi¢ kosullar1 da Wy, w,,..., W, bi¢imindedir.

Asagida verilen tabloda 06zel katsayr ve baslangic kosullari altinda bilinen diziler

sunulmaktadir.




Cizelge 1.3. Ozel k. mertebeden diziler

Mertebesi Baslangi¢ Kosullar Katsayilart Dizinin Adi
3 0,0,1 1,11 Tribonacci Dizisi
3 3,0,2 01,1 Perrin Dizisi
3 1,11 0,11 Padovan Dizisi
4 0,0,0,1 1,111 Tetranacci Dizisi
k- genellestirilmis
k 0,...,0,1 (k-1 tane sifir) | 1,1,....,1 (ktane 1) | Fibonacci Dizisi

Tamsayt ¢oziimlerini bulmak i¢in yapilan arastirmalar sonucu Diyafont denklemi

kavrami gelistirilmistir.
Tanim 1.7:

f fonksiyonu n degiskene sahip olmak tizere,
f (XX X, ) =0 (1.11)

denkleme degiskenlerinin tamsayr olmasi durumunda Diyafont denklemi denir

(Dickson, 1999).

Diyafont denklemini ¢ozerken genellikle tam say1 ¢oziimleri aranir. (xf , xg X,? ) cZm

n— lisi (1.11) numarali denklemi sagliyorsa bu n— liye bir ¢6ziim denir. Eger (1.11)

denklemi boyle bir ¢oziime sahipse bu durumda denkleme ¢oziilebilirdir denir.

Diyafont denklemlerinin incelenmesi asamalarinda asagida verilen sorulara dikkat

edilmelidir.

1- Denklem c¢oziilebilir mi?
2- Coziilebilirse ¢ozlim sayist sonlu ¢oklukta mi1 yoksa sonsuz ¢oklukta mi1?

3- Eger ¢oziilebilirse, ¢dziimleri nasildir, nelerdir?

Diyafont denklemlerinin gesitleri vardir. Bu denklemlere 6rnek olarak Lineer diyafont
denklemleri, Ustel diyafont denklemleri, Modular forma sahip diyafont denklemleri,
Pell denklemleri, Thue denklemleri, Diyafont m —lisi bilinen diyafont denklem

gesitleridir.



Diyafont denklem c¢esitlerinden bahsettigimiz Diyafont m —lisi de bu tez de 6nemli bir

rol oynamaktadir. Bu nedenle Diyafont m —lisi tanim1 asagidaki bigimde tanimlanir.

Tanim 1.8:

i # j olmak tizere 1<i, j <n igin a3, +1= Xi? olacak sekilde {al,a,z,...,am} kiimesine

diyafont m—lisi denir ve D(l) ile gosterilir (Diophantus, 1974).

Diyafont m— lisine ilk ornek Diophantus Alexandira tarafindan, i’ﬁ’g’le
16 16 4 16
kiimesi ilk rasyonel D(1) dortliisii olarak bulunmustur. Daha sonra Fermat (1891), ilk

tamsay1 dortliistind {1, 3, 8,120} bi¢iminde elde etmistir. Gergekten de,

1.3+1=2%, 1.120+1=11°
1.-8+1=3% 3.120+1=19°
3-8+1=5% 8-120+1=31°

oldugu kolaylikla goriilebilir.

{1, 3,8,120} kiimesinin bir genellestirilmesine Euler (1972) tarafindan su sekilde elde

edilmistir. ab+1=r? olmak iizere, {a,b,a+b+2r,4r(r+a)(r+b)} bir D(l)

dortlisiidiir. Ayrica Euler, besinci rasyonel sayiy1 olarak yukarida verilen

8288641

kiimeye eklemistir.

1999 yilinda ilk pozitif rasyonel 6-list Gibbs (2006) tarafindan asagidaki sekilde

bulunmustur,

11 35 155 512 1235 180873
192'192° 27 '27 ' 48 ' 16

Diyafont kiimelerinin indirgenmis say1 dizileri ile arasindaki baginti da su sekilde ifade

edilmistir.



Hoggatt ve Bergum (1997), {F,,Fy.: Facias 4FoaFoxi2Foss} Kiimesinin bir diyafont

dortliisii oldugunu gostermisler ve 4F, .F, ,F, ., elemanmm tek oldugunu iddia

etmislerdir.

Dujella (1999), bu iddiay: ispatlamus ve {F,,F,,,,Fy.,,d} bir diyafont dortliisii igin

d =4F,,,,F,.,F..; olacagini gostermistir.

Filipin, He ve Togbe (2010), {FZk,F2k+6,4F2k+4,d} kiimesi bir D(4) olmak iizere,

d =4F,, ,F, .;F,.s olacagimi gostermislerdir.

Benzer sekilde, Dujella ve Ramasamy (2005), {F,,,5F,,4F,, d} kiimesi bir D(4)

olmak tizere, d =4L, F,, ,, olacagin gostermislerdir.

Luca ve Szalay (2008), lineer rekiiranslarla ilgili asagidaki problemi incelemisler ve

ab+1=F
ac+l=F,
bc+1=F,

sisteminin bir ¢dzlimiiniin olup olmadigini arastirmis ve bir (a, b, C) tamsay1 li¢liisiiniin

olmadigini gostermislerdir.

Benzer sekilde Luca ve Szalay (2009), yukaridaki problemi Lucas say1 dizisi i¢in ele

almis ve

ab+1=L,
ac+1l=1L,
bc+1=L,

Sistemini incelemisler. Sonucta (a,b,c):(1,2,3) t¢lisiiniin tek ¢oziimii oldugunu

ispatlamiglardir.

Yukaridaki c¢aligmalarin bir geneli olarak, Fuch, Luca ve Szalay (2008), dejenere

olmayan {un}n>0 Lucas dizisi igin



ab+1=u,
ac+1:uy

bc+1=u,

sisteminin sonlu bir ¢Ozlimiiniin var olup olmadigni incelemisler. Sonlu sayida

¢oziimiiniin var olmasi iginse a ve £ , x*—rx—s=0 Kkarakteristik denklemin

¢oziimleri ve U, = ya" + 5" olmak lizere,

(i) op' =op” =oB* =1. Budurumda y veya ay tamkare
(i) g8 =8 =1ve §p* =-1.Budurumda xe{0,1}

sartlarinin saglanmasi gerektigini gostermislerdir.

10



BOLUM 11
BALANS DIYAFONT UCLUSU

Bu boliimde, {B, }  balans say1 dizisi olmak iizere,

ab+1=B,
ac+1=B,
bc+1=B,

sisteminin ¢oziimiiniin olmadig1 gosterilmistir. Bu ¢ézlimiin olmadigini ispatlamak igin
balans sayilarinin tanimini ve Ozelliklerini bulmamiz gerektiginden bu bdliimde bu
konulara detayli olarak yer verilmistir. Balans sayilarinin boliinebilme 6zelliklerini
kullanarak balans tigliisiiniin olmadigint gostermek icin bir teorem ifade edilmistir.
Teoremi ispatlamak icin gerekli Onermeler ispatlandiktan sonra teoremin ispati

verilmigtir.
Tanim 2.1:

{B,},., balans say1 dizi ve 0 <a<b < tamsayilar olmak iizere

ab+1=B,
ac+1=B, (2.1)
bc+1=B,

sistemini saglayan (a, b,c) igliisiine Balans diyafont tigliisii denir.
Balans sayilarinin boliinebilme 6zellikleri kullanilarak asagidaki teorem ispatlanmaigtir.
Teorem 2.2:

(a,b,c) balans diyafont tigliisii yoktur.

Teoremin ispatindan once Balans sayilar1 hakkinda kisa bir kronoloji vermek dogru

olacaktir.

Balans sayilar ilk olarak Finkelstein (1965) tarafindan ortaya atilmistir. Finkelstein bu

11



sayilara “niimerik merkezler” adin1 vermistir. Daha sonra Ray (2009) ‘ in “Balancing
and Cobalancing Numbers” adli doktora tezinde balans sayilarini; n bir pozitif tamsayi

olmak iizere, her hangi bir r tamsayi i¢in
1+2+-+n=1=(n+1)+(n+2)+---+(n+r) (2.2)

denklemini saglayacak sekildeki n sayisina n. balans sayilar1i  bigiminde
tanimlanmistir. Denklem (2.2) deki I sayisina n balans sayisina karsilik gelen
dengeleyici (balancer) say1r denir ve denklem (2.2) de toplam formiilii kullanildig

Zaman

Tn—l +Tn :Tn+r (2'3)

n(n+1
denklemi elde edilir. Burada T, = (2 ) ‘dir. Balans sayilarinin ¢oziimii, ardigik

ticgensel sayilarin toplaminin tekrar licgensel say1r olacak sekilde sayilardir. Bunu
agiklamak igin verilebilecek 6rnek: 2 dengeleyici sayisina karsilik gelen say1 6 balans

sayisidir. 14 dengeleyici sayisina karsilik gelen sayida 35 balans sayilaridir.

Ray (2009), bu sayillar1 B,=0 ve B, =1 baslangic kosullar1 altinda ve N>2 igin
asagidaki rekiirans1 sagladigin1 gostermistir.
B,=6-B,,—B,, (2.4)

Denklem (2.4) te verilenlere gore, Balans say1 dizisinin birkag terimi

0,1,6,35,204,1189,6930,40391,235416,...
bigimindedir. Balans sayilarinin Binet tipi formiiliinii ise Behera ve Panda (1999)

a"—p" (2.5)

biciminde vermislerdir. Denklem (2.5) « ve f sayilarni x°—6x+1=0 karakteristik

polinomunun kokleridir. Bu ise a =3+ 2\/5 ve f=3-— 22 olmasi demektir.
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{Cn}nZO dizisi balans say1 dizisinin es (associate) dizisinin yarisint gdstermek lizere,
balans say1 dizisi ile ayn1 rekiiransi saglar. Yani dizinin baslangi¢ kosullar1 C; =1 ve

C, =3 olmak iizere
C = 6Cn—l - Cn—2 (26)

bicimindedir. Buna gore {Cn} say1l dizisinin birka¢ terimini asagidaki gibi elde

n>0

edebiliriz.

1,3,17,99,577, 3363,19601, 114243, 665857, ...

{C,} ., dizisinin Binet tipi formiilii ise
nNJ)n=0

C - a+ " (2.7)
2
bigimindedir.

Teorem 2.2 yi ispatlamamiza yardimci olacak balans sayilar1 ve balans sayilarinin es

dizileri ile kombinatoriyal 6zellikleri asagida ispatlariyla beraber sunulmaktadir.
Onerme 2.3:

N ve m birer tamsay1 olmak iizere, balans say1 dizisinin elemanlar1 ve balans es say1

dizisinin elemanlar1 asagidaki 6zellikleri saglar;

a) B,=35B,,-6B,,
b) n>m ise (B,~B,)(B,+B,)=B, B

— “n-m=n+m

c) ebob(B,,B,)=B

nt “m ebob(n,m)
d) ebob(B,,C,)=1
) B, =BC,,+CB

n~m+1 n—m+l
f) BZn+1 -1= 2Bnle

Ispat:

13



a) Balans sayilarinin rekiirans formiilii (2.4) kullanilirsa
Bn = 6Bn—l - Bn—Z = 6(6Bn—2 - Bn—3)_ Bn—Z = 358n—2 _6Bn—3

elde edilir.

b) Balans sayilari igin Binet formiiliinii yani denklem (2.5) kullanirsak

(Bn—Bm)(Bn+Bm)=(0[n_ﬂn am_ﬂmJ(“n_ﬂnJr“m:ﬁmj

a—pf - a—pf a—pf a
_(O[Zn_'_ﬂZn)_(aZm_ﬂZm)
CRV)

n-m _ﬁn—m o™ _ﬂn+m
a-p a-p
B

-m-n+m

{

Bn

elde edilir.

C) m>n olsun. Euclid algoritmasindan i=0,1,...,n ve j=12,...,n igin q.r e’

vardir dyle ki asagidaki sistemi saglar.

m=ng,+1n,
n=qrn+r

=0, t0h

r-n—2 = qn—lrn—l + r-n
r,=q,r+0

Bu durumda ebob(m, n) =r, dir. Balans sayilar1 i¢in Binet formiilii (2.5) kullanilirsa,

By =Bag s = Bng,Byi1 — Bng, 1B, oldugu goriiliir. Boliinebilme ozelliklerinden ve

B,/B,, oldugundan,
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ebob(B,,B, ) =ebob(B,, B, ,, B, ,B,.B,)
=ebob(-B,, ,B,,B,)
=ebob(B, ,B, )

elde edilir. Benzer yolla ebob(B,,B, )=ebob(B, ,B, )=...=ebob(B, ,B, ) elde edilir.

ebob(B, B, )=B, oldugundan, ebob(B,,B,)=B

ebob(m,n

) bulunur.

d) {Bn}nzo balans dizisi ve es dizisi olan {Cn} i¢in Binet tipi formiilleri (2.5) ve

n>0

(2.6) kullanilirsa 2C, =B, ,; — B, ; oldugu goriiliir.
ebob(B,,C, )= ebob(BH,@j

elde edilir. B, , =6B, —B, , oldugundan ve (c) sikkindan,

ebob(B,,C,)=ebob(B,,3B,-B, )
=ebob(B,,B, ;)

n! =n-1
= Bebob(n,n—l)

=B =1
bulunur.

e) {Bn}nzo balans dizisi ve es dizisi olan {Cn} i¢in Binet tipi formiilleri (2.5) ve

n>0

(2.6) kullanilirsa

B.C,, +B,C, = (Lg”](am + ")+ [Lﬁml(a” +5")

o — —
n+m _ﬂn+m
= Bn+m

elde edilir.
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f)  Bir 6nceki dzellikle belirtilen benzer method ve yani balans say1 dizisi {B,}

n>0

ve es dizisi {C, } _, dizisinin Binet formiilleri (2.5) ve (2.6) kullanilirsa

o8 C :Z(Qn _ﬂnJ(anﬂ_"ﬂnﬂj (28)

n~n+l a—[)’ 2
:a2n+l_ﬂ2n+l+ (0!,3 ”(ﬁ_a)
a—pf a—-pf
=B, -1

esitlikleri kolaylikla elde edilir. Balans say1 dizisinin ve balans say1 es dizisinin bazi
elemanlarin1 iceren en biiyilk ortak bdlen igin {ist sinirlar1 veren ifadeler asagida

ispatiyla birlikte verilmistir.
Onerme 2.4:

N>2 tamsayisi i¢in

ebob(B,-1B, ,—1)<34 (2.9)
bigimindedir.
ispat:

Onermenin ispat1 igin en biiyiik ortak bolen fonksiyonunun 6zelliklerini ve balans sayi

dizisinin (2.4) 6zelligini kullanalim.

Kabul edelim ki Q, =ebob(B,-1,B,_,—1) olsun.

16



Q, =ebob(B, -1,B,-B, ,)=ebob(B, 1,68, , - 2B, ,)
< 2ebob(B, —13Bnl B._,)
<2ebob(B,_,B,.;,3B,,-B,_,)
£2ebob(BM,3B B, 2)ebob(Bn 3B —-B.,)
< 2ebob(B,_,,B,_,)ebob(35B,,-6B, ,,3B,,—B,,)
=2ebob(-B,,+6B,,,3B,,-B,,)

— 2ebob(-B,_ +GBn2,17BH)

<34ebob(-B,,+6B,_,,B,,)

<34ebob(-B, ,,B, ,)=34

olarak bulunur.
Onerme 2.5:

N>2 tamsayi olsun. Bu durumda
ebob(B,, ;-1 B, -1) <1190
bigimindedir.

ispat:

(2.10)

Kabul edelim ki Q,=ebob(B,, ;—1B,—1) olsun. Onerme 2.3 in (f) ozelligi

kullanilirsa,

Q, =ebob(2B,_,C, ,,B, 1)
< 2ebob (B, ,,B, —1)ebob(C,,,B, -1)

S ZEbOb( n-2) Bry n+1)eb0b(Cn 1, B, an+1)
<2ebob(B, _,, B, )ebob(B, ,,B,,,)ebob(C,_,,B, ,)ebob(C ,,B,,,)

n-2? “n+1 n-17 =n+l
elde edilir. Burada

ebob(C,,,B,,;)=ebob(C,,,B, ,C,+C,.B,)
—ebob(C, ,,17B, ,) <17

ozelligi ve Onerme 2.3’ iin (c) ve (d) 6zellikleri kullanildiginda da
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Q,<2:1-:35-1-17=1190

oldugu goriiliir.

Burada verilen teoremin ispatinda kullanilacak olan Balans say1 dizisinin elemanlari
icin alt ve tst smir 6zelliklerini vermek yerinde olacaktir. Bunun igin alt sinir ve tist

siirin bulunmasi ispatlariyla birlikte asagida sunulmustur.
Onerme 2.6:
U, =3 olsun. U U, olacak sekildeki tamsayilar igin,

o098 B, < PRINES (2.11)

esitsizligini saglar. Burada « sayisi x*—6x+1=0 karakteristik denkleminin

koklerinin baskin kokidur.
ispat:

Kabul edelim ki ¢, = 442 olsun. x? —6x+1=0 karakteristik denkleminin baskimn kkii

a ve diger kokii B olmak lizere, 0 < <1<« ‘dir. Dolayisiyla

u u 1_ ﬂuo 1_(ﬂjuo
a —p" u o u a S, U-09831

B>>—"—=a | ——|2a| ———— |2«

olarak elde edilir.

Son olarak (2.1) denklem sistemiyle ilgili 6zellik ispatlariyla birlikte verildikten sonra

Teorem (2.2) nin ispat1 yapilacaktir.
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Onerme 2.7:

(2.1) denklem sisteminin ¢ozlimleri z <2y —1 esitsizligini saglar.
ispat:

(2.1) denklem sisteminin son iki esitliginden

¢/ebob(B, -1,B, 1) (2.12)

elde edilir. (2.1) denklem sisteminden B, =bc+1< ¢’ dir. Buradan \/B_Z<C elde edilir.

(2.12) 6zelliginden ise €< B, oldugundan \fB_Z <B, olarak bulunur. Balans sayilar

icin verilen (2.11) esitsizligi kullanildiginda,

yaz—o.gssl < \/B_z< By < ay—0.983
oldugu elde edilir. Bu esitsizlikten ise

az—0.9831<a2y—0.983 (213)
ifadesi elde edilir. Esitsizlik (2.13) ten (2.1) denklem sistemi i¢in z <2y —1 bulunur.

Oncelikle ifadesini verdigimiz ve ispatlamak igin kullandigimiz birgok 6zellikten sonra

bu 6zelliklerin kullanilmasini da igeren teoremin ispati burada verilmektedir.

Teorem 2.2 in ispati

O<a<b<c tamsayilar ve 1-2+1<ab+1=B, oldugundan dolay1 2<x ‘dir.
0<a<b<c olacak sekilde tamsay1 oldugundan dolay1, denklem sisteminden X<y <z
tamsayilari elde edilir. Kabul edelim ki z <449 olsun. Bu durumda 2<x <y <z <449

degerleri i¢in (2.1) denklem sisteminin herhangi bir ¢6ziimiiniin olup olmadigini

aragtirmak i¢in Mathematica programi kullanilmistir. Mathematica programi yardimiyla

a—\/(BX _1)(By _1)

(B, -1
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ifadesinin bir tamsayr olup olmadigina bakmak gerekir. Bunun i¢in kullanilan
Mathematica hesaplamalari sonucunda (2.1) denklem sisteminin bir ¢6ziimiiniin

olmadig1 ortaya ¢ikmistir

Simdi kabul edelim ki z>449 ve Qzebob(By -1,B, —1) olsun. Onerme 2.7’ nin

ispatindan 1/ B, <Q bulunur. Onerme 2.3’ iin (a) sikkindan dolay1 da

Q<ebob(B,,B,.,,B, B, )
<ebob (B, ,, B, ,)ebob(B, ,, B, ,)ehob(B,.,,B, , Jebob(B, ,,B, , ) (2.14)

= H ebob(BZ_i,By_j)= H}Bebob(z—i,y—j)

i,je{il} i,je{il

elde edilir. Buradan ebob(z—i,y—j):% ve k;>8 kabul edilirse (2.14)

ij

esitsizligiyle balans say1 dizisi {Bn }nZO icin verilen (2.11) esitsizligi birlikte kullanilirsa

2-0.9831 2 2 4 210983 (2.15)
a 2 <E<Q£[Bm] (BHJ <oc[8 )

8 8

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte « ‘nin  kuvvetleri karsilastirildiginda,

——0'95 31 < —3.432 elde edilir ki bu miimkiin degildir. Dolayisiyla bir geliski elde edilir.

Kabul edelim ki kiJ-S? olsun. Bu durumda %:% olacak sekilde k,I<7

aralarinda asal k ve | sayilar1 vardir. K ve | nin durumlarina gore inceleme yapilirsa

tic durum s6z konudur. Bunlar:

1. Durum: I >k
2. Durum: I =k

3. Durum: I <k

olmast durumlaridir. Bu durumlari sirasiyla incelersek,
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1.Durum: 1>k ise,y—j>z—i ‘dir. (2.1) denklem sistemindey<z oldugunda

z=y+1 eldeedilir. z=y+1 degeri Q= ebob(BZ -1B, —1) degerinde yerine yazilirsa,

Q=ebob(B,,, -1,B, ~1)<ebob(B,B,.,.B, ,B,.,)
<ebob(B,,B, , )ebob(B,,B,, )ebob(B,.,, B, )ebob(B,,,B,.,)
<B,=35

elde edilir. /B, <Q oldugundan

z-0.9831 216
a 2 <\/B_Z<Q£Bsz35 (2.18)

bigiminde bulunur. Esitsizlik (2.16) ¢oziildiigiinde z <5.1 elde edilir. Bu ise z >449

olmasi durumu ile celisir.

2.Durum: k=1=1 ise z—i=y—j olur. y<z oldugundan z=y+2 elde edilir. Bu

deger, Q = ebob( B,-1B, —1) ifadesinde yerine yazilir ve (2.9) esitsizligi kullanilirsa

z-0.9831

a ? <Q=ehob(B,,-1B,-1)<34

olur. Islem sonucunda z <4.99 bulunur. Bu ise z >449 olmas ile gelisir.

3.Durum: I <k ve 3<k ise (—1, —1),(—1,1),(1, —1) ve (l,l) durumlar1 s6z konusudur.
S6z konusu durumlardan bir tanesini (i, J) bigiminde se¢elim. Kalan ii¢ durum i¢in bir

(i, Jo) ifti olusturalim. Bu durumda (i, j,) # (i, j) dir. O halde

b, . lz—li+kj—Kj
y_JOZE(Z_|)+J_Jo:% (2.17)

elde edilir. Burada ebob(y— j,,z—i,) ifadesi hesaplanirsa
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ebob(z iy, y - jo)zebob(z—io,%]

<ebob (12— i, 1z —li +kj —Kj, )
= ebob (12 —liy, liy — i +kj — kj, )

bulunur. Yukaridaki ifade de li, —li+kj—Kj, ifadesi asla sifir olmaz. Gergekten, kabul
edelim ki liy —li +kj—Kj, =0 olsun. Bu durumda (i —i)=k( j,— j) elde edilir. Bu ise
ebob(k,1)=1 olmasiyla gelisir. Dolayisiyla li,—li+Kkj—Kj;#0 dir. Boylece

ebob(z—iy, y— J, ) i¢in elde edilen iist smr

ebob (2 iy, y— j, ) < ebob Iz liy, li, — i +Kj —Kj, )
< [liy —1i+Kj —Kj| < 2(k +1) < 26

bicimindedir. Balans say1 dizisi {Bn} elemanlar1 i¢in bulunan iist ve alt sinirlar

n>0

kullanildiginda,
2-0.9831 22 3 (2.18)
a ? <B,Bi<a? (a25'°17)

3

bulunur. « nin kuvvetleri karsilagtirildiginda z <449.4 bulunacagindan bu durum

Z > 449 olmasiyla gelisir.

Kabul edelim ki k =k; =2 olsun. Bu durumda I <k oldugundan dolay: I =1 bulunur. O

halde (i, j) “nin dort farkli durumu s6z konusudur. Bunlar:

Bu durumlani  sirasiyla  incelersek  (i,j)=(L1) olsun. Bu  durumda
ebob(z—l,y—l):ZT_1 olup z=2y—1 bulunur. Bu deger (2.1) denklem sisteminde

yerine konursa,
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ab+1=B,
ac+1=B,
bc+1=B,, ,

elde edilir. Bu sistemdeki son denklem ikinci denkleme béliindiigiinde O <a<b<c

oldugundan

Bgy_l _ bc+1 < 9

B, ac+l a

elde edilir. Burada B,, ; ve B, elemanlar i¢in alt simir (2.11) esitsizligi kullanilirsa

2y-1-0.9831
BZy—l (04 _ gy Loot
B ay—0.983 -

y

olur. Bu veriler kullanilirsa a-a’*® <b elde edilir. Burada her iki tarafi a ile

carpilirsa,
o™ <ab= B,—1<B, < o 0%

elde edilir. Yukandaki esitsizlikte her iki tarafi, o’ ile bdliimiinden
a? <"V < %% < 0.2 bulunur. Elde edilen sonu¢ a ‘nin tamsayr olmasiyla
celisir.

(i,j)=(L-1) olsun. ebob(ZT_l,y+1j=Z—;1 oldugundan z=2y+3 elde edilir. Bu

iIse z<2y-1 olmasiyla celisir.
Benzer sekilde (i, j)=(-1-1) ise z<2y—1 olmasiyla gelisir.

Eger (i, j)=(-11) ise z=2y—3 bulunur. Bu degeri Q ifadesinde yerine yazip (2.10)

esitsizligi kullanirsa

z-0.9831

a 2 <\[B, <c<ebob(B,, ,-1B,-1)<1190
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elde edilir. Buradan z <9 bulunur. Bu ifade de z > 449 olmasiyla gelisir.

Boylece, teoremin ispati verilen tiim ozelliklerin kullanilmasiyla ve Mathematica

yardimiyla tamamlanmis olur.
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BOLUM III
u,=A-u,_, —u,_, TIPINDEKi LUCAS DiZISININ DIiYAFONT UCLUSU

Bu bolimde bir onceki boliimde verilenlerin bir genellestirilmesi verilmistir. Bu

genellestirilme de U, =0 ve u, =1 baslangi¢ kosullar1 altinda {un}n20 say1 dizisinin ,

n>2 i¢in u,=A-u_,—U _, ,n>2 rekiirans bagmtisinin tanimlanmas1 durumunda

asagida verilen denklem sisteminin ¢6ziimiiniin olmadig1 gosterilmistir.

ab+1l=u,
ac+l=u,
bc+1=u,

Buna ek A=6 alinmasi durumunda bir dnceki boliimde verilen sonuglarin aynen elde

edildigi tespit edilmistir.

A pozitif bir tamsay1 olmak iizere {Un} say1 dizisini U, =0 ve u, =1 baslangic

n=0
kosullar1 altinda n>2 igin u,=A-u,,—U,, rekiirans bagintis1 ile tanimlayalim.

Tanimlanan {un}nzo dizisinin Binet tip1 formiili

e (3.)

bigimindedir. Burada a ve g sayilart x*—Ax+1=0 Karakteristik denkleminin
kokleri, yani a=(A+\/A2—4)/2 ve ,[;’:(A— A2—4)/2 ‘dir. Bu durumda A ‘nin

degerlerine gore kokler hakkinda sonuglar verilebilir. Yani A>2 ise, bu durumda

karakteristik denklemin kokleri & ve p sayilar reel sayilardir ve ¢akisiktir. A>3 bir

tamsay1 ise, bu durumda a>1 ve ,Be(O,l) olmak tizere a > f bi¢imindeki reel

sayilardir. A sayisi arttikga @@ sayisi artan 3 sayist azalandir,
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V, =2 ve V, =1 baslangi¢c kosullar1 altinda {u”}nzo say1 dizinin es (associate) dizisi

{Vn }nzo , N>2 i¢in v, =A-v,_, -V , rekiirans bagmntisi ile tanimlanir. {Vn }nZO es
dizisinin Binet tipi formiili
v,=a"+f" (3.2)
bi¢imindedir.

Bu konu hakkinda elde edilen orijinal sonug asagidaki teoremde ifade edilmistir.
Teorem 3.1:

A == 2 bir pozitif tamsay1 olmak tizere

ab+1=u, 3.3)

ac+1=uy

bc+1=u,
1<a<b<c olacak sekilde bir {a, b, C} tamsayi tgliisii yoktur.

Teoremin ispatindan Once ispatta kullanilacak bazi tanimlar1 ve ozellikleri burada

verilecektir.
Teorem 3.1° de A=1 alinirsa, {Un} say1 dizisi
0,11,0,-1-1,...

olacak sekilde bir periyodik diziye doniisiir. Kolayca goriilebilecegi tizere bu dizinin

(3.3) denklem sistemini saglayan bir {a, b, C} ticliisii yoktur.

Eger A= 2 alinirsa bu durumda {un} say1 dizisi dogal sayilar dizisine dondsiir Ki

n>0

bu durumda da herhangi bir {a, b, C} ticliisii (3.3) denklem sistemini saglayacaktir.
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Dolayisiyla A>3 kabul edebilir. Bu teoremin ispati igin {un}nZO ve {Vn}nZO dizilerini

iceren bazi kombinatoriyal ozellikler ve bu dizileri igeren en biiyiik ortak bdlen

fonksiyonlart igin st sinirlart veren 6zellikleri burada vermek yerinde olacaktir.

Onerme 3.2:

N ve M herhangi negatif olmayan tamsayilar olmak tizere {un} ve {Vn}nZO dizilerini

n=0

iceren baz1 kombinatoriyal 6zellikleri

a) ebob (un »Un, ) = uebob(n,m)

‘dir. Ozel olarak ebob(u Vv )=1 veya 2 “dir.

n!''n

b) ebob(u,,v,)=12veyayv,

bob(n,m)

) (u,-1)(u,+1)=u, U,
d) Uy, —-1=uUyv

nn+l

e) 2u,,=uVv,+vu,

n
bi¢imindedir.
ispat:

a) Bu o6zellik Carmichael (1913-1914) ‘in galismasinda genel Lucas dizisinin
{un }nz o nin farkli iki elemant i¢in bu ézellik verilmistir.

b) Benzer sekilde Carmichael (1913-1914) ‘in ¢alismasinda bu 6zellik verilmistir.

c) { u, }nzo dizinin Binet formiilii (3.1) kullanilirsa
(v, ~1)(u, +1) = EL j[ = ”]
o - o-—
n n 2
_[e =7 j -1
a —
an—l _ﬂn—l an+l ﬂn+1
U a-p j( a-p j
= un—lun+l
elde edilir.
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d)  {u,}, ve{v,},, dizisi igin verilen (3.1) ve (3.2) Binet formiilleri kullanilirsa

uv = (a;:g] j(anﬂ +ﬂn+l)

2n+1 2n+1
ay; .
=————(aff) =u,,,,-1
a —ﬂ ( ﬂ) 2n+1
elde edilir.
e) {un}nzo ve {Vn}nZo dizisi i¢in verilen (3.1) ve (3.2) Binet formiilleri kullanilirsa

unvm+umvn=(a B j(am+ﬂm)+(0{a:§ j(a”+ﬁn)

a-p
) a™m _ﬂmm
a-p

bulunur.

Ikinci boliimdeki verilen siraya gore {Un}n>0 ve {Vn}n>0 dizileri igin {ist ve alt sinirlari

verelim.
Onerme 3.3:

Kabul edelim ki A>3 olsun. n>3 i¢in asagidaki esitsizlikler dogrudur.

a”’1<un<a”’°'983 (3_4)
ve

o' <V <O (3.5)
dir.

Ispat:

{un }nzo say1 dizisi i¢in verilen (3.1) Binet formiilii kullanilirsa
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n_ pon n n - (36)
am <2 p —u =2 (1—(£j ]<a"'°g£’ "

L . 1) log(a”-1) .
bulunur. Simdi a>1 i¢in f(a)=log, (a——)zl——l fonksiyonunun artan
a og o

bir fonksiyon oldugunu gosterelim.

_ 2a° log o —(a2 —1)|Og(052 —1)
a(az —1)(|Og a)z

t'(a)

elde edilir. (a2 —1) |Og(052 —1) < (a2 —1) loga® < 2a” log o oldugundan f '(a) >0 “dir.
Dolayisiyla f (Ol) fonksiyonu artandir. —f (a) fonksiyonu azalan oldugundan —f (0{)

fonksiyonu maksimum degerini A=3 noktasinda alir. Bu deger i¢in « =(3+\E) / 2

n—-0.83

dir. Dolayisiyla U, <& elde edilir.

V,=a"+ " oldugundan asikar olarak " <v, ‘dir.

6

v, <a" [1+ i] <1.0032- " < "0
(04

benzer sekilde elde edilir.
Onerme 3.4:

A>3 olmak iizere
log, (2(A*-2))<3.1 (3.7)

dir.

Ispat:
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log(a+Va
g(a)=—og(log+a]/ )
log A
(log )

fonksiyonlar1 azalandir. Gergekten g’(a)z— >

<0 ve h(a)=-

=log, A ve h(a)=log,2 olsun. a>1 iken g(a) ve h(a)

log 2 <0’
(loge)’

dir. Dolayisiyla ¢ (a) ve h(a ) fonksiyonlar1 maksimum degerlerini A=3 noktasinda

alir. Bu deger i¢in o = (3+\/§)/2 ‘dir.

log, (A?-2)<2log, A=2g(a)<2.284

ve

log, 2<0.721

oldugundan

log, (2(A°~2)) =log, 2+log, (A*—2)<log, 2+2log, A<3.1
elde edilir.

Onerme 3.5:

n>3 ve A>3 olacak sekilde tamsayilar olmak tizere
ebob(u, —Lu, , 1) <2(A*-2)
dir.

Ispat:

(3.8)

Kabul edelim ki ¢ :ebob(un -1u,, —1) olsun. Onerme 3.2 ’nin (a) ve (c) siklari

kullanilirsa,
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g =ebob(u, -1,u, —u,_,)<ebob(u,u,.,,u, —u,_,)

n+1'“n

<ebob(u,_,, Au, , —2u,_,)ebob(u,,;,2u, — Au, )
< 2ebob(u,.,,(2- A )u, + Au,, ) < 2( A -2)

elde edilir.
Onerme 3.6:
Herhangi n>2 pozitif tamsayisi igin

ebob(u,, ,—Lu, -1)<a*’ 3.9)

dir.
Ispat:

Onceki 6nerme ile benzer sekilde g = ebob(uZH -1u, —1) alinirsa Onerme 3.2 ’nin (d)

sikki kullanilirsa

g = EbOb (un—ZVn—l’ un—lul’H-l)

<ebob(u,_,,u, )ebob(u, ,,u,.,)ebob(v,,u,_)ebob(v, ,u,.,)

n+l
elde edilir. Onerme 3.2 ’nin (e) sikk1 2u,,, =U, ,V, +V, ,U, dzelligi kullanilirsa
g <2u,ebob(V, ,,U, Vv, +U,V, ;) <4uy, <a®’

bulunur.

Onerme 3.7:

Herhangi n>2 tamsayisi i¢in

ebob(u,, , -Lu, -1)<a* (3.10)

n

dir.
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ispat:

g =ebob(u,, , —1,u, —1) olsun. Bu durumda

g= ebOb(uznfluznfs’ un—lun+l)
<ebob(u,, .U, )ebob(u,, ;,u,,,)ebob(u,, ;.u,,)ebob(u, 5.u,.,)

<ufuu, <a®

elde edilir.

Denklem sistemi (3.3) i¢in asagidaki 6nermeyi verelim.
Onerme 3.8:

Denklem sistemi (3.3) i¢in z <2y -1 esitsizligi dogrudur.
Ispat:

Denklem sistemi (3.3) son iki esitliginden, c/ebob(uy—l,uz—l) elde edilir.

u =bc+1<c? oldugundan \/I < ¢ bulunur. {Un}n say1 dizisi i¢in elde edilen iist ve

>0

alt sinirlar (3.4) da kullanilirsa

Ja™ < \/I <c<u, <o’

esitsizliginden z <2y —0.66 bulunur. Bu esitsizlik de z <2y -1 oldugunu gosterir.

Teorem 3.1 in ispati:

Kabul edelim ki A>3 olsun. 1<a<b<cC sayilar (3.3) denklem sistemini saglasin.

1.2+1<ab+1=u, oldugundan 2<X elde edilir. Ispati iki ana gruba ayrarak

yapabiliriz. Bu gruplar z <138 ve z>138 durumlaridir. ilk olarak z <8 durumunu

inceleyelim.

1. z2<138 olsun.
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z<138 i¢in A katsayisinin sinirlt oldugunu gosterelim. Bu durum icin asagidaki

Onerme ispatiyla birlikte verilmistir.
Onerme:

Denklem sistemi (3.3) ‘iin z2<138 i¢in bir ¢oziimiinii mevcutsa A<A, olup A

tamsayist siirlidir.
Ispat:

{un}nzo say1 dizisi Uy =0, u, =1 baslangi¢ kosullar1 altinda u, = Au,_, —u, , rekiirans
baglantis1  sagladigindan {un}nzo sayt dizisinin elemanlar1 A  ‘ya bagh

der(un(A))zn—l olacak sekilde bir monik polinomdur. Buna gore {Un} say1

n>0

dizisinin birkag terimi su sekildedir. U, =0 ve u, =1 olmak {izere
UZ(A):A, us(A):Az—l, u4(A):A3—2A,

bigimindedir. 2<x<y<z<138 ve l<a<b<cC sayilart (3.3) denklem sistemini

sagliyorsa

sayist tam sayl olmak zorundadir. U, (A) bir monik polinom oldugundan dolay1
polinom boliimiinden der(r(A))< der(uz (A)) olacak sekilde tek bir q(A) €Z[A] ve

r (A) € Z[A] polinomlari

olacak sekilde mevcuttur. 2<x<y<z<138 i¢in Mathematica programi yardimiyla

yapilan incelemede I (A) kalan polinomu sifirdan farkli olarak elde edilmistir. Bu ise
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y i (3.12)
& A)uzzﬁg)yiA )_q(A)JruZ(SAA)\)—l

olmast demektir. 2<x<y<z<138 aralig1 i¢in, Mathematica programi kullanilarak

A>3 durumunda r ( A) =0 olacak sekilde bir A tamsayisinin olmadigi belirlenmistir.

(3.11) esitliginin sag tarafinda r ( A) / (uZ (A) —1) hi¢cbir zaman sifir olmayacaktir.

Herhangi bir A tamsayisi i¢in (3.11) esitliginin sol tarafi bir tamsayi ise, q(A)eN

oldugundan dolay1

(A

u,(A)-1

ifadesi de bu A sayist i¢in bir tamsayr olmak zorundadir. Ancak

der (I’ ( A)) < der (uz (A)) oldugundan

olacaktir. Bu da A tamsayisinin ¢ok biiyilk olamayacaginin gostergesidir. Dolayisiyla

‘r(A)‘>uZ(A)—l olmak zorundadir. Bu ise A ‘nin smirli oldugunu yani herhangi

pozitif A, igin A< A, oldugunu gosterir. Bu iist sinir A; ve 2<x<y<z<138 araligi

icin Mathematica programi ile ¢alisilirsa, A, =2 oldugu elde edilir.
2. Simdi z >138durumunu inceleyelim.

P= ebob(uZ -1lu, —1) olmak iizere Onerme 3.2 ’nin (a) ve (c) siklar1 kullanilirsa

P= ebOb(uz luz+1’u uy+l)

< [T ebob(u, i, )= TT Ussaneiyosy (3.12)

i, je{£1} i, je{+1}
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elde edilir. Herhangi bir t; pozitif tamsayis icin ebob(z—i,y—j)zz; ve t; >8
i

olsun. Esitsizlik (3.4) kullanilirsa

Zilfo.ssj
8

z-1 ) 4(
z+1 <a

2 2
o <a/uz<c£P£uz;lu7
8 8

elde edilir. Yukaridaki esitsizlikte o nin kuvvetleri karsilastirildiginda —0.5<-2.82

sonucu elde edilir. Bu ise agik olarak bir ¢eligkidir.

t; <7 olmak iizere K verilen t; sayisini gostersin ve ebob(k,1) =1 olacak sekilde,

oldugunu kabul edelim. Yine ii¢ durumda inceleme yapma gerekliligi ortaya

¢ikmaktadir. Bu durumlar | >k, I =k ve | <k dir.

Buna gore ilk durum |>K ise yukandaki esitsizlikten z—i<y—j olur. Denklem

sisteminden y < z oldugundan z = y+1 elde edilir. Bu deger yerine yazildiginda,

P =ebob (u, —1,u,., ~1) <ebob(uy,u, ,,uu,,,) (3.13)

yoy+2

2.2
<ebob(u,_,Uy,,)<U, <«

z-1 z-1
elde edilir. a 2 <P oldugundan a 2 <a?®? esitsizliginden z<5.4 elde edilir. Bu da

Z >138 olmasiyla gelisir.

Ikinci durum k=l ise, z—i=y—j ve y<z oldugundan z=y+2 elde edilir. Bu

deger yerine yazilir ve esitsizlik (3.8) kullanilirsa,

z-1

a? <Ju, <c<P=ebob(u, -Lu, ,~1)<2(A*-2)

elde edilir. Esitsizlik (3.7) kullanildiginda
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z<2log, (2(A°-2))+1<7.2

elde edilir. Bu ise z >138 olmasiyla gelisir.

Ugiincii | <k durumunda, olsun. Bu durumda 2<k/l durumunu inceleyelim. Buna

gore

z:$(y— j)+i=2(y-1)-1=2y-3

bulunur. (3.3) denklem sistemi z<2y-1 esitsizligini sagladigindan burada da

incelenmek tizere {ic durum s6z konusudur.

I z=2y-11ise
2 u bc+1l b
oV — a 2y-1 _ DC+ <=
a8y ac+1 a

y

elde edilir. Yukaridaki esitsizligi a® sayist ile garptigimiz zaman

2 _y-117 x-0.83

a‘a <ab=u -1l<u <«

Esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin  her iki tarafi o’** ile boliniirse

a® <oV <% <1 elde edilir ki bu da 1< a olmasiyla gelisir.
1. z=2y—2 ise ve bu deger yerine yazilip (3.10) esitsizligi kullanirsa,

z-1

a? <P=ebob(u, -Lu, ,~1)<a*

elde edilir. Bu da z >138 olmasiyla celisir.

I1l.  z=2y-3 ise ve bu deger yerine yazilip (3.9) esitsizligi kullanilirsa

z-1

a? <P=ebob(u, -Lu,, ,~1)<ea"
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elde edilir ki bu da benzer sekilde bir ¢eliskidir.

Son olarak k/I <2 olsun. Bu sart k>3 olmasm gerektirir. Gergekten | >1 ve k/lI <2

oldugundan k>3 “diir. (i,j) iftinden farkli olarak bir (iy, jo) cifti alahm. Yani

(i, j) # (io, jo) olacak sekilde bir (io, Jo) ¢iftini alindiginda
.k SN
=1 :T(y_ Jo)+|_|o
elde edilir. P, =ebob(z—iy,y— j,) olmak iizere, P, icin bir iist stir1 bulalim.

P, =ebob($(y—j)+i—io,y—ioj
<ebob (k(y—j)+I(i—iy).k(y—i,))
<[k (o= ) +1(i=ip)

bulunur. (i, j)#(iy, jo) oldugundan i=iy, j = j, , i#iy, j=J, ve i =i, j=# j, olacak
sekilde ti¢ durum soz konusudur. Her bir durum igin iist smrlar sirasiyla 2k , 2| ve

2(k + |) olarak elde edilir. (3.12) esitsizlikleri kullanilirsa

= (3.14)

a? <P= ebob(uy -1u, —l) < H Uebon(

i, je{+1) #hy-i)

%+2(k+l)+2k+2l—4-0.83

<a

elde edilir. t; =k<7 ve ebob(k,1)=1 olacak sekildeki k ve | say: ciftleri de su

sekilde elde edilirler.

(k,1)=(3,2),(4,3),(5.3).(5.4).(6,5),(7.4),(7.5).(7.6)
Bu degerler (3.14) esitsizliginde yerine yazilirsa, Z igin iist sinirlar

z<105.1,101.8, 98,111.3,124.1, 115.8, 127, 138.2
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olacak sekilde bulunur. Bu da agik olarak z >138 olmasiyla ¢elisir. Boylelikle Teorem

3.1 ‘in ispat1 tamamlanmais olur.
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BOLUM IV
k — PERIYODIK iKiNCi MERTEBEDEN DiZILER

Bu tezde yapilan bir bagka c¢alismada k- periyodik ikinci mertebeden dizilerin
incelenmesidir. Bu diziler bu bdliimde detayli bir sekilde sunulmustur. Bu dizilerin bir
uygulamasi1 olan ikinci mertebeden iki periyodik rekiiranslar yine bu boélimde

sunulmustur. Binet tipi formiil elde edilmistir.

a,b,c,d ve q,,0, kompleks sayilar olmak iizere, iki periyodik ikinci mertebeden dizinin

tanimi ilk olarak Edson ve Yayenie (2009) tarafindan asagidaki gibi tanimlanmustir.

a- +b- . ntekise
qn :{ qn—l qn—2 (4.1)

c-g,,+d-q,,, ngciftise

Edson ve Yayenie (2009) yukaridaki iki periyodik diziyi tanimlamakla beraber bu

dizinin g, =0 ,q, =1 ve b=d =1 6zel degerleri altinda iirete¢ fonksiyonunu

x(1+ax—x2)
1-(ab+2)x* +x*

F(x)=

o . . ab+./(ab)’ +4ab ab—/(ab)’ +4ab
biciminde ve Binet tipi formiiliinii de a = > , B= >

ve £(m)=m- 2[%J olmak iizere

al—é(m) a™ _ﬁm

(ab)EJ a-p

On =

bigiminde bulmuslardir.

Yayenie (2011), yukaridaki ¢alismalarm bir adim genellestirilmesi olarak b ve d

katsayilarini keyfi alarak, tlirete¢ fonksiyonunu
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x(1+ax—cx2)

H =
(%) 1-(ab+c+d)x*+cd-x*

Binet tipi formiiliinii de

N3

atm aEJ (Ot+ d —C)m{ J —ﬂBJ (,B-i- d —C)m_EJ
(ab)gJ a-p

On =

olacak sekilde elde etmistir.

Cooper (2010) tarafindank — periyodik ikinci mertebeden lineer rekiiransin tanimi ilk

olarak su sekilde tanimlamistir,

8Oy +0y - Gy 5, =0(modk)

. o [ 1(modk
qn — al qn—l + bl qn—2 (mO ) (42)

n
n
ak—l : qn—l + bk_]_ : qn_zy n=k _1(m0d k)

e {q,}, ., say dizisinin q, = Aq, , +B,q, , esitligini saglayan 2K. mertebeden bir
rekiiranst sagladigini gostermistir. Bununla birlikte A ve B, katsayilarinin nasil elde

edilecegini de ayni ¢alismada gostermistir.

Edson vd. (2011), denklem sistemi (4.2) de ikinci katsayilart b, =b =---=b _, =1

alarak ve baglangi¢ kosullarin1 da g, =0 , g, =1 alarak iirete¢ fonksiyonunu, herhangi

bir A sayist i¢in

k-

G(x)=r2

LN

k-1

qu +Z Or _Aqr kH
r=0
1- AX + (1) x*

biciminde ve Binet tipi formiiliinii de

Oinr = (_1)k(m+l) |:( aa : IB ] Oir — (%] g :|
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olarak elde etmistir.

Bu boliimde verilen ¢alismalarin en genel halini de sunmak i¢in lineer rekiiranslarin
temel teoremi olarak bilinen teoreme ihtiyag vardir. Bu bilinen teorem asagidaki gibi

ifade edilir.
Teorem 4.1:

{G,}.., say1 dizisi A #0 olmak iizere,G, = AG, _, +AG, ,+---+AG,_ rekiiransini
saglasin ve karakteristik polinom g (X) =X~ AX“'—-..— A “m farkl kokleri a,...,a,

olsun. Rasyonel sayilarm bir genislemesi K = Q(e,...,a, A, ..., A, Gy, -..,G,; ) olsun

ve g(x)=(x—a)"+(x—a,)" formunda olsun. Bu durumda derecesi ¢ (i=1,...,t)

"den kiigiik tek tiirlii g; (x) € K[x] polinomlar

n

G,=g,(n)e +---+0,(n)
olacak sekilde mevcuttur.

k>2 bir tamsayi, q,,0, ve &b, (i:O,...,k—l) kompleks sayilar ve |q0|+|ql|;t0,

byb, ...b,_; #0 olsun. Denklem sistemi (4.2)

G = Ay (1) Beb D, G, (43
rekiiransim saglar. D = A? —4(-1)'bb,...h, , ve

P (X)=x"— Akx+(—1)k bb,...b,

(4.3) lincer rekiiransinin 22 — A 2 +(~1) byb, ...b, , Karakteristik polinomunda z* = x

konulmus halini gostersin. p, (x) karakteristik polinomunun kokleri

K:—Ak+2\/5 ve ﬂ:—AY—Z\/B

41



olsun. D sayisi sifira esit yada farkli olabileceginden iki farkli durumda inceleme

yapilabilir.

D#0 ise, k¥ ve u sayilari birbirinden farklidir. X =z* oldugu igin z* =« ve z" = u

27i 1
bulunur. z“ =x denkleminin koékleri, r=0,1,...,k—=1 icin z' =ek ik dir. Z¢ =u

27i 1
denkleminin kokleri ise, r=0,1,...,k—1 i¢in z*=e* u* olarak elde edilir. {qn} say1

dizisinin her terimi elde edilen koklerin lineer kombinasyonu olarak yazilabileceginden
ve lineer rekiiranslar igin verilen temel teorem kullanilirsa, «; ve x; kompleks sayilari

bulunabilir dyle ki

. k . 4.4
I QPRI S L (4.4)

= =

27i/k

‘dir. Burada ¢=e olarak elde edilebilir. (4.4) denkleminde n yerine sirasiyla

0,1,...,2k -1 koyarak «; ve u; katsayilari kolaylikla bulunur. Daha kisa olarak (4.4)

formiiliinde herhangi negatif olmayan t degerini yerine yazilirsa,

k . K .
0., = ZK.jg(J—l)(t—k)K_(Hk)/k n Zlujg(j—l)(wk)lu(wk)/k
» = (4.5)
=xK, +uM,

elde edilir. Dolayisiyla

K,+M, =q,
kK +uM, =q.,

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin katsayillar matrisinin

determinantt p—x ‘dir. g ve x birbirinden farkli oldugundan dolay1r —x =0 ‘dir.

Dolayisiyla denklem sisteminin tek ¢oziimii vardir. Cramer metodu kullanilarak bu

denklem sistemi ¢oziildiigiinde

Kt — qt+k _:uqt
K=
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ve

M. = Qi — K0

t
K=
¢Oziimleri elde edilir.

Bu ise, {qn }nzo say1 dizisi i¢in Binet tipi formiiliinii veren teoremi ispatlar.

Teorem 4.2:

say1 dizisinin Binet tipi formiilii su sekildedir,

D=0 ise, {q,}

n>0

q +(nmo — Mo n q +(nmo — K0 mo n
qn: k+(nmodk) dkKL/kJ_ k+(nmodk) dk,uL/kJ.
K— L K— U

dir.

Ikinci durumda D=0 ise x ve u kokleri gakigiktir ve A /2 ‘ye esittir. Lineer

rekiiranslarin temel teoremi kullanilirsa, j=1,...,k igin U; ve V; kompleks sayilari

q, :Zk:(ujn_'_vj)g(j—l)n’(n/k —nU, +V. (4.6)
j=1

K . k .
bigiminde meveuttur. Burada U, = > u,e"™"x"* ve V, = v,e""«"* dir. Herhangi
i1 -1

bir t ve t+k i¢in g =tU,+V, ve qt+k:K((t+k)Ut +Vt) esitliklerini saglar.

Dolayisiyla

tU, +V, =0,
k(t+ k)Ut +&V, =0,

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminde katsayilar matrisinin determinanti

&K oldugundan sifirdan farklidir dolayisiyla tek ¢6ziim vardir ve
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U = Qi —KG

ve

tq,., —(t+k)xq
Vt=_ t+k (Kk ) t

¢Oziimleri elde edilir. Bunun sonucu olarak da asagidaki teorem ispatlanmustir.
Teorem 4.3:

Eger D=0 ise, {qn}

150 Sayl1 dizisinin Binet tipi formiilii su sekildedir

q, = %(wn +v) el

bigciminde elde edilir ~Burada istenen degerler W= Q- (nmodk) ~ K ¥nmodk

V=—(nmodk ). +(K+(nMOdK)) k0], gy “dir.

4.1 ikinci Mertebeden iki Periyodik Rekiiranslar

Edson ve Yayenie (2009) tarafindan ilk olarak

n

_Ja-g,,+b-q,,, ntekise
" lc-q,,+d-q,,, ngiftise

bigiminde tanimlanmustir. bd #0 ve |q0|+|q1| #0 olmak iizere {qn} dordiincii

n>0

mertebeden asagidaki rekiiransi saglar.

q, =(ac+b+d)q, ,—bd-q,_,
D=(ac+b+d) —4bd ve p,(x)=x*—(ac+b+d)x+bd polinomunun kékleri

e ac+b+d ++/D
2
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ve

ac+b+d—\/5
H= 5

olsun.

Bu durumda D #0 ve n ¢ift olmak tizere {qn} say1 dizisinin Binet tipi formiilii

n>0

q, = 4, — 4% PLC 0, =&Y ﬂLn/ZJ

K— U K— U

olarak bulunur. n tek ise, {qn} say1 dizisinin Binet tipi formilii

n>0

q, = O — MG, In2) G5 &G s

K—u K— U

olarak elde edilir.

D=0ise, k=pu= (ac+b+d)/2 olur ve {qn} , say1 dizisinin Binet tipi formiilii de

n=

q, = %(wn +v) el

bigimindedir. ~ Burada  w=a"" (x—b)"" g +(b—x)" " (bc)" g ve

v=¢(n)(x+b)g, +(-1)" (2)" (bc)™ g, 'dir.
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BOLUM V
PELLANS DiZiSi VE DIYAFONT UCLUSU

Lineer rekiiranslarin diyafont ii¢liisii konusunda, ¢aligma alanlarindan biri de denklem
sisteminin sag tarafindaki dizinin mertebesini arttirmaktir. ikinci mertebeden dizilerin
carpimlart ile 1ilgili bircok kombinatoriyal ozellikler olmasina karsilik, yiiksek
dereceden dizilerin ikinci mertebeden dizilere ait kombinatoriyal ozelliklere sahip
degildir. Kombinatoriyal 6zelliklere sahip olup yiiksek mertebeden indirgeme dizisine

sahip olan bir dizi 6nceki boliimde anlatilan iki-periyodik ikinci merteden dizilerdir.

Bu bolimde (4.1) denklem sisteminde uygun katsayi segilerek, dordiincii mertebeden
pellans sayilart dizisi tanimlanmig, bu dizi ile ilgili bazi kombinatoriyal ozellikler

verilmistir. Ardindan bu dizinin diyafont {i¢liisii incelenmistir. .

Tamim 5.1:

Pellans dizisi baslangi¢ kosullart S;=0 , S, =1 S, =1 ve S;=5 olmak iizere, n>4
i¢cin

S,=6S,,-S,, (5.1)
seklinde tanimlanir.

Pellans say1 dizisinin birkag terimi su sekildedir.

0,1,1,5,6, 29, 35, ... .

5.1 Pellans Dizisi ve Ozellikleri

{R”}nzo dizisini R, =0 ve R, =1 baslangi¢ kosullar1 altinda

n

R ,+R,, ,ntekiken
4R ,+R,, ,nciftiken
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seklinde tanimlayalim. Boliim 4.1 ¢ den {Rn}nzo dizisi R,=0 ,R, =1 ,R, =1 ve R, =5

olmak iizere,

R =6R ,-R

n n

bagintisin1 saglar. Dolayisiyla tanimlanan { R, }nzo dizisi {S”}nzo dizisi ile aymi dizidir.
Binet-tipi formiilii de su sekildedir,
S2+(nm0c|2) _lus(nmodZ) EJ SZ+(nmod2) _Ks(nmodZ) EJ

S, = K= 7o (5.2)
K—u K—U

Bu formiilde x ve u sayilari x> —6x+1=0 karakteristik denklemin kokleridir. Pellans

say1 dizisi, Pell ve balans say1 dizileri arasindaki bazi 6zellikler asagidaki onermede

ispatlariyla birlikte verilmistir.
Onerme 5.2:

M ve N pozitif tamsayilar olmak iizere, asagidaki 6zellikler dogrudur,

a) SZn = Bn ’82n+1 = P2n+1

b) ebob(S,.S,)=S “dur.

~ “ebob(n,m)

P , nciftise P , nhciftise
C) P2n+1 _l — nQn+1 g . Ve . _ 2 — n+1Qn7]_ 9 .
P..Q., ntekise P.Q.. ntekise
d) 2Bn = P2n = F)nQn
e) BZn+1 -1=BC

n~n+l

f) n tek tamsay1 olmak iizere, B, —1= % P.Q,, dir.

Ispat:

(@) (5.2) formiiliinii kullanarak pellans say1 dizisinin indisinin ¢ift oldugunu kabul

edelim. Bu durumda
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S, =4Sy 0 _S;=KSy s
K— U K— U
K_n_lun :B

K— U "

SZn =

dir. Pellans dizisinin indisi tek ise,

S —uS, o _S;—S, p
K—Uu K—U

_ 5_/'1Kn_ S_KK_n
K—U K—U

2n+1_ﬁ2n+1

S2n+1 =

o
= = P2n+1

a-p
bi¢imindedir. Burada ¢ ve g sayilart x* —2x—1=0 denkleminin kokleridir.

Pellans say1 dizisinin elemanlari, Lucas say1 dizinin 6zel elemanlar1 oldugundan dolay1

(b) 6zelligi saglanir.

() {P,} ve {Q,} dizileri i¢in Binet tipi formiilleri kullanarak N ‘nin ¢ift oldugunu

kabul edelim. Bu durumda

PnQn+1 — a' _ﬁn (aml +ﬂn+1)

n+1
=Py +(_1) =Py =1
bulunur. n tek tamsay1 olmasi1 durumunda ise benzer yolla ispat yapilir

Kalan siklar1 gostermek icin {Pn}, {Qn} {Bn}, {Cn}sayl dizilerinin Binet tipi

formiilleri kullanilirsa,
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n__n 2n _ p2n
2B =25 T % P
K—T a’ —-p
a2n_ﬂ2n
= :PZn
a-p
a-p
I:)nQn

bi¢iminde oldugu,

n n
K —7 n+1 n+l
B.C..= (1( +7 )
K—7T
2n+1 2n+1
K -7
S —
K—T
=B 1

2n+l

seklinde oldugu ve n tek ise,

1 |:>MQn+1 — EM(OH‘” +ﬂn+1)

2 2 a-p
2(a-p) \a B)2(a-p)
k"—1" n
R +(=)
=B -1

biciminde oldugu goriiliir.
Simdi {Pn} , {Qn} , {Bn} say1 dizileri i¢in alt ve iist sinirlar1 vermek yerinde olacaktir.
Onerme 5.3:

N >3 bir tamsay1 olmak tizere {P !, {Qn} : {Bn} dizilerine ait 6zellikler dogrudur.

n

an—l.19 < Pn <an—1.16 (53)

an—0.1<Qn<an+0.l

2n-1.97

a < Bn <a2n—1.96
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)
P> «-|# St NE) S
a—-pf a—-pf

oldugundan yukaridaki ifade Pell say1 dizisi i¢in alt sinir1 verir. Benzer sekilde iist sinir1
da

|ﬂ|j3
0 1+ —
P < @ +‘ﬂ3‘ <an (0( <an—1.16

oa-p a-p

biciminde bulabiliriz. Benzer ispat yontemi kullanilarak, {Qn} say1 dizisi i¢inde alt ve

tist sinir bulunur. Balans say1 dizisi ig¢in verilen alt ve {ist sirlar Bolim 1l de

verilmistir.
Bu konu ile ilgili temel teorem asagida verilmistir.

Teorem 5.4:

{Sn} pellans say1 dizisi olmak tizere,

ab+1=S,
ac+1=3, (5.4)
bc+1=S,

denklem sistemini saglayan bir 0 <a <b < C tamsayu iicliisii yoktur.
Ispati:

O<a<b<c oldugundan, 1-2+1<ab+1=S _ dir. Boylece 3<x<y<z bulunur. Bu

ispat1 dort ana baslik altinda inceleyerek yapacagimizdan dort baslik asagida detayl bir
sekilde aciklanmistir.

l. y ve Z ciftise
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Eger X ¢ift pozitif tamsayr olmasi durumu Bolim Il de, pellans say1 dizilerinin
elemanlar1 balans say1 dizisinin elemanlarina denk gelmesinden dolay: incelenmistir. X

tek ise, Bolim 2 de k=2 ve |=1 durumu hari¢ ispat agirlikli olarak y ve z
degiskenlerine bagli oldugundan, ispat yolu degismez. Bolim 2 de k=2 ve |=1

durumunda S, =P, , alinirsa, ispat1 benzer sekilde yapabilir.
1. y ve z tekise

y ve z tek oldugunda, pellans sayr dizinin elemanlar1 Pell say1 dizisine
doniiseceginden Yy ve Z arasindaki bagintiyr acikliga kavusturmak gerekir. Bunun i¢in

bu bagintiy1 veren ifade 6nerme olarak verilmis ve ispatlanmistir.

Onerme 5.5:

0<a<b<c tamsayilar olmak iizere,

ab+1=S,
bc+1=P,

sistemi z <2y -2 esitsizligini saglar.
ispat:

Yukaridaki sistemin son iki esitsizligi ele alinirsa,

\/FZ<C<PY

elde edilir. Pell say1 dizisi i¢in verilen {ist ve alt sinirlar kullanilirsa,

z-1.19

a ? <P <c<P <ag’**

bulunur ki bu da z<2y—2 esitsizligini saglar.
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Kabul edelim ki g, = ebob(Sy -1, —1) olsun. y ve z tek tamsayi oldugundan pellans

say1 dizisinin elemanlar1 pell say1 dizisine déniisiir. Onerme 5.2 kullanilirsa, i, j € {il}

olmak iizere,

<P . . . o
ebob(L Jerbob[v J]erob(y J]erob(v“,mj
2 2 2 2 2 2 2 2

elde edilir. 1,4, €{+1} ve t25 igin, ebob[Z“‘lJ,y*z“Z'j:”Z{“‘l‘ olsun. c¢/q,
oldugundan,
z-1.19 z+1 z-1 z+1

——-1.16+2——+0.2+——+0.1
a 2 <,fP <csqg <a® 10 10

bulunur. @ sayilarinin kuvvetlerini karsilastirdigimiz zaman, —0.595<-0.86 bulunup

bu ise miimkiin olmadigindan bir c¢eliski elde ederiz. Dolayisiyla t<4 ‘dir.

ebob(k,1) =1 olacak sekildeki k ve | pozitif tamsayilar icin,

2+l Y+ (5.6)
2k 2l
olsun.

Ik olarak | >k olmak iizere (5.6) esitligi ile birlikte y<2z esitsizligi kullanilirsa,

z=y+1 elde edilir. y ve z tamsayilar tek oldugundan bu durum miimkiin degildir.

Ikinci olarak K =1 olmak iizere (5.6) esitligi kullanilirsa, z=y+2 bulunur. Onerme

5.2 kullanilirsa, 1 € {il} icin

z+|Qz i z— -1= PZ;ZHQZ;ZH

2 2 2 2

elde edilir.
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Kabul edelim ki z= 3(m0d 4) olsun. Onerme 5.2 kullanilirsa,

q, =ebob(P,-1L,P_,-1)= ebob(Pszl, PZ3Q21J

2 2 2 2

z+1 z-3 QZfl
ebob| —,— | —
2 2 2

= PZQz—l = 2szl
2 2

bulunur. ¢/g, ve g, =2Q,, oldugundan, c/Q,, veya ¢/2Q, , ‘dir. Eger ¢/Q, , ise,
2 2 2 2
boliinebilme 6zelligi kullanilirsa, Q, ; =cc, olmak tiizere bir ¢, €Z* bulunabilir.
2

Dolayisiyla,

z-1.19

Z—71-*—0.1
co ? <C1Q/Pz <Q,<a?

oldugu goriiliir ve ¢, <a®® <1.2 elde edilir. Kolayca goriiliir ki ¢, € Z* oldugundan

sadece C, =1 durumu miimkiindiir. ¢, =1 ise ¢=Q,, elde edilir. Bu deger (5.5)

2

denklem sisteminde yerine yazilirsa, a=P, ; ve b=P,,, bulunur. Bu degerler tekrar

2 2

(5.5) sisteminin ilk denkleminde yerine yazilirsa

ab+1=P, ,P,, +1=P? =S

2 2 2

X

elde edilir. Eger X tek ve Onerme 5.3 kullanilirsa,

a0 <aq* =213<z72-x

a3 <M = 7o x< 2.2

sistemi elde edilir. X ve zbirer tamsay1r oldugundan 2.13<zZ—-x<2.22 olmasi
imkansizdir. Benzer sekilde X ¢ift ise, 1.35<z—X<1.4 elde edilir ki bu da miimkiin
degildir.
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2Qz—l
2

C/ZQH ise, 2Q,, =cc, olacak sekilde bir ¢, € Z*vardir. C, < <20% <24 ve
e 2 F

C, €Z* oldugundan c, =1 veya ¢, =2 olabilir. c,=2 ise, c=Q, , oldugundan dolay:

2

yukaridaki durum elde edilir.c, =1 ise, a=P, /2 ve b=P,, /2 bulunur. Dolayisiyla

2 2

(5.5) sisteminde bulunan degerler yerine yazilirsa, P?, +5=4S_ elde edilir.x tek ise,
2

S, =P, oldugundan, 3.48<z-x<3.8 edilir. Bu durum miimkiin degildir. Benzer

X

sekilde, x ¢ift ise S, =B, oldugundan, 2.7 <z—x<3 bulunur ki bu da miimkiin
2

degildir.

Kabul edelim ki z=1(mod4) olsun.

q, = ebob(PZ -1P,, —1) = ebob(leQm, P21Q23]
2 2 22
=Q P=QP.;=2P

z-12z-3
eb"b[TT] 2 2 2

elde edilir. ¢/g, oldugundan, iki durum s6z konusudur. ¢/P,, ise, P, , =cc, olacak

2 2

Pz—l

sekilde bir ¢, € Z* vardir. P,; <./P, oldugundan, C, <\/_I;_<l bulunur ki bu durum
2 z

miimkiin degildir. (:/2szl ise, 2P,, =cc, olacak sekilde bir c, €Z* vardir.
2 2

Dolayisiyla Cm/FTz <2P,, elde edilir. Her iki tarafi \E ile bolersek, o halde

2

2P, ,

\/P_z <a" <0.79 bulunur ki bu da ¢, ‘iin pozitif tamsay1 olmastyla celisir.

c, <

IEZ 2 olacak sekilde k > 1 olsun. (5.6) denkleminden,
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k L
2= (y+uil)-mj=2y-3

elde edilir. Onerme 5.5° den z <2y —2 oldugundan, iki durum vardir. Bunlar z =2y —3
ve z=2y-2 durumlaridir. Yy ve Z pozitif tek tamsayilar oldugundan dolayi,

z =2y —2 durumu miimkiin degildir. Onerme 5.2” den dolay1
o, =ebob(P,, , -1 P,~1)=ebob(P,_Q, ,,P, 1)

elde edilir. y pozitif tamsayisinin durumuna gore iki durumda inceleme yapmak sz

konudur.
Kabul edelim ki y=1(mod4) olsun. \/P, <c <, oldugundan,

z-1.18

a 2 <q,=ehob ( P.Q,..P, —1) = ebob(Pleyz, P“Qyﬂ]
2 2

< ebob [ PP J ebob [ P,1,Qya ] ebob (Qyz, P, J ebob {Qyz : QMJ
y-1 v y-1 ¥+

2 2 2

2514

<P,QQQ<a "
2

elde edilir. @ ‘nin kuvvetleri karsilastirildiginda, z <24 bulunur.
Kabul edelim ki y =3(mod4) olsun Bu durumda

z-1.18

(5.7)
a ? <q,=ebob ( P.Q,. P, —1) = ebob(Py_le_z, PNQH]
2 2

< ebob { PP j ebob ( P.Q,. J ebob [Qy_z Py j ebob (Qy_z , Qy_lj
2 2 2 2

2

z+1

<Q,,QPQ<a*
2

+5.14

bulunur. @ ‘nin kuvvetleri karsilastirildiginda, benzer sekilde z <24 bulunur.
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k>l igin $<2 durumunu inceleyelim. Bu durum, ebob(k,1)=1 ve k>I

oldugundan, k>3 olmasimi gerektirir. (z4, ,uz);t(,ul', ,uz) olacak sekilde bir ( 1, ,uz)

cifti secelim. (5.6) esitligi kullanilirsa,

.k ) ) .
Z+MJ=T(y+ﬂz')_MJ+MJ

: L 2+ Y+
‘dir. q{o) icin bir iist sinir hesab1 yapacagimizdan dolayi ql(o) = ebob[ ) ) ¥ H, j

2 2

olsun.

1 L .
q}o):Eebob(z+Mj,y+yZ|)
1 k : S .
:EEbOb(I_(y"‘/"z')_ﬂlJ+:u1]|y+:uzlj
1 . . .
:Eebob(k(y+y2|)—l(ﬂlj—MJ),k(y+yZ|))
<|k+1|
iist smirt elde edilir. 2<l<k<4 ve ebob(k,I)=1 ve IK<2 oldugundan sadece

(k, I) = (4, 3) , (3, 2) degerleri olasidir. Bu degerler, yerine yazilirsa,

z-1.18

a » <[P, <ebob(P,-1P,-1)

ZT”+3(7+0.1)—1.16

fa
elde edilir. @ ‘nin kuvvetleri karsilastirilirsa, Z <84 oldugu goriiliir.

Bu boliimde Z ‘nin en biiyiik st stirin1 84 bulunmustur. Simdi 'y ve Z pozitif

tamsayilari i¢in Yy ‘nin ¢ift, Z ‘nin de ¢ift oldugunu kabul edelim.

1. y cift ve z tek ise
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y cift ve z tek pozitif tamsayilar oldugundan, (5.4) denklem sisteminde S, =P, ve

S, = Bx olur. y ve z arasindaki iligkiyi veren Onerme asagida ispatiyla birlikte
2

verilmigtir.
Onerme 5.6:

0 <a<b<c tamsayilar olmak iizere,

ab+1=S,
ac+1=B,

5 (5.8)
bc+1=P,

denklem sistemi z <2y —3 esitsizligini saglar.
Ispat:

(5.8) denklem sisteminin son iki esitliginden,
\/FZ <Cc<B,
2

esitsizligini elde ederiz. Onerme 5.3 elde edilen balans ve Pell sayi dizileri verilen alt ve

tist sinirlar1 kullanilirsa,

z-1.19
a ? <P <c<B, <a’*®

2

bulunur. @ ‘nin kuvvetlerini karsilastirildiginda, z <2y -3 elde edilir.

2

Kabul edelim ki g, = ebob[By -1P, —lj olsun. (5.8) denklem sisteminden

2

JP. <0, = ebob[By -1,P —1}

elde edilir. Onerme 5.2 ‘nin 6zellikleri kullanilirsa, i€ {il} icin,
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g, =ebob| B, -1,P, —1jsebob( y 1By K P, ,QH,)

2 2 20 2 2

<ebob| B, ,P_ ,jebob( QH'JEbObL _]ebob( QMJ
2t 2 2 Tl 2 2 2

<ehob ;Pyz, ZIjebob{ y2,QZH]ebob{ 421 Z,jebob( M’QZHJ
2 2

<[P

Lz oz
je{ﬂ} EbOb(YH'Tj ebob[ y_J'TJ

Z+1,i .
2L oimak iizere

bulunur. 7,,7,,i € {J_rl}3 ve je{+2} icin ebob(yﬂ;lj, Z+2772'j:
t >4 olsun. Onerme 5.3 iin 6zellikleri kullanilirsa,

27119 2L 16 %'14 16+ 240, 1+%1+0 1 %—2.12

a ? <abt 8 =

elde edilir. @ ‘nin kuvvetlerini karsilastirildiginda, —1.18 <—4.24 elde edilir bu ise

miimkiin olamaz. Dolayisiyla t >4 durumu miimkiin olmayacaktir.

t=3 olmak iizere ebob(y+771j, Z+2772|j= Z+6772| oldugundan dort durum soz

konusudur.  Bunlar, y+;71j:ﬂ , y+,71j=z+’72', y+m) _zHml
6 3 2 3

y+5771] = Z+6772| *dir. Birinci durum y+n,j= 210! ise Onerme 5.6 kullanildiginda,

Z=6y+6rn,j—n,i <2y—3 bulunur Dolayisiyla, 4y<10 bulunur ki z<3 olmasi

demektir. Ikinci durum y+771j:M ise, z=3y+3npj-n,l ‘dir. z<2y-3

3

oldugundan, y<4 bulunur. Bu ise z<5 olmasini gerektirir.  Uciincii durum

y+2771] _Z +3772' olsun. z=3t—n,i ve y=2t—n,j oldugundan,
<P i i+i

% ebob(zt—mi—z,a_'g'_')erob(Zt—mj—Z,SI_Z_zmj
xP

ebob(Zt—mj-*—Z,%J ebob(Zt—171j+2,%j

2(16-1.16)+16-0. 1+%1+0 1

<a
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z-1.19
bulunur. @ 2 <q, olacagindan, z<280.53 elde edilir. Benzer bigimde dordiincii

durum icin Ust sinir 150 olarak elde edilir.

ymi_z+n,
6

Z+1,l
2

t=2 olmas1 durumunda ebob(y+771j, jz Z+4772| esitliginden iki durum soz

yemi_z+n
3

2 ve y+n1j:% dir. Birinci  durum

konusudur. Bunlar

y+3771] = Z+4772I igin {ist smir 126.9 olarak elde edilir. ikinci durumy +7,j :%

icin Zz=4y+4n,j—n,i <2y-3 oldugundan z <3 olmasi gerekliligi agiktir.

t=1 olmas1 durumunda Z= 2(y+771j)—772i esitligi i¢in tek durum s6z konusudur.

2y—-5<z<2y-3 ve Z tek pozitif tamsayr oldugundan, iki durum s6z konusu
olacaktir. Bunlar z=2y-3 ve z=2y-5 ‘dir. Birinci durum z=2y-3 icin (5.8)

denklem sisteminde iiciincii esitligi ikinci esitlige bolersek,

Pys bc+1 _b
ac+1 a

y-2.25

(24 <

N[O

elde edilir. Her iki tarafi a® ile ¢arpildiginda,

2 _y-225
ay

a <ab<s§,

bulunur.
X ¢ift pozitif tamsayu ise,

aZay—Z.ZS < SX — BX < ax—l.96
2

elde edilir her iki taraf ¥ *% ile boliiniirse, a® <a* %Y <% <0.6 bulunur bu

ise @ ‘nin pozitif tamsay1 olmast ile gelisir.

X tek pozitif tamsayi ise,
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2 _y-225 x-1.16

a‘a <S, =P <a

bulunur. Her iki tarafi «’>% ile boliiniirse, a? <Y ™1%?%% < ¢%® <1.1 elde edilir.

Tek olasiik a=1 olmasidir. Bu deger, (5.8) denklem sisteminde yerine yazilirsa,
Py P, e ..
b=PF -1, C=?—1 ve (P,-1) ?—1 =P,, ;—1 elde edilir. Pell sayilan icin elde

edilen alt ve tist sinirlar kullanilirsa,

ay—2.18 <P -1= sz—s _1<ay—1.8
X Py
~ 1
2
ve
a B P 1= szfs _1<ax—1.16
X Py
1
2

oldugundan 0.52<y—x<1.02 elde edilir. Bu ise esitsizligin ¢oziimiiniin y=X+1

P
olmasi demektir. (P, —1)(?)' —1} =P,, ;-1 denkleminde y=X+1 yerine yazlirsa

P P
(P, —1)(*7”—1J:P2X_1—1 bulunur ki WxeZ* igin (P, —1)(*7”—1J< P,.-1

oldugundan bu miimkiin degildir. Ikinci durum z=2y-5 igin benzer yol kullanilir.

Yeni tekrarlar yapmamak i¢in bu durumu incelemiyoruz.
Bu durumda z i¢in iist sinir 280 olarak elde edilmistir.

V. y tek ve z cift ise

Bu durumda y ve Z arasindaki bagintiy1r veren bir 6nerme asagida ispati ile birlikte

verilmistir
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Onerme 5.7:

0 <a<b<c tamsayilar olmak iizere,

ab+1=S,
ac+1="P,

J (5.9)
bc+1=B,

2
denklem sistemi z <2y -1 esitsizligini saglar.
ispat:

(5.9) denklem sisteminden

fBZ <c<P
2

elde edilir. Pell ve balans sayilar1 i¢in bulunan alt ve iist sinirlar kullanilirsa,

z-1.97

a ? < ,BZ <C<P <™
2

bulunur. & ‘nin kuvvetlerinden, z <2y -1 elde edilir.

y tek ve z cift pozitif tamsayilar oldugundan, S, =P, ve S, = B, olur.
2

0, = ebob[Py -1B, —1} olmak {izere Onerme 5.2’ nin 6zellikleri kullanilirsa, i€ {il}

2

i¢cin
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q; <ebob| P,,Q, ., B;—lB;—lJ

ebob(Py_i,BZ ]ebob(Qy_i,BZ Jebob(QyH,BZ J
AN | - = — =+l
2 2 2 2 2 2

2 2
<ebob| P, F’Z_Zjebob(Py_i , ijebob(Qy_i , PZ_Zjebob(Qy_i , Psz

2 2

<ebob| P,_.,B

2+, ] .
2] olmak iizere W>8 olsun.

bulunur. &, &, €{*1} icin, ebob(y;gll,z+gzj]:

(5.9) denklem sistemi ve pell, balans say1 dizileri i¢in elde edilen alt ve iist sinirlar

kullanilirsa,

2-1.97 (%j—l.16}{%].—1.16j+(%j+0.lJ+(%j+0.lj
a ? < |B,<c<a

esitsizligi elde edilir. @ ‘nin kuvvetleri karsilastirildiginda, —0.99 <—2.12 elde edilir ki
bu ise miimkiin degildir. w<7, k ve I, ebob(k,I ) =1 olacak sekilde pozitif tamsayilar
olmak tizere,

y+ei I+¢,] (5.10)
2k I

olsun.

k>1 ise, y<z oldugundan dolayu,

y+el
2

y+&,]<Z+&]<

elde edilir. Yukaridaki esitsizlikten y <5 bulunur. z <2y -1 oldugundan dolay1 z<9

bulunur.

k <1 olsun. Ilk olarak 2 < i durumunu inceleyelim. (5.10) esitliginden,
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z:i(yhc:li)—gzj >2(y-1)-2=2y-4

bulunur. z pozitif ¢ift tamsay1 oldugundan dolay1, 2y —-4<z<2y-1 esitsizliginden

sadece z =2y—4 ve z =2y—2 miimkiindiir.

z=2y—4ise, i€ {il} icin, Onerme 5.2 kullanilirsa,

z-1.97

a 2 <ebob(P -1B, )
<ebob[ =i Qyiin 5 3lej
2 2

ebob[ 3] ebob(%,y—lj ebob[%,y—S) ebob(%,y—l}

bulunur.
i=1ise,

z-1.97 2y-5.97
a ?® =a ?
<P

ebob(yTl y— 3) ebob[yT_l,y—lj ebob(y%'l y— 3) ebob(yT+l y 1)

Y664

< PzQy;1Q4Q2 <a?
2

elde edilir.
i=-1 ise,
z-1.97 2y-5.97

a?® =a ?

<P
ebob[ y+l y—?)erbob(y—+1 y—: I)erob[yT_l,y—Serbob(yT_l,y—l)

Y664

< P2Q2Q4Qy;1 <a?
2

elde edilir. Her iki durumda da y < 20 ve dolayistyla z <36 bulunur.

z =2y —2 durumu i¢in
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7-1.97 2y-3.97

2 _ 2
@ -¢ < H Peboby—_i2—2+'eroby—_iZ 2
jel2} PR 2 Y]

S P6P4Q6Q4 Sa17.88

bulunur ki, @ ‘nin kuvvetleri karsilastirildiginda z <37 elde edilir.

k<l igin Zgzl—k durumunu inceleyelim. Bu durumda, |1>2 ‘diir. Kabul edelim ki

=2 olsun. k<l oldugundan dolay1 k=1 elde edilir y<z oldugundan,

y+2 al _ ”252’ esitliginden z =y +1 bulunur.

Eger y=1(mod4) ise z=2(mod4) diir. Dolayistyla

z-1.19

a ? <c<q, :ebob(Py —1,%—1)

<ebob(P,-1,P,,, -2)

= ebob ( PyaQyuar P QWJ
2

= Py—l Ql
2

2 2 2

bulunur. « ‘nin kuvvetleri karsilastirilirsa, —0.19 <-0.62 bulunur ki bu miimkiin

degildir.
Eger y=3(mod4) ise z=0(mod4) diir. Dolayistyla,

z-1.19 P

(5.11)
a 2 <c<q3:ebob(Py—1,?z—1j

<ebob(P,-1,P,,, -2)

1 Uyl T

= ebob[Pyﬂle, PWQWJ
2

2 2 2
:Qy;lp1
2

bulunur ki ¢ ‘nin kuvvetleri karsilastirildiginda z=y+1 oldugu i¢in —0.19<-0.8

elde edilir. Bu ise bir ¢eliski demektir.
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Kabul edelim ki 1>3 olsun. (&,¢,) ciftinden farkls bir (&,,z, ) ciftini ele alalm. (5.10)

esitliginden,
Z+é&,] =L(y+gli)—32j +&,]
2k

y+é&l

elde edilir. q§°) = ebob( Z+&, j] olsun. qgo) i¢in bir Gst sinir bulalim.

q :ebob[%,z+g'2j):ebob[%,i(ywﬂ)—ezj+e;jj

<ebob(1(y-+ei). I (y+&i)-2k(s,] - &,]))
<|i(&i-i)-2k (2,5 -5,)

' - - , - , < 0) -«
bulunur. ¢ #¢,, & #¢&, Ve g, #¢&,, & =&, V& & =§&,&, # &, oldugundan, qg) icin st

Sinir
gl <2(2k +1)

olarak bulunur. Dolayisiyla

z-1.97

a ? <qQ, =ebob[Py -1B, —1]
2

%2+2(2k+| )40.2-2.32

< P ) . <a
je{ﬂ} ebob[%,zﬂj ebob(%,z—j]

T
elde edilir. oK <2 esitsizligini saglayan K ve | sayilar1 ve bunlara karsilik gelen Zz

i¢in {ist sinirlar su sekildedir.

Cizelge 5.1. (k,l,z)degerleri- I

1 2 3 2 3 4
3 3 4 5 5 5
57.19 81.19 77.46 57.55 70.89 84.22

65




Cizelge 5.1. (k,I,Z)degerleri- I

k 5 2 3 4 5 6
| 6 7 7 7 7 7
z 93.6 59.23 70.43 81.63 92.83 104.43

Dolayisiyla, Z i¢in en biiyiik tist stnir 280 olarak elde edilir.

3<x<y<z<280 araliginda (5.4) denklem sisteminin bir {a, b,C} tamsay1 ligliisiiniin

olup olmadig arastirildiginda, bdyle bir {a, b, C} ticliistiniin olmadig1 gortilmustiir.

Boylece teorem ispatlanmis olur.
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BOLUM VI
SONUCLAR

Diyafont m— lisi ¢alisma alaninda, son yillarda (6.1) denklem sisteminin gesitli 6zel

say1 dizileri ¢c6zmek i¢in ¢aligmalar yapilmistir.

ab+1=q, (6.1)
ac+l=gq,
bc+1=q,

Buradaki {qn} dizisi keyfi mertebeli ve keyfi baslangi¢ kosullar1 altindadir. ilk olarak
{qn} say1 dizileri yerine Fibonacci ve Lucas sayr dizileri alinmistir. Yapilan bu

calismalarda Fibonacci diyafont {igliisiiniin olmadig1 ve yalnizca {1,2,3} tcliistiniin

Lucas diyafont ti¢liisii oldugu gosterilmistir.

Bu tezde, ilk olarak {qn} dizisi yerine balans say1 dizisi alinmistir ve denklem sistemi
(6.1)’1 saglayan herhangi bir {a,b,c} tcliistinlin olmadig1 gosterilmistir. Balans say1

dizisinin alinmasinin sebebi ise 2009 yilinda tanimlanmis bir say1 dizisi olup, Fibonacci
ve Lucas say1 dizileri gibi birgok kombinatoriyal 6zelliklerinin heniiz incelenmemis

olmasidir.

Ikinci olarak, u,=0 ve u,=1 baslangic kosullar1 altinda, A>3 tamsayis1 ve

u, =Au,,—u, , dizisi i¢in, ab+1, ac+1 ve bc+1 sayilarinin {un} say1 dizisinin

n n

elemanlar1 olacak sekilde bir {a,b,c} ticliistiniin olmadigr gosterilmistir. Tanimlanan

{un} say1 dizisinde, Fibonacci, Lucas ve balans sayi dizileri disinda farkli olarak bir A

parametresi mevcuttur. Yapilan calismada A parametrisinin sinirli oldugu ve A<2

oldugu gosterilmistir. Bu anlamda, literatiire teorik olarak bir katki saglanmistir.

Ugiincii olarak, k — periyodik say1 dizileri tanimlanmis ve bu say1 dizileri kullanilarak
dordiincii mertebeden pellans say1 dizisi tanimlanmistir. Tanimlanan say1 dizisinin
kombinatoriyal ozellikleri incelendikten sonra, diyafont {cliisii arastirilmis ve bir

diyafont ii¢liisii olmadig1 gdsterilmistir.
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Bu aragtirma alaninda, dordiincii mertebeden dizi alinarak yapilan ¢alisma oldugundan,

literatiire katk1 saglanmistir.

Bu konu ile ele alinabilecek bir g¢alisma {qn} say1 dizisi yerine, Tribonacci sayi

dizisinin alinmasidir. Fakat, Tribonacci say1 dizisi boliinebilme ve g¢arpimsal olarak

kombinatoriyal 6zelliklere sahip olmadigindan, tezde izlenen metot uygulanamamustir.
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