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OZET

FARK DENKLEM SISTEMLERININ COZUMLERI VE
GLOBAL DAVRANISLARI

UCAR, Zeliha
Nigde Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali
Danisman : Yrd. Dog. Dr. Durmus DAGHAN
Eyliil 2013, 81 Sayfa

Bu yiiksek lisans ¢alismasinda, ilk olarak X,, y, negatif olmayan keyfi baslangic

. . a-+X d+
sartlar, a,b,d ve e pozitif sayilar olmak lizere X ,, = — =97
e+X,

n

, n=0,1,...

n+1

seklindeki iki boyutlu fark denklem sistemi ele alinmisg, sistemin pozitif denge
noktalar1 i¢in bazi asimptotik sonucglar elde edilerek sistemin ¢oziimlerinin global
asimptotik davranislar1 incelenmistir. Ikinci olarak X, Y,, Z, negatif olmayan keyfi
baslangi¢ sartlan ve a, b, ¢, d, e, f € (0,00) pozitif sayilar olmak {iizere

_a+x, _CcHy, _e+z,
d+z," "™ f+x,

, N=0,1,... seklindeki 1i¢ boyutlu fark

n+1_b+ v Jn+l
n

denklem sisteminin parametrelerinin farkli degerleri i¢in bazi asimptotik sonuglarina ve

bu sistemin ¢oziimlerinin global asimptotik davraniglarina yer verilmistir.

Anahtar Sozciikler: Fark Denklemleri, Asimptotik davrams, Global ¢ekimler, Monotonluk



SUMMARY

SOLUTIONS OF SYSTEMS OF DIFFERENCE EQUATION AND
THEIR GLOBAL BEHAVIORS

UCAR, Zeliha
Nigde University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor . Assistant Professor. Dr. Durmus DAGHAN
September 2013, 81 pages

In this MSc thesis, first of all we have investigated the global asymptotic behavior
of the solutions of the system of the difference equation

_a+x, _d+y,
b+y, ™ e+x

, n=0,1,... where the parameters a,b,d and eare the

n+1

positive numbers and the initial conditions Xx,,Y,are the arbitrary nonnegative

numbers. We have obtained some asymptotic results for the positive equilibrium of
this system. Secondly, we have studied the global asymptotic behavior of the
solutions of the system of the difference equation

_a+x, _CHY, _e+z,

X1 =— Yu= =
n+1 ' Jn+l ! n+1
b+y, d+z, f+X,

n

, n=0,1,... where the parameters

a, b, c,d,e f are the positive real numbers and the initial conditions X,, Y,, z,are

the arbitrary nonnegative numbers. We have found some asymptotic results for the

positive equilibrium of this system for the different values of the parameters.

Keywords: Difference equations, Asymptotic behavior, Global attractivity, Monotone.



ON SOz

Bu yiiksek lisans caligmasinda, iki ve ii¢ boyutlu kesirli fark denklem sistemlerinin

¢oziimleri ve global davranislari ele alinmistir. ik olarak, iki boyutta X,,y, negatif
olmayan keyfi baslangi¢ sartlar1, a,b,d ve e pozitif sayilar olmak {izere

= M, Yo = d+Y, , n=0,1,... seklindeki fark denklem sisteminin pozitif denge
b+y, e+X

n+l

noktalar1 i¢in bazi asimptotik sonuglar elde edilerek sistemin ¢oziimlerinin global
asimptotik davramslar1 incelenmistir. Ikinci olarak, X,,Y,,z, negatif olmayan keyfi
baslangi¢  sartlari a,bcde fe(00w0) pozitif ~ sayillar  olmak  izere

_a+x, _CH+y, _e+z,
d+z,' ™ f+x,

, n=0,1,... seklindeki Tti¢ boyutlu fark

n+l b+ v Jn+l
n

denklem sisteminin parametrelerinin farkli degerleri i¢in bazi asimptotik sonuglarina ve

bu sistemin ¢dziimlerinin global asimptotik davraniglarina yer verilmistir.
Bu yiiksek lisans ¢alismalari sirasinda sabirla ve itina ile bana danigmanlik yapan

saygl deger hocam Yrd. Dog¢. Dr. Durmus DAGHAN’a saygilarimi sunar ve

tesekkiir ederim.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Aciklama

Kaydirma operatorii
Birim operator

fleri fark operatérii

Homojen denklemin genel ¢oziimii

Homojen olmayan denklemin 6zel ¢oziimii
Denge noktasi
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fleri fark operatdriiniin 3. veya daha yiiksek

mertebeden terimlerini kapsayan operator

J < | seklinde tanimlanan degismez aralik
AC(m)=C(m+1)-C(m)
Wandermonde matrisi

Jakobiyen matris



BOLUM I
GIRIS
Diferansiyel denklemlerle fiziksel olaylarin bir matematiksel modeli siirekli degisim
oranlar1 arasindaki denklemler olarak ifade edilmekteyken, 20. ylizyilin baslarinda
radyasyon miktar1 ile biyolojide goriilen genetik olaylarindaki geligsmeler, tiim doga
olaylarinin siireklilik terimleri ile ifade edilemeyecegini gostermistir. Siireklilik
halleriyle verilen diferansiyel denklemlerin yerine, bu denklemlere benzer olan fark
denklemleri ayrik zamanlarda meydana gelen olaylar1 formiile eden bagintilar olarak
ortaya ¢ikmistir. Yani fark denklemleri tiirev igeren denklemlerin sadece tamsayilarda

tanimlanmis seklidir demek hi¢ de yanlis olmayacaktir. Boylece, fark denklemleri

kullanilarak diferansiyel denklemlerde goriilen siireksizlik halleri kaldirilmstir.

Son yillarda uygulamali matematigin oldukca ilgi goren bir dali haline gelen fark
denklemleri, uygulamali matematikgilerin ve uygulamali bilimcilerin ilgisini biiyiik
Olcide ¢ekmeyi basarmistir. Uygulamali matematigin bu dali, miihendislik, fen
bilimleri, ekonomi, tip, sosyal bilimler ve teknik bilimler gibi bir ¢ok alanda uygulama
sahas1 bulmaktadir. Daha da agilacak olursa 6rnegin, ekonomide arz talep denklemlerini
olusturmada, issizlik oran1 hesabinda, hareket analizinde devreleri matematiksel olarak

ifade etme gibi konularda kullanilmaktadir (Kir ve Bolat, 2006; Sekerci, 2008).

Fark denklemlerinin mevcut uygulama alanlarina bir 6rnek ise, bu tez kapsaminda ele
alinan iki ve ii¢ farkl tiirlin rekabete dayal1 popiilasyonlardaki degisimlerin incelenmesi

olarak verilebilir.

Bu tezde yapilan ¢aligmalar bes ana boliimde sunulmustur. Birinci boliimde konuya kisa
bir giris yapilarak, fark denklemlerinin uygulama alanlarindan bahsedilmistir. Tezin
ikinci boliimiinde, fark denklemleri i¢in literatirde mevcut olan tanim, teorem ve

ornekler sunulmustur. Ugiincii boliimde, X,,Y, keyfi negatif olmayan baslangig sartlar,

a,b,d ve e parametreleri pozitif sayilar olmak tizere;

_a+X, _d+yn

- ) n+l — y n =0,1,...
b+y, e+ X,

n+1

seklindeki ikinci mertebeden bir fark denklem sistemine ait denge noktasina, bu denge

noktalarinin global ¢ekim sonuglarina, monoton doniisiim teknigine, kararliligina ve



sistemin pozitif denge noktalarindaki bazi asimptotik davraniglarma iliskin sonuglara

yer verilmistir. Dordiincii boliimde ise, benzer problem a, b, c, d,e, f €(0,0)

parametreler ve X;,Y,,z, keyfi negatif olmayan reel sayilar olmak iizere;

a+Xx, _CH+Y, e+,

=—, nil — y = f n:O,l,
b+y, d+z, f+X,

n+1 n+1

tic boyutlu fark denklem sistemi ele alinmig ve bu sisteme ait denge noktasina, sistemin
bu denge noktasindaki lokal ve global asimptotik karaliligina ve parametrelerin farkli
degerleri icin sistemin pozitif denge noktalarindaki bazi global ¢ekim sonuglarina yer

verilmistir. Son boliim ise ¢alismanin sonuglari i¢in ayrilmistir.



BOLUM II
GENEL KAVRAMLAR

Tanim 2.1. Ay(m) = y(m+h)—y(m) seklinde taniml1 A operatdriine ileri fark operatorii

denir (Agarwal, 2000).

Tamm 2.2. Ey(m)=y(m+1) seklinde tanimlanan E operatoriine kaydirma operatorii

denir (Agarwal, 2000).

Tamm 2.3. ly(m) = y(m) seklinde tanimlanan | sembolii ile gosterilen operatore birim

operator denir (Agarwal, 2000).

Teorem 2.1. A E ve | operatorleri arasinda,
Ay(m) = Ey(m) — ly(m)

bagintis1 vardir (Agarwal, 2000).

Tamim 2.4. n bagimsiz, y de bagimli degisken olmak iizere, bagimli degisken ve
bagimsiz degisken ile bagimli degiskenin E(y), E*(y),E*(y),...,E"(Y),... gibi farklarin1
iceren bagintilara fark denklemi denir (Agarwal, 2000; Elaydi, 1995; Rugh, 1996).

Birinci, ikinci ve n. mertebeden fark denklemleri sirasiyla asagidaki formlarda verilir.

y(m)+a,y(m+1) = f(m) (2.13)
y(m-1)+ay(m)+a,y(m+1)=g(m) (2.1b)
y(m+n)+aym+n-1)+..+a,,y(m+1)+a,y(m)=h(m) (2.1¢c)

Tamm 2.5. Bagimli degiskenin birinci dereceden oldugu fark denklemine lineer, aksi
halde lineer olmayan fark denklemi denir (Agarwal, 2000; Elaydi, 1995; Rugh, 1996).
Tanim 2.6. a, #0 ve a,a,,a,,...,a, ;,a, keyfi sabitler olmak iizere (2.1c) denkleminde

h(m) =0 oluyorsa denkleme homojen (Akin ve Bulgak, 1998), h(m) = 0durumunda ise

denkleme homojen olmayan fark denklemi denir (Elaydi, 1999).

Tanim 2.7. (2.1c) denkleminde a, #0, i=12,..,n olmak iizere a, a,, &,,...,&, ,, &,

katsayilar1 sabit ise denkleme sabit katsayili, eger katsayilar bagimsiz degiskenin



fonksiyonlar1 ise denkleme degisken katsayili fark denklemi denir (Akin ve Bulgak,
1998).

Tamm 28. o, a,,..., &, V& a,8,,...,a, reel sayilar, [t,,t,] araliginda t, < j<t, n.

n

mertebeden sabit katsayili, lineer ve homojen fark denklemi
y(m+n)+aym+n-)+..+a ,y(m+)+a,y(m) =0 (2.2)
olmak iizere;

y()=a, y(i+)=a,,... y(i+n-1)=q,

sart1 ile birlikte verilen probleme fark Cauchy problemi denir (Akin ve Bulgak, 1998).

Teorem 2.2. | reel sayilardaki herhangi bir alt aralik, f : I x1 — | diferansiyellenebilen

stirekli bir fonksiyon olmak iizere;
X = T (X Xot) n=0,12,.. (2.3)

n? *n-1

denkleminin bir tek {Xn}::o ¢ozimi vardir (Agarwal,2000; Elaydi, 1995; Rugh, 1996)

Teorem 2.3. [to,tl] araliginda t, < j <t ve &, a,, ..., @, ler reel sayilar olmak iizere;
y(m+n)+aym+n-)+..+a, ,y(m+)+a,y(m) =0

ve

y(D=a, y(j+D)=0a,,... y(j+n-1) =q,

fark Cauchy probleminin ¢6zlimii vardir ve tektir (Akin ve Bulgak, 1998).

Tanim 2.9. y(m)=A" (}t eR, A" # O) n. mertebeden homojen bir fark denkleminin

¢Oziimii olsun. Bu ¢6zlim (2.2) denkleminde yerine yazilirsa
A"+adl" "t +..+a A+a, =0

biciminde elde edilen denkleme (2.2) homojen denkleminin karakteristik denklemi
denir (Elaydi, 1999).



Tanim 2.10. {y(m)} bir dizi ve m<0 i¢in y(m) =0 olsun.

v~ Y(m)
Z(y(m))=
(y(m)=273
seklinde tanimli ifadeye Z — doniisiimii denir (Mickens, 1990).

Tanm 2.11. ¢, #0 olmak iizere C,,C,,...,C,,,C, keyfi sabitler, y*(m), y®(m), ...,

n

y (m)ler ise (2.2) denkleminin n tane ¢ziimii olsun. Bu durumda

y(m)=c,y? (m)+c,y® (m)+...+c,y"™ (m)

ifadesi de (2.2) denkleminin bir ¢éziimiidiir. Bu ¢6éziime {ist iiste ekleme ya da stiper

pozisyon kuralt denir (Elaydi, 1999).

Tamm 2.12. y,(m), y,(m), .., y,(m)> ler n. mertebeden bir fark denkleminin

¢Ozilimleri olmak iizere;

y;(m) Y.(m .. y,(m)
C(m) = det y,(m+1) y,(m+1) ... y.(m+1)
yl(mJ;n—l) yz(m;rn—l) yn(m4.-n—1)

seklinde tanimlanan C(m) determinantina bu ¢oziimlere ait casoration denir (Elaydi,
1999). Eger, C(m)=0 ise fark denkleminin y,(m), y,(m), ..., y,(m) ¢dziimlerine

lineer bagimsizdir denir (Mickens, 1990).

2.1 Sabit Katsayih Lineer Homojen Fark Denklemlerinin Coziimleri
a,y(m)+a,_,y(m+1)+..+ay(m+n-1)+y(m+n)=0

seklinde verilen n. mertebeden sabit katsayili lineer homojen fark denkleminin genel
¢oziimil bu denkleme ait karakteristik denklemin kdklerinin durumlarina gore asagidaki

sekillerde verilir.
2.1.1 Birbirinden farkh reel koklerin olmasi durumu

A, Ay A4, €R Ve ¢, C,, ..., C, reel sabitler olmak iizere (2.2) homojen denklemi,



y(m)=cA" +C, A" +...4+C A"
bi¢iminde genel ¢ozlime sahiptir (Akin ve Bulgak, 1998).
2.1.2 Koklerin birbirine esit olmasi1 durumu

(2.2) denklemine ait karakteristik denkleminin kokleri 4 =4, =...= A, ise ¢,cC,,...,C,

keyfi sabitler olmak tizere (2.2) denklemi,

y(m)=cA" +c,mA" +...+¢c,m"A"

bi¢iminde genel ¢oziime sahiptir (Elaydi, 1999).

2.1.3 Koklerin kompleks olmas1 durumu

o,y X NE V1, Yo, ¥, ler reel  sabitler olmak iizere (2.2) denklemine ait
karakteristik denkleminin kokleri kompleks «; +iy;  j=12, ,2 ise kokler ikiserli

esleniktir. Yani «; +iy; karakteristik denklemin bir kokii ise a; —iy; de karakteristik

denklemin bir kokidiir.

i) Ikiserli eslenik kokler farkli ise genel ¢oziim;
y(m)=cA"+C, A" +..+C AT,

i) Ikiserli eslenik kokler esit ise genel ¢oziim;

y(m)=(cA" +c,mA" +...+-¢,m"*A™ )cos(ma + » )

C, +C, +..+4c.m" ) A" cos(ma +
) n Ve

seklindedir (Elaydi, 1999).
2.2 Sabit Katsayih Lineer Homojen Olmayan Fark Denklemlerinin Coziimleri

Sabit katsayili, lineer homojen olmayan fark denklemlerinin genel ¢oziimii, homojen
kismin genel ¢ozliimii ile homojen olmayan denklemi saglayan 6zel ¢oziimiin toplami

seklinde verilir.

Teorem 2.4. Homojen olmayan (2.1c) denkleminin genel ¢6ziimii bu denkleme ait



homojen kismimn genel gézﬁmﬁy(c)(m) ile bu denkleme ait homojen olmayan

denklemin ozel ¢oziimii y(p)(m) ‘nin  toplamidir. Yani homojen olmayan denklemin

genel ¢ozlimii,

y(m) =y (m)+y* (m)
seklinde yazilir (Mickens, 1990).
2.2.1 Belirsiz katsayilar yontemi

C,C,, .., C, vef, f, .. f~ ler belirlenmesi gereken sabitler ve t, z reel sayilar
olmak iizere, sabit katsayili lineer homojen olmayan (2.1¢) denkleminin 6zel ¢oziimii
y(p)(m), h(m) fonksiyonuna bagli olarak asagidaki sekilde ¢6ziim Onerileri ile

verilir (Elaydi, 1999).

Dh(m)=t",  y®P(m)=ct"

2h(m)y=m",  y®m)=c,+cm+...+c,m"
h(m)y=m"t",  y®Pm)=ct" +cmt" +...+c m't"
sin zm, .
4)h(m):{ y®®(m) = ¢ sinzm+c, coszm
COS zm
t™ sin zm, .
5)h(m) = y®(m) =(c, sin zm+c, cos zm)t"
t™ coszm
£"m" sin zm, (c,+cm+...4+c,m" )t sin zm+
6)h(m)=q y®P(m) = o
t"m" cos zm (f,+ f,m+...+ f,m")t" coszm

2.2.2 Parametrelerin degisimi yontemi

(2.2) denkleminin N tane lineer bagimsiz ¢ozimi, p,(m), p,(m),..., py(m) ise bu

denklemin genel ¢6zlimii,

y(m) =C,(m) p,(m) +C, (M) p, (M) +...+ C, (M) py, (M)



seklindedir. C,(m), C,(m),..., C,,(m) belirsiz dizileri i¢in A ileri fark operatdrii ile bagl
bir sistem i¢in
y(m+1)=C(m+)p,(m+D)+C,(m+)p,(m+1)+..+C (m+1) p,(Mm+1)
=C,(m)p,(m+D)+C,(m)p,(M+1)+...+Cy (M) p, (M+1)
+ [C,(m+1)-C,(m)]p,(M+D)+[C,(Mm+1)-C,(M)]p,(M+1)+...+
[C,(m+D)-C(m)]p,(Mm+1)
seklindedir.

AC(m)=C(m+1)—C(m) oldugundan

AC, (M) p,(M+1)+AC,(m)p,(M+1) +...+ AC, (M) p, (M+1) =0 oldugu kabul edilirse

y(m+1) =C,(m)p,(m+1)+C,(m)p,(m+1) +...+C,(m)p,(M+1) seklinde yazilabilir.

Benzer sekilde y(m+2) igin
yim+2)=C(m+)p,(m+2)+C,(m+)p,(Mm+2)+...+C, (m+1) p,(M+2)

=C,(m)p,(m+2)+C,(m) p,(M+2) +...+ Cy (M) py (M +2)
+AC,(m)p,(m+2)+AC,(m)p,(M+1)+...+ AC, (m) p, (M+1)

yazilabilir. AC,(m) p,(m+2)+AC,(m) p,(m+2) + ... + AC,, (m) p, (Mm+2) =0 kabul

edilirse
y(m+2)=C,(m+)p,(m+2)+C,(m+D)p,(M+2)+..+C (m+1) p,(M+2)

yazilabilir. Bu sekilde devam edilirse sirasiyla y(m+3), y(m+4),...,y(m+ N)elde

edilir. Dolayistyla
AC,(m)p,(m+i)+AC,(m)p,(M+i)+...+ AC (m)p,(M+i)=0, i=34,.N-1
elde edilir. y(m+ N) igin

y(m+N)=C,(m+)p,(m+N)+C,(m+1)p,(M+N)+...+C,(m+1) p,(M+N)



=C,(m)p,(m+N)+C,(m)p,(M+N)+...+C,(m)p,(M+N)

+AC, (M) p,(M+N)+AC,(m)p,(M+N)+...+AC, (m) py (M+ N)

olur.

AC,(m) p,(M-+N)+AC, (M) p, (M +N)+...+ AC, (M) p,, (m+N) = (M) kabulii altinda
y(m-+N) =C,(m) p,(m+N)+C, (M) p,(M+N) +...+C,, (M) p,, (M+N)
seklinde yazilir. Eger,
AC,(M)=C,(m+1)—-C,(m), i=12..,N
AC, (M) p,(M+i) + AC, (M) p,(M+i) +...+ AC,, (M) p, (M+i) =0
(2.4)

AC,(m)p,(m+N)+AC,(m)p,(M+N)+...+AC, (m)p,(M+N) = f(m)

denklem sistemini sagliyorsa

y(m+N)=C,(m)p,(m+N)+C,(m)p,(m+N)+...+C,(m)p,(M+N)

denklemi (2.2) denkleminin bir kismi ¢oziimii olur (Akin ve Bulgak, 1998). p,(m),

p,(m),..., py (M) fonksiyonlar1 (2.2) sisteminin lineer bagimsiz ¢oziimleri oldugundan
p,(m+1) p,(m+1) .. Py_(M+1) Py (M+1)
p,(m+2) p,(m+2) .. py,(Mm+2) py(M+2)
W(m+1) =

p,(m+N-1) p,(m+N-1) .. py,(M+N-1) p,(Mm+N-1)

p(m+N)  p(m+N) .. pyy(m+N)  py(m+N)

bu denklemin esas matrisi olur.



C,(m) 0
C,(m) 0
cm=| ve F(m)=
Cy_, (M) 0
Cy (m) f(n)

olmak tizere (2.3) denklem sistemi,
W(m+D)AC(m)=F(m) veya W(m+1)[C(m+1)—-C(m)]=F(m)
seklinde yazilabilir.

C(m+1)—-C(m) =W (m+1F(m)

m-1
olur. Dolayistyla C(0) =0 alinirsa C(m) = ZW (j+1F(]j) istenilen parametre degeri

olur. Dolayisiyla
y(m) =C,(m) p,(m) +C,(m) p,(m) +...+ Cy, (M) py, (M)

=[p,(m), p,(M),...., py (M]IC (M)
olur. Burada [p,(m), p,(m),..., py(M)], W(m) esas matrisinin birinci stitunudur ve bu
sebeple kismi ¢oziimii,

y(m) = W (MY W (G +DF (1) (X W (m— | -DW OF (1)

olarak yazilabilir. Bu formiil (2.3) sistemine benzerdir. Dolayisiyla parametreler

yontemi ile esas matris ile hesaplama yontemi ayni ¢ézliimii verirler (Akin ve Bulgak,

1998).
2.2.3 ileri fark operatorii yardimiyla genel ¢oziim hesabi

E kaydirma operatdrii, A ileri fark operatorii olmak tizere E =1+ A dir. (2.1) denklemi
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L(E)y(m)=h(m) veya L(I +A)y(m) =h(m)
bi¢iminde yazilir. Eger, [L(l +A)]_l hesaplanirsa genel ¢dziim;

y® (m) =[L(1 +A)]" f(m)
formunda verilir (Akin ve Bulgak, 1998).
2.2.4 Z — Doniisiimii metodu

(2.2) denklemine Z — doniisiimii uygulanirsa, a,a,,...,8, Ve by,b,b,,...b;sabitler ve

b, # 0 olmak tizere F(z) fonksiyonu,

j i
bz’ +b 2" +..+D,

n n-1
2"+az" +..+a,

F(z) =

seklinde elde edilir. (2.1c) ile verilen homojen olmayan denkleme Z — doniisiimii

uygulanirsa
> a,y(m+n-i)=h(m), a, =1
i=0

elde edilir. Z — doniisiimiiniin lineerliginden,

n—i-1

Z(y(m+n-i))=z2""F(z)- Z YOz

yazilabilir. Boylece F(z) =Z(y(m)) olup, h(m) fonksiyonu G(z)=2Z(h(m)) seklinde

tanimlanir ve (2.1.c) homojen olmayan fark denklemine Z — doniigiimii uygulanirsa

n—i-1

_Zn: a (z”‘ F(z) - D y(t) z””j = G(2) elde edilir. Bdylece

n—i-1

G(2)+ Zn:ai D>y

F(z) = i=0 t=0 ’ =1
(@) 2"+az" +..+a, %

seklinde elde edilen doniistimiiniin hangi diziye ait oldugu bulunursa fark denkleminin

¢Ozlimii elde edilmis olur (Mickens, 1990).
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2.3 Coziimlii Ornekler
Ornek 2.1: y(m+2)—4y(m+1)+3y(m) =m2" (2.5)

seklinde verilen 2. mertebeden sabit katsayili homojen olmayan lineer fark denkleminin

genel ¢oziimiinii belirsiz katsayilar yontemiyle elde edelim.

Coziim: Bu denklemin genel ¢oziimii y(m)=y“(m)+y®(m) seklindedir. Bu

denklemin karakteristik denklemi,
A —41+3=0

seklinde olup, denklemin kdkleri 4, =1 ve A, =3olur. O halde homojen kismin genel

¢ozumiu;

y@(m)=c +c,3)"

elde edilir. h(m) =m2"™ oldugundan ozel ¢oziim;

y® (m) =b,2" +b,m2"

seklinde aranir. Bu 6zel ¢6ziim (2.5) denkleminde yerine yazilirsa
b, 2™ +b, (M+2)2™? —4b 2™ —4b,(Mm+1)2"" +3(b, 2" +b,m2™) = m2"
Bu esitlikten,

—b 2" —b,m2™ =m2"

elde edilir. Buradan b, =0 ve b, =-1 olur. Dolayisiyla 6zel ¢oziim;
y® (m) = —m2"

olur. Buradan homojen olmayan lineer denklemin genel ¢oziimii,
y(m)=c, +c,3" —m2"

seklinde elde edilir.

Ornek 2.2: y(m+2)+y(m+1)—6y(m)=m

12



denkleminin genel ¢ézlimiinii parametrelerin degisim yontemini kullanarak elde edelim.

Coziim: Bu denklemin karakteristik denklemi 1*+1-6=0 olup 4, =-3 ve A, =2

dir. Yani y;(m)=(-3)" ve y,(m)=2" dir. Dolayistyla homojen olmayan denklemin

genel ¢oziimil,
y©(m)=c,(-3)" +c,2"

seklinde elde edilir. Homojen kismin genel ¢oziimiinii elde edelim. Once esas matrisi

bulalim. Esas matris,

y; (M) y,(m)
g(m) =
yy(m+1) y,(m+1)

P j vektori

2

1 1
seklinde olup, ¢(0) =[ 3 2] esas matrisi elde edilir. g :[

0
#(0) (ﬂlJ [J denkleminin bir ¢dziimii olsun.
2
Bi+pB,=0 1
= ﬂlz—g ve B,=— olur
=3B, +20,=1

m-1

y(m) = [AG(m—j-1) +5,0,(M— j-D+..+ Sy (M= j -1 (j)
j=0

kismi ¢6ziimiinden yararlanarak

y(m) =3 [-34,+ 4,27 1]

LN

gl

" Z[-3+2m ]

j=0

3m(m 1) Z sz j-1
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seklinde yazabiliriz. Bdylece homojen olmayan denklemin genel ¢oziimii,

a— m_l i .
y(m)=c,(-3)" +c,2" —M+ > Jom-in
10 <5

olur.
Ornek 2.3: y(m+2)+5y(m+1)+4y(m)=3m°—-4m+6
denkleminin genel ¢6ziimiinii ileri fark operatoriinii kullanarak elde edelim.

Coziim: Denklemin karakteristik denklemi A*+51+4=0 olup, denklemin ké&kleri

A=-1ve A=-4 olarak elde edilir. Budurumda homojen denklemin genel ¢6ziimii,
y(C) (m)= G (_1)m +C, (_4)m
olur. Homojen olmayan denklemin ¢6ziimii i¢in E operatoriini kullanirsak,

E®+5E+4l =3m*-4m+6

olur. E=1+A oldugundan

(1 +A)* +5(1 +A) +41)y(m) =3m* —4m+6

veya

(A* +7A+101)y(m) =3m* —4m+6

olur. Boylece homojen olmayan denklemin genel ¢oziimii,

vy (m) =[A% +7A+101T[3m* —4m + 6]

veya

y®P(m) = i{l S (A*+ 7A)]1 [sz —4m+ 6}
10 10

olur.

2

1, . 71_ _i 2 i 2 —
{I+E(A +7A)} =1 1O(A +7A)+LO(A +7A)}
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2
7,30
100 100

+R(A)

yazilabilir. Burada R(A) ileri fark operatoriiniin 3. ve daha yiiksek mertebeli

terimlerini kapsayan bir operatordiir. Dolayisiyla genel ¢6ziim;

1 7 39A2
Pmy=—| I ——A+
y*”(m) 10{

T +R(A) |[3m* —4m+6 | (2.6)

seklinde olur.
Al=0, A(M=(m+1)-m, A*(m)=0, A(M*)=(m+1)°-m’=2m+1 A*(m’)=2

ve A*(m*) =0 esitlikleri (2.6) denkleminde yerine yazilirsa
1 7 39
®(m)=—|3m’ -4m+6—-—(3(2m+1)—4) +—100
Y()lo{ 10(( ) )100 }

elde edilir. Boylece

y?(m) =0.3m* —0.82m+4,57

sonucuna varilir. Denklemin genel ¢6ziimii ise,

y(m) =c,(-)™ +c,(—4)" +0.3m* —0.82m + 4,57

olarak bulunur.

Ornek 2.4: y(m+2)+3y(m+1)+2y(m)=2"

seklinde verilen lineer homojen olmayan ikinci mertebeden fark denkleminin genel

¢Oziimiinii Z — doniisiimii metodunu kullanarak bulalim.

Coziim : G(z2)=2(2") = LZ olacagindan
Z J—

[ °F(2) - 2°y(0) - zy(1) |+ 3[ zF (2) - 2y(0) ]+ 2F (z) = G(2)

15



©HYOZ +(3y(0)+ YD)z
olur. Boylece F(z)=-4= a0 elde edilir. Yani
2" +ol+

F@) _yO@@+3) , y@ 1
z (z+D)(z+2) (z+D(z+2) (z—-2)(z+D(z+2)

olup payda esitlenip her bir toplam ifadesi diizenlenirse

1 1
(z+)(z+2) (z+1) (z+2)

z+3 2 1
(z+)(z+2) (z+1) (z+2)

1 11 1.1 1 1
(z-2)(z+1)(z+2) 3(z+1) 4(z+2) 12(z-2)

elde edilip yerine yazilirsa

F(z) 3y®+6y(0)+1 4yM+4y(0)+1 1 1
z  3(z+)) 4(z+2) 12 (z-2)

olur. Dolayisiyla genel ¢6ziim;

L 4y(1)+4y(0) +1] -2)" —%Zm

y(m) = %[3y(1) +6y(0)+1](-1)" _Z[

seklinde elde edilir.
2.4 Lineer Olmayan Fark Denklemleri

Bu boliimde, lineer olmayan denklemlerin bazi doniisiimlerle lineer hale getirildigi

denklemler ele alinmastir.

1) p ve g keyfi sabitler olmak iizere;

y(m+1)y(m)+ py(m+1)+qy(m)=0 (2.7)

seklindeki fark denklemi i¢in z(m) = (i doniistimii uygulanirsa
y(m

16



1 1 1
+p +q =
z(m+21)z(m) z(m+1) z(m)

olur. Gerekli diizenleme ile
gz(m+21) + pz(m)+1=0 (2.8)

seklinde sabit katsayili lincer homojen fark denklemi elde edilir. (2.7) denkleminin

homojen kismimin karakteristik denklemi gi+p=0 oldugundan genel ¢6ziimi,

Oy | _P )
mr=(-2)

olup, homojen olmayan kismin genel ¢ézliimii ise,

1
pP+q

2"V (m) =-

seklindedir. Bdylece genel ¢oziim;

1
P+q

2 (m) =¢,(~-2)" -
aq

biciminde elde edilir. Sonugta, (2.7) denkleminin genel ¢6ziimii,

y(m) = —— = L
Z

(m) Cl[_pjm_ 1
q P+q

seklinde elde edilir (Elaydi, 1999).

i) (2.7) denkleminin homojen olmayan durum i¢in, pve (q keyfi sabitler ve r(m),

m’ ye bagl bir fonksiyon olmak iizere;
y(m-+1)y(m)+ py(m-+1)+qy(m) =r(m)

z(m+1)

z(m)

denklemi igin y(m) = — p doéniistimii uygulanirsa

z(m+2)+(g—p)z(m+1)—(r(m)+ pg)z(m)=0 seklindeki lineer fark denklemi elde
edilir (Elaydi, 1999).
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i) f [ y(m+1) : mj =0 seklindeki denklemleri lineerlestirebilmek i¢in z(m) = y(m+1)
y(m) y(m)

doniistimi yapilir (Elaydi, 1999).

iv) (y(m+n))* (y(m+n-1))*...(y(m))™ =r(m) (2.9)

denklemi i¢in z(m)=Iny(m) doniisiimi kullanilarak lineer olmayan (2.9) denklemi
tz(m+n)+t,z(m+n-1D+...+t ,z(m)=Inr(m)

seklindeki sabit katsayil1 lineer denklemine déniistiiriiliir ve y(m) =e*™ ters déniisiimii

ile (2.9) denkleminin genel ¢oziimii elde edilir (Elaydi, 1999).
2.5 Sabit Katsayih Lineer Fark Denklem Sistemi

aeR ve {x(n)}reel sayilarin bir dizisi olmak {izere;
x(n+)=ax(n) , n=0,£L+2,...

seklinde tanimlanan fonksiyon bir fark denklemidir. N bilinmeyenli sabit katsayil1 lineer

fark denklem sistemi,

X (N+1) =a,,%,(N) +a,%, () +...+a,, Xy (N)

X, (N+1) = a,,% () + 8, (N)X, (N) +... + @, Xy (N)
Xy (N+1) = a,; % (N) +ay,X%,(N) +...4+ay, X (N)

seklinde yazilir (Akin ve Bulgak, 1998).

all a12 ce aiN Xl(n)
a, a, .. a X, (n

A= 2 T N x(n) = 2:() olmak iizere fark denklem sistemi
Ay Ay e By Xy (N)

x(n+1)=Ax(n), n=0,+L+2,.. seklinde yazilabilir (Akin ve Bulgak, 1998).
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-1 1 0 X, (n)
Ornek 2.5: A=| 2 3 1] ve x(n)=| x,(n) | olmak iizere fark denklem sistemi
4 -2 0 X;(N)

X, (n+1) -1 1 0)(x(n)
X,(n+1) 2 3 1|x(M)]| ,n=0+L%2,..
X;(N+3) 4 -2 0){ x5(n)

X, (n+1) =X () +X,(n)
X,(n+1) [=] 2x(n)+3X,(n)+X;(n) | , n=0,£1,+2,...
X;(n+3) 4x,(n) —2x,(n)

X (n+1) ==x(n) +x,(n)

X,(N+1) = 2x,(n) +3x,(n) + X5 (n)

X;(n+1) = 4x,(n) = 2x,(n)

seklinde elde edilir.

2.6 Sabit Katsayil Lineer Homojen Olmayan Fark Denklem Sistemi

X (N+1) =a,; % (n) +a,X,(n) +...+a,, Xy (n) + f,(n)

X, (N+1) =8, %, (N) +a,,X%, (N) +...+ &, X (n) + f,(Nn)

n=0,%£1,+2,...
Xy (N+1) = a; X (n) +a,,X%,(N) +...+ay, X, (N) + fy(n)
seklinde verilsin. Bu denklem sistemi,
a; a8, ... Ay X, () f.(n)
a, a, .. a X, (N f,(n
A=| 2 T2 T TN x(n) = 2:( ) ve F(n)= 2:( )
a'Nl aNZ tee aNN XN (n) fN (n)

a;, ((,]J=12,..,N) reel sayilar xj(n), fj(n) (j=12,...,N,n=0,£1,+2,....) kisaca
x(n+)=Ax(n)+F(n), n=0,£1,+2,....

seklinde yazilir (Akin ve Bulgak, 1998).
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Tamim 2.13. X noktasi, X = f(X,X) sartim1 sagliyorsa X noktasina f ’nin denge
noktast denir. Vv n>0 i¢in X, f ’nin sabit noktas: ise x, =X dir (Agarwal, 2000;

Elaydi, 1995; Rugh, 1996).

Tanim 2.14. X, (2.3) denkleminin bir denge noktasi olmak {izere bu denklemin
{Xn}::_l ¢dziimlerinin her bir pargasi i¢in {X_,X_,..., Xy} ¢Oziimlerinin tamami bu
denge noktasindan biiyiik, esit ve  X_, <X, Xy, <X iS¢ {X_,X_;,..., %, } kiimesine

pozitif yart donme denir (Sekerci, 2008).

Tanmmm 2.15. X’e (2.3) denkleminin pozitif bir denge noktasidir denir eger, (2.3)
denkleminin bir {x,} ¢dziimiiniin bir pozitif yar1 dénmesi{X, X1, X5, X, } terimlerinin
bir dizisinden olusur ve bunlarin hepsi X denge noktasina esit ya da X denge
noktasindan biiyiik biitiin terimlerdir. Oyle ki 1 >0 ve m<ooolur ve burada ya | =0

yada 1>0 ve x ,<X veya m=oc yada m<oo ve x ., <X dir (Akin ve Bulgak,

m+1

1998).

Tanm 2.16. X , (2.3) denkleminin denge noktasi olsun. V& >0 i¢in X, X, € | olmak
iizere |X,—X|+|x,—X|<& iken n>0 i¢in|x,—X|<& kosulunu saglayan bir 5>0

sayis1 varsa X denge noktasina kararlidir denir. Kararli olmayan X denge noktasina

kararsizdir denir (Elaydi, 1995; Rugh, 1996; Yang vd., 2004).

Tamm 2.17. X denge noktas1 kararli ve X ,X, €l iken limx, =X olacak sekilde

|X, —X|+|X_, —X| < 9 kosulunu saglayan bir $>0 sayisi varsa X denge noktasina, lokal

asimptotik kararlidir denir (Elaydi, 1995; Rugh, 1996; Yang vd., 2004).

Tamm 2.18. VX, %, €l iken limx, =X ise X denge noktasina ¢ekim noktas: denir

n—o0

(Elaydi, 1995; Rugh, 1996; Yang vd., 2004).

Tanmm 2.19. Kararli ve ¢ekim noktasi olan X denge noktasina global asimptotik

kararlidir denir (Elaydi, 1995; Rugh, 1996; Yang vd., 2004).

Tamm 2.20. Bir fark denkleminin denge noktasindaki kismi tiirevleri ile olusturulan

yeni denkleme bu fark denkleminin karakteristik denklemi denir.

Ikinci mertebeden
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Xn+1 = f (Xn ! Xn—l) = f (U,V)
denkleminin karakteristik denklemi;

7 - of (X, X) 7 - of (X,X) 2 =0
ou ov

x|

seklindedir, r=2EX) e o AX)

seklinde tanimlanirsa

Yo =Y —SYpy =0 (2.10)
denklemi elde edilir. Dolayisiyla bu denklemin karakteristik denklemi;

A2—rl-s=0 (2.11)
seklindedir. Ugiincii mertebeden

X =F(X, X 1, %X )= f(u,v,w)

denklemi i¢in

r:af(x,x,x), SZ&f(Y,Y,Y) ve tZ&f(Y,X,Y)
ou ow
olmak tizere;
yn+l - ryn - Syn—l _tyn—2 =0 (212)

seklindeki denklem elde edilir. Bu denklemin karakteristik denklemi;
A2 —rA*—si-t=0 (2.13)
seklinde elde edilir.

Teorem 2.5. i) Eger (2.11) denkleminin biitiin kokleri mutlak degerce 1°den kiigiikse ise

X denge noktasi lokal asimptotik kararlhdir,

i) (2.11) denkleminin biitiin koklerinin mutlak degerce 1’den kiigiik olmasi igin gerek

ve yeter sart |r| <1-s<2 olmasidir. Bu durumda X denge noktasi lokal asimptotik

kararlidir,
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i) (2.11) denkleminin her iki kokiiniin mutlak degerce 1 den biiyiik olmasi igin gerek

ve yeter sart [s|>1 ve |r|<[L—s| olmasidir. Bu durumda X denge noktas: repellerdir,

IV) (2.11) denkleminin koklerinden en az biri mutlak degerce 1’den biiyiik ise bu

durumda X denge noktasi kararsizdir,

vi) (2.11) denkleminin koklerinden birinin mutlak degerce 1°den kii¢iik ve digerinin

mutlak degerce 1° den biiyiik olmasi i¢in gerek ve yeter sart r>+4s>0 ve |r|>[1—5|

olmasidir. Bu durumda, X denge noktasi kararsizdir denir (Chatterje vd., 2003).

Teorem 2.6. i) Eger (2.13) karakteristik denkleminin biitiin kokleri mutlak degerce

1’den kiiclik ise X denge noktast lokal asimptotik kararlidir,

ii) Eger(2.13) karakteristik denkleminin koklerinden en az biri mutlak degerce 1’den

biiyiik ise X denge noktas1 kararsizdir,

iii) (2.13) karakteristik denkleminin biitin koklerinin mutlak degerce 1°den kiigiik

olmasi icin gerek ve yeter sart |r +]4 <1-s, |r —3t| <3+s ve t—s—rt<1 olmasidir.

Bu durumda X denge noktasi lokal asimptotik kararlidir (Chatterje vd., 2003).

Tanmm 2.21. Vn i¢in K <X, <L olacak sekilde {Xn}, n=-10,...dizisinde K ve L

pozitif sayilar1 varsa {Xn} dizisi sinirhdir (Elaydi, 1995).
Teorem 2.7. p,g,eR ve m,ne{l,2,..}olmak iizere;
X+ PX, +0X,_, =0

fark denkleminin lokal asimptotik kararli olmasi igin yeter ve gerek sart |p|+|q|<1

olmasidir (Elaydi, 1995).
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BOLUM III

iKi BOYUTLU LINEER KESIRLi FARK DENKLEM SiSTEMLERININ
ASIMPTOTIK DAVRANISLARI

3.1 GIRIS

X, Y, keyfi negatif olmayan baslangic sartlari, a,b,d ve e parametreleri pozitif sayilar
olmak iizere;

_a+X, _d+yn

S BV . n=01,.. 3.1
b+y, boe+x, 1)

n+1

seklindeki fark denklem sistemi olsun (Kulenovic ve Nurkanovic, 2003). Lineer
olmayan (3.1) fark denklem sistemi rekabete dayali iki farkli popiilasyon olarak
gosterilebilir. X ve y, faz degiskenleri n. kusaktaki popiilasyon boyutunu gostermek
tizere {(X,,¥,):n=0,12,..} dizisi popiilasyonun nasil gelistigini gosterir. Bu iki
popiilasyon arasindaki rekabet, her bir popiilasyon icin degisim fonksiyonu diger
popiilasyon biiyiikliiklerinin birinin azalan fonksiyon oldugu seklinde ifade edilir
(Kulenovic ve Nurkanovic, 2003). Benzer tip problemler, Hassell ve Comins (1976),
Franke ve Yakubu (1991), Franke ve Yakubu (1992) tarafindan ¢alisilmigtir. Clark ve
Kulenovic (2002), Clark vd. (2003)’ de bir popiilasyonun sinirsiz bityiimesini saglayan

benzer bir rekabet modeli asagidaki denklem ile tartisilmistir.

=%y =N noon.. (3.2)
b+y, e+X

n+1

Agiktir ki, (3.2) denklemi (3.1) denkleminde a=d =0 sartina karsilik gelmektedir.
Bu boliimdeki asil amag, (3.2) denklem sisteminin ¢dziimlerinin global davraniglari
tizerinde aved parametrelerinin etkilerini incelemektir. a ve d parametrelerinin (3.2)
sisteminin global ¢éziimleri igin kararl bir etkisi gdsterilecektir. Bu ise (3.1) sisteminin
tek bir pozitif denge noktasinin a ve d ’nin belli degerleri igin sistemin biitiin pozitif
cOzlimlerinin genel ¢cekim noktasi haline gelmesi demektir. (3.1) ve (3.2) ile verilen

sistemlerden daha genel bir fark denklem sistemi,

a+x, d+y,

=T oy =T poof,.. (3.3)
b+cx +vy. e+x, + fy,

n+1
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seklinde verilmis ve Kulenovic ve Nurkanovic (2002)’ de incelenmistir. Kulenovic ve

Ladas (2002)’ de ise daha basit bir rasyonel fark denklemi,

_ o+ X Xy
" A+Bx, +Cx

(3.4)

seklinde ele alinmis ve detayli analizler yapilmistir.

Bu boliimde, (3.1) ile verilen fark denklem sistemi ele alinacak ve ¢dziimlerin global

asimptotik kararlilig1 incelenecektir (Kulenovic ve Nurkanovic, 2003).

Simdi, bu boliimde kullanilacak degismez dikdortgensel bolge kavramini verelim.

SRZ[LI,Ul]x[LZ,UZ] ;

X1 = T Y0) Yoa =9 Y,), n=012,. (3.5)

(3.5) sisteminin degismez bir dikdortgen bolgesi olmak iizere, eger ¢ozliimlerin tek bir

(Xy,Yy) noktast R bolgesinde ise ¢oziimlerin sonraki tim terimleri de R’ ye aittir.
Bagka bir ifadeyle (X, ,Yy) € R olmak lizere bazt N >0 ve n>N i¢in (X ,Yy,)eNR

oluyorsa®R, (3.5) sistemi i¢in degismez bir dikdortgensel bolgedir. Benzer tanimlama

(—00,0) x (—o0,0) kiimesi i¢inde yapilabilmektedir (Kulenovic ve Nurkanovic, 2003).

Degismez araliklar metodu
Xn+1 = f (Xn’xn—l)’ nzoill'" (36)

ile verilen ikinci mertebe fark denklemlerinin yakinsakliginda ve global ¢ekimlerinde

genis bir sekilde kullanilmaktadir.

Bu kisimda (3.5) sisteminin periyodik ve denge noktasinin kararligi igin, (3.5)” de

verilen f ve g fonksiyonlariin siirekli diferansiyellenebilir, her n>0 i¢in mevcut

olan ¢oziimlerin varligi kabul edilecektir. Asagida ispatsiz olarak verilecek teorem
degismez dikdortgensel bolgedeki yakinsaklik sonuglar i¢in kullanilacaktir (Kulenovic
ve Nurkanovic, 2003).

Teorem 3.1. [a,b] ve [c,d] reel sayilarda araliklar ve
f :[a,b]x[c,d] —>[a,b], g:[a,b]x[c,d]—>[c.d]
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ise asagidaki sartlari saglayan siirekli fonksiyonlar olsun.

a) [a,b]x[c.d] araliginda  f(X,y), X noktasinda artan ve ynoktasinda azalandr,
g(x,y), x noktasinda azalan ve y noktasinda artandir.

b) Eger (m,M,m',M ')e([a,b]x[c,d])z, m<m',M<M",

m=f(mM’), m'=f(m,M),

M=g(m,M), M'=g(mM?),

sisteminin bir ¢oziimiidiir, m=m've M =M" dir. Boylece [a,b]x[c,d] araligindaki

her (X,,Y,) noktasma sahip (3.5) sisteminin her ¢dziimii (X,¥) denge noktasina

yakinsaktir.
3.2 Denge Noktasi

(3.1) sistemine ait (X,y) denge noktasi

- a+X _ d+y
X=r—, y=
b+y e+X

3.7)

seklinde olup, buradan

x=2*X L S(b+y)=a+X= Xy =a+{1-b)X
b+y

y=d+z = yEe+X)=d+y =>xy=d+(1-e)y
e+X

ifadeleri kullanilirsa
Xy=a+(1-b)x=d+@1-e)y (3.8)
elde edilir. Boylece (X,y) denge noktast,

y=§+1—b, x=%+1—e (3.9
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egrilerinin arakesitidir. Baz1 durumlarda (3.1) sistemi, 6rnegin a=0 ve d =0 oldugu,
koordinat eksenlerine ait olan denge noktalar1 bulunabilir. Onceden de bahsedildigi gibi
a=d=0 durumu Clarck ve Kulenovic (2002), Clarck ve Kulenovic (2003)’de
incelenmistir. Bu yiizden a >0 ve d >0 olarak kabul edilecektir. Bu durumda ise (3.1)

sisteminin E =(X,y) pozitif denge noktasinin varligi igin sartlar asagida verilmistir.
Durum3.1. b>1,e>1,

Durum3.2. b=1, e>1, a<d,

Durum3.3. b>1, e=1,a>d ,

Durum 3.4. b<1,e<1,

Durum35. b=1, e<1,a>d,

Durum 3.6. b<1, e=1,d >a.

Durum 3.1-6 ile verilen sartlarin saglandigini basit hesaplamalarla gérmek miimkiinse
de bu kisimda bu hesaplamalar1 vermeyecegiz. Ancak bir sonraki boliimde ti¢lii sistem

icin sartlarin saglandig1 ayrintili bigimde gosterilecektir.

3.3 Lineer Kararhilik Analizi

(3.1) sistemi
a+Xx d-+
o) =c g0 y) = (3.10)
+y e+ X
durumunda (3.5) genel sisteminin 6zel bir durumudur. T(X, y)=(ﬂ,d +yj
b+y e+x

seklinde tanimlanan doniisiimiin E = (X, y) pozitif denge noktasindaki Jakobiyen matrisi

X*(b+y) X
3. (E)= (a”z) axx (3.11)
_y Yy (e+X)
d+y  (d+V)?

seklindedir. Jakobiyen matrisin karakteristik denklemd,
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A —pi-q=0 (3.12)

seklinde olup,

_ X?(b+Y) N V2 (e+X)
(a+x)*>  (d+V)°
(3.13)
XY (b+Y)(e+X) N X2y?
(@+x)*([d+y)* (a+X)(d+Y)

ile verilir. E=(X,y) denge noktasinin lokal asimptotik kararli olmas1 i¢in gerek ve

yeter sart
‘ﬂlz‘l< < |pl<1l-q<2 (3.14)

dir. Burada, ya

min{0,1—(b+y)(e+X)} <Xy <(b+y—-1(e+X-1) (3.15)
ya da
Xy <+Jad (3.16)

sartlarindan biri saglanabilir. Bu durumda asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2. a) Eger (3.16) sart1 saglanirsa, (3.1) sistemine ait E =(X,Yy) pozitif denge

noktas1 lokal asimptotik kararlidir.

b) Eger,

Jad <Xy <\[4Xy+2ay+2d X +ad (3.17)
sart1 saglanirsa, (3.1) sistemine ait E = (X, y) pozitif denge noktasi semer noktasidir.

c) Eger,

XY >\4xy+2ay+2dX+ad (3.18)
sart1 saglanirsa (3.1) sistemine ait E = (X,y) pozitif denge noktasi repellerdir.

d) Eger,
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Xy=\4Xy+2ay+2dX+ad,

<
I

Jad

|
<
I

(3.19)

sartlarindan en az bir tanesi saglanirsa (3.1) sistemine ait E =(X,y) pozitif denge

noktas1 non-hiperboliktir (Kulenovic ve Nurkanovic, 2003).
3.4 Global Cekim Sonugclari
(3.1) sistemi

a+Xx d+
foon) =y g(x,y>=eTXy

oldugu her yerde

X = f(xn’yn)’ yn+1=g(xn'yn)' n=0,],2,...,

(3.20)

(3.21)

formunda da gosterilir. (3.1) sistemi igin [k, K] seklinde degismez bir aralik

olsun. f(x,y) fonksiyonu x noktasinda artan, y de azalan ve g(x,y) fonksiyonu x

noktasinda azalan, y noktasinda artandir. Boylece

a+k a+K
k<= f(k,K) <X,y = F(X,y,) < F(K k) =—— <K,
b+K ( ) n+1 (n yn) ( ) b+k
d+k d+K
k< =g(K,k)<y ,=09(x,y.)<g(k,K)= <K,
e+ K e+k

olup (3.22)’ nin sag ve sol esitsizlikleri kullanilarak,

k£a+k
b+ K

=k(b+K)<a+k = kb+kK <a+k

— KK <a+k(l-b)

a+K

D <K =a+K<K(b+k)=a+K<Kb+kK
+

= a+K(@-b)<kK
(3.24a) ve (3.24b) den
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a+K(@-b)<kK<a+K(-h) (3.25)
elde edilir. Benzer diizenleme (3.23) esitsizligi i¢in uygulanirsa

d+k
e+K

k <

=k(e+K)<d+k = ke+kK <d+k

= kK <d+k(-e) (3.26a)

d+K

" <K=d+K<K(e+k)=d+K<Ke+kK
e+

=d+K(@-e)<kK (3.26b)
(3.26a) ve (3.26b) den
d+K@-e)<kkK<d+K(@-e) (3.27)
elde edilir. (3.25) ve (3.27) sartlar
b>1 e>1 (3.28)
i¢in saglanir.

Durum 3.1. (b>1, e >1) olma durumunda (3.1) sistemi tek bir E =(X,y) pozitif denge

noktasma sahiptir, yani lokal asimptotik kararhidir (Kulenovic ve Nurkanovic, 2003)

Xy<(b+y-DEe+x-1) < b-DEe-)+b-)x+(e-1)y >0,

(3.29)
1-(b+y)(e+X)<Xy < 2Xy+bX +ey +(be—1) >0
sart1 daima saglanir. (3.25) ve (3.27) esitsizliklerinde k =0 alinirsa
K>3 k>0 (3.30)
b-1 e-1
sart1 saglanir. Boylece
K > max {ii} (3.31)
b-1e-1
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elde edilir.

Teorem 3.3. b>1 ve e>1 olsun. [0,K]x[0,K] dikdortgensel bir bolge ve K ise,
(3.31) sartin1 saglasin, bu durumda E =(X,y) denge noktasi global asimptotik

kararlidir.

Ispat. Herhangi bir (x,,Y,)baslangi¢ degeri igin (3.31) i saglayan K segilebilir ve

X1 Yo €[0,K] dir. Teorem (3.1)’ in b sartindan

_a+m ,_a+m’
b+M"’ b+M"
(3.32)
M :d+M.’ M,:d+M
e+m e+m
dir. Buradan (3.32)’ de ilk esitlikle ilgili gerekli diizenleme yapilirsa
m=2*l > mb+M)=a+m
b+M*
=mM'=a+m(l-b) (3.333)
m'=2+Mm = m'(b+M)=a+m’
b+M
= m'M=a+m(l-b) (3.33b)
olup, (3.33a) ve (3.33b)’ den
(m'-=m)(b—1) =mM'-m'M (3.34)
elde edilir. Yine (3.32)’ de ikinci esitlikte benzer diizenleme yapilirsa
M=2M o Mesrm)=d+m
e+m
=>mM=d+M(-e) (3.35a)
M=9M L Mierm=d+M®

e+m
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= mM'=d+M'(l-e) (3.35h)
ve (3.35a) ve (3.35)’ den
M'-=M)Ee-)=m'M-mM" (3.36)
elde edilir. Eger b>1 ise (3.34)
mM'>m'M (3.37)

sartin1 saglar. Eger e>1 sart1 kabul edilirse 0 zaman (3.36), M '=M sartin1 saglar. Bu
durumda m'=m sarti da saglanir. Boylece Durum 3.1ve Durum 3.6 dan (3.1)

sisteminin tek bir pozitif denge noktasi vardir.

Burada
a d
X<—, y<—0 3.38
-1 y e-1 ( )
olup,
Xy < max{i,i}s K (3.39)
b-1e-1

elde edilir. Boylece E =(X,y) denge noktasi [k,K] degismez bolgesine aittir.

Durum 3.2. (b=1, e>1, a<d).Budurumda (3.1) sistemi

E=(X,Y) :(@,d—_i) seklinde tek bir pozitif denge noktasina sahiptir ve
Xy =a=+ava<aJd =+ad (3.40)

olmak iizere lokal asimptotik kararhidir. (3.25) ve (3.27) esitsizlikleri sirastyla

a<kk<a = kk=a
(3.41)
d-a
e-1

>k

d+(l-e)K<a<d+(l-e)k => K>

esitsizliklerini saglar. Boylece
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0<k:%£y, k’<a<K? = k<ia<K (3.42)
-a

dir. E=(X,y)= (%,gj e[k, K]x[k,K] oldugu dikkate alinirsa,

KZmaX{M,d;a}, o<kgmin{M,dj}
d-a e-1 d-a e-1

(3.43)
kK=a, k<K

sonucuna varilir.

Teorem 3.4. d>a, b=1, e>1 olsun. [k,K]x[k,K] dikdortgensel bir bolge olmak
tizere kK ve K (3.43) sartim1 saglasin. Bu durumda E =(X,y) denge noktasi global

asimptotik kararlidir (Kulenovic ve Nurkanovic, 2003).

Ispat. Herhangi bir (x,,y,) baslangi¢ sarti i¢in (3.43) sartimi saglayan k ve K

secilebilir. Oyleyse n=1,2,... X,y e[k, K]dir.

Durum 3.3. (b>1,e=1,a>d ) Budurumda (3.1) sisteminin

E=(x, y):[a(e—l) d —aj

d-a "e-1
seklinde tek bir pozitif denge noktasi vardir ve
Xy =d=dd <aJd = /ad (3.44)

olmak iizere lokal asimptotik kararhidir. (3.25) ve (3.27) sartlar1 sirasiyla

d<kkK<d = kkK=d

(3.45)
at+(l-b)K <d<a+(@l-bk = K> i_(lj >k
(3.45)’1 saglar. Boylece,
O<k:%£d(b_dl), k?<d<K?=k<+d<K. (3.46)
a_



a—d d(b-1)
b-1" a-d

olur. Burada E =(X,Y) :[ j e [k, K]x[k,K] oldugu dikkate alinirsa,

KZmax{ﬂ,M}’ O<k£min{ﬂ,w}
b-1 a-d b-1 a-d

(3.47)
kK =d, k<K.

sonucuna varilir.

Teorem 3.5. a>d, b>1, e=1 olsun.[k, K]x[k, K] dikdortgeni olmak iizere k ve K,

(3.47) ile verilen sartlar1 saglasin. E =(X,Yy) denge noktasi global asimptotik kararlidir.

Ispat. Herhangi bir (x,,y,) baslangi¢ sarti i¢in (3.47) sartimi saglayan k ve K

secilebilir. Oyleyse X, Y, €[k, K] n=12,... dur.

Durum 3.1-3 i¢in (3.1) sisteminin dikddrtgensel araliginin belirlenebildigini gordiik.
Ancak her durumda sistemler igin dildortgensel bolgelerin belirlenmesi miimkiin
degildir. Bu tiir durumlarda Clark ve Kulenovic (2003) ve Kulenovic ve Nurkanovic
(2003)’ de yapildig1 gibi monoton doniisiim teknigi denilen bir teknik kullanilmaktadir.

Simdi bu teknigi verelim (Kulenovic ve Nurkanovic, 2003).
Tamim 3.1. (Monoton Doniisiim Teknigi)

Verilen fark denklem sistemi,

5.
=T (3.48)
y n+l y n

formunda yazilabilir. T doniistimii

a+x
T:[Xja b+y =[f(x’y)j (3.49)
y d+y| \L9(xy)
e+ X

seklinde tanimlanir. Eger R? de kismi bir mertebeden tamimlanirsa T doniisiimii

monoton olarak gdsterilebilir. Oyleyse pozitif koni kismi mertebede dérdiincii ¢eyrek

dairededir. Ozellikle v=(v,,v,), w=(W,W,) € R? icin v, <W ve W, <V, ise V<W
11V 11 VW Y 1 L 2 2
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ve v,weR? olmak iizere v<w ve W<V oldugu sdylenir. Aym1 zamanda noktalar
arasl esitse eger V< W Ve V=W ise V< Wolarak tanimlanabilir. Eger v, <w, ve W, <V,

ise v<W olarak tanimlanabilir. Eger Vv,we IntR? i¢in v<w iken f(v)< f(w)
olursa doniisiimii daha gii¢li monotondur. Ac¢ik bir sekilde, diizenlilik, gii¢lii bir
monoton déniisiimiin iterasyonu altinda degismez bir araliktir. X,y € IntR? igin T ’nin

tirevinin

{+ _J (3.50)
- 4+

seklindeki sabit isaretleri J(x,y) Jakobiyen matristen elde edilir. R?’ nin disbiikey ve
deger teoremi (Clark ve Kulenovic, 2003) deki gibi T nin monoton oldugu

gosterilebilir. Her bir v e R i¢in saat yoniiniin tersi yondeki sayilar ve v noktasi temel

alinmis dort ceyrekli bolge Q. (V) i=1,...,4seklinde tamimlanabilir. Ornegin:

QW)= {(X, y)eR?:v, <XV, < y} . Asagidaki dnerme bir monoton doniisiim sisteminin
¢Ozlimlerinin monoton karakteri olarak tanimlanir.

Onerme 3.1.

1) T doniisiimii monoton artan ve

(IH

olsun. Bu durumda

[X” J s[x"”j, n=0,1,... (3.52)
yn yn+l

dir.

2) T doniisiimii monoton artan ve
X X
Yo Yo Y1
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olsun. O zaman

[X”Jz(x””} n=0,1,... (3.54)
yn yn+l

olur. Burada (3.52) esitsizligi

X, <Xy Yo2VY.,, N=01.. (3.55)
ifadesine esittir. Yani {x,} artandir ve {y,} azalandur. (3.54) esitsizligi

X, 22X, Yo<VY.,, N=01.. (3.56)

seklindeki ifadeye esittir.Yani {x, } azalandir ve{y,} artandir.(3.1) sisteminin E = (X, V)
denge noktasi i¢in (3.17) sarti semer noktasidir ve Teorem (3.2)’ de verildigi gibi
O<(b+y-DEe+x-D<xy<(e+X+D)(b+y+1) (3.57)
sartina esittir.

Durum 3.4. (b<1, e<1) Budurumda (3.1) sisteminin

1—e<i<i+1—e

(3.58)

1—b<7<i+1—b
l-e

seklinde verilen E =(X,y) tek bir pozitif denge noktasina sahiptir. Bu denge noktasi

(3.57)’yi saglar ve bir semer noktasidir. Aslinda (3.57)” deki ilk esitsizlik
Xy>b+y-1(e+x-1)
< (1-b)X+(1-e)y—-(1-b)1-e)>0 (3.59)
< (1-b)(Xx-1+e)+(1-e)y >0

ifadesini verir ve b<1 ve e<1 durumunda saglanir. Benzer sekilde (3.57)” nin sag

tarafindaki esitsizliginde
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Xy<(b+y+D)(e+x+) <= (b+D(Ee+X+D)+(e+1)y >0 (3.60)

seklinde olup, Onerme 3.1. uygulanirsa (3.51) sart1

a+X a
a+ X, XOSb+yO yosx—+1—b
0 0
(X"Js[xij: b+ Yy = = (3.61)
yO yl d+y0 d+y d
e+X, 2<Y, X, =—+1-e
e+X, Yo

. .. d a .
ifadesini saglar. Boylece, X, > —+1—e ve y, <—+1-b ise {x,} artan{y, } azalandir.
0 0

Eger, X, > 9 i1-e ve Y, < 2 11-b ise {x,} artan, {y,} azalandir. Bu durumda
0 0

limx, =0, limy =0, (3.62)

n—oo

aksi takdirde, limx, =a<o, limy =b>0olur. Bu ise (3.1) sisteminin E =(X,Y)

n—oo

noktasindan farkli olarak ilk g¢eyrekte bir denge noktasina sahip oldugunu gosterir.

Onerme (3.1) uygulanirsa, (3.53) sarti,

a+x a+ X a
X b+y0 X°2b+y0 yOZX—+1—b
[OJz(Xl]: e N N (3.63)
Yo Y a+Y Yoy Yo X, <—+1-e

e+ X, e+ X, Yo

ifadesini verir. Bu durumda {x,} azalan ve {y,} artandir. Ayrica, X, ~9 e e
0

y0:£+1—b oldugu agiktir. Eger, Xo<i+1—e ve y0>i+1—b ise {Xn}
X, Yo Xo

azalan ve {y,} artandir. Boylece

limx, =0, limy =o . (3.64)

n—oo

(3.1) sistemi ilk geyrekte denge noktasina sahiptir. S; ve S, kiimelerini asagidaki gibi

tanimlanirsa
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Slz{(x, yer?—4 < ysE+1—b} (3.65)
X+e-1 X
) a d
S, :{(x, y)eR?: £x£—+1—e} (3.66)
y+b-1 y
olur. Burada
400 =—3 6,0)=2+1-p (3.67a)
X+e—1" X '
(y)=—2 (=241 (3.67b)
Y1 y+b—1’ Vo y :

segilirse, X > X, y>y:¢ (X) €Q, (E) icin y,(y) €Q, (E) (i=12) olup (x,y)eS,
icin Xx>X:g(X)<y<d (X)<yve(x,y)eS,igcin y>V:y, (Y)<x<y, (y)<X
dir. Sonug olarak S, < Q, (E) ve S, < Q, (E) dir.

Teorem 3.6. S, ve S, degismez kiimelerdir.
Ispat. S, in degismez bir kiime oldugunu ispatlamak igin
(% Yo) €S = (X, ¥,)eS, n=Ll2.. (3.68)

oldugunu gostermek yeterlidir. S, in tanimindan,

(% Yo) €S, < d+(1—€)y, < XY, <a+(L-b)x, (3.69)
olur.
d+@-e)y, <xy, <a+1-b)x (3.70)

oldugunu ispati i¢in ilk esitsizlikte
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d+(1-e)y, <xy

d+y0<a+x0.d+y0

< d+(1-e) <
e+x, b+y, e+Xx,

(3.71)
< (b+Yyp)(d +@—€) Yy =X, Yo) + X (b+ Yo )(d + Y,) < (a+Xx,)(d +Yy)

< (b+y)(d+1-e)y, —XY,) = (d + yp)(@+(1L-b)x, —X,y,) <0
(3.69)’ dan son esitsizlik saglanir.
a+(1-b)x =xy,

atXx _atX d+y,

S a+(d-b) < :
b+y, b+y, e+x,

(3.72)
S (e+ %)@+ A-b)X; =% Yo) + Yo (@a+X,)(e+X,) = (a+X,)(d +Y,)

< (e+ %)@+ A-b)x; =% Y,) —(@+%)(d +(L-€)y, —X,Y,) 20

(3.69)’dan son esitsizlik saglanir. S,” nin degismez bir kiime oldugu benzer sekilde
ispatlanir. Su ana kadar S, ve S,’ nin T donisiimii altinda degismez oldugu ispatlandi.
S,/ E deki, her yoriinge («,0) da ¢ekime sahiptir. S,/ E deki her yoriinge (0,0) da
cekicidir. Diger bir deyisle (o0,0) daki ¢ekim nokta havzast Kulenovic ve Nurkanovic,
(2005) ve  Hess  (1991) de L((e0,0)) seklinde  gosterilip S,/ E,
P((,0)) oS,/ Eigeritken S,/E, £((0,20)) 2S,/E igerir. Boylece asagidaki teorem

verilebilir.
Teorem 3.7. Kabul edelim ki b <1 ve e <1 olsun.
1) (3.65) deki gibi tanimlanan S, kiimesi (3.1) in degismez kiimesidir ve (3.1)’ in

{ (X, yn)} seklindeki her ¢oziimii (X,,Y,) €S,/ E baslangi¢ sartiyla

limx, =, limy, =0, p((«0)>2S,/E (3.73)

n—o0

saglar.
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2) (3.66)’ da tanimlanan S, kiimesi (3.1) sisteminin degismez bir kiimesidir.(3.1)

sisteminin her {(Xn, A )} ¢oziimii (X,,Y,) €S,/ E baslangi¢ sartiyla

limx, =0, limy, =0, B((0,0))=S,/E (3.74)
saglar.

Durum 3.5. (b=1,e<1,a>d) Bu durumda (3.1)sisteminin E=(a(1_:), i;d)
a- —e

seklinde tek bir pozitif noktasi vardir. Bu denge noktast (3.17) sartin1 saglar ve bu
yiizden semer noktasidir. Aslinda, (3.17)” deki ilk esitlikten,

Xy =a=+ava>+aJd =ad (3.75)
elde edilir. (3.17) ile verilen denklemin ikinci esitliginden,

X?y? <4Xy+2ay+2dXx+ad

o a(l-e)a—d)<4l-e)a—d)+2(a—d)?+2d(1—e)? +d(1-e)(a—d) (3.76)
o (1-e)(a—d)*—4(1—e)(a—d) <2(a—d)? +2d(L—e)>

o (a—d)2(l+e)+2d(1—e)® +4(l—e)(a—d) > 0

ifadesi daima saglanir. Simdi Onerme (3.1)’e (3.51) sart1 uygulanirsa

a+Xx, a+Xx, a
X X, 1+y XOS1+y o5
[OJS( ]: | " e ; RIRS d° 3.77)
Vo) W) [ d+yy ooy |esdire
e+ X, e+X, Yo

X, Zyi+1_e ve Y, Sxi oldugu durumunda {x,} artan ve {y,} azalandir.
0 0

X, > LI e ve y, < a oldugu durumda ise {x,} artan ve {y,} azalandur.
Yo X
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Boylece

limx, =0,  limy, =0 (3.78)

n—oo n—o

olup, aksi takdirde yani limx, =a <o ve limy, =b>0 ise (3.1) sistemi {(x,, y,)} nin

Nn—oo

limit noktas1 olarak baska bir denge noktasina sahiptir. Onerme (3.1)” in (3.53) sartim

gerektirir.
a+ X, a+Xx, a
X x) | 1+y X021+y Yoo
("Jz[ j: | ‘e ; ‘ o d° (3.79)
yO yl +y0 +y0 > yo XO S_+1_e
e+ X, e+X, Yo

Boylece {Xn} artan ve { yn} azalandir. X, = a +1-e ve y, = 2 agikardir. X, < a +1-e
Yo X0 Yo

a .
ve Y, > oldugu durumda ise {x,} azalan ve {y,} artandir. Sonug olarak,
0

limx, =0,  limy, = (3.80)

n—oo n—oo

a(l_db) , —i_ d} denge noktasindan farkli olarak baska
a— —€

aksi takdirde (3.1) sistemi E :(

bir denge noktasina sahiptir. O, ve O, kiimelerini asagidaki gibi tanimlanir

Olz{(x, y)eR?: d Sysﬁ} (3.81)
X+1l-e X

0, :{(x, y) e R? 8 x£9+l—e} (3.82)

y y

ve
d a a d

¢,(x) = G ==, ws(V) ==, y,(y)=—+1-¢ (3.83)

X+e-1 X y y

segilirse X > X i¢cin Y>VY: @ (x) € Q,(X), w;(y) €Q, (E)(i=3,4) ve (x,y) €O, i¢in

X>X:1g(X)<y<g(X)<y ve (X,y)e€O, icin y>V:yw,(y)<x<w,(y) <X dir.
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Sonug olarak, O, = Q, (E) ve O, = Q,(E) dir.

Onerme (3.1)’den T déniigiimii altinda O, ve O, kiimelerinin degismez oldugu
gosterilebilir. Ek olarak O,/ E deki her yoriinge (,0) araliginda cekicidir. O,/ E de
(0,0) araligma ¢ekicidir. Diger bir deyisle (0,0)’in  ¢ekim noktasi
Ol/E,ﬂ((O0,0))QollE barindirir.  (,0) 1  ¢ekim noktasi ﬁ((O,oo)),

O,/E, ,B((O, 00)) 50,/ E igerir. Bdylece asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 3.8. Kabul edelimki b=1, e<1, a>d olsun.

1) (3.81)’ deki gibi tanimlanan O, kiimesi , (3.1) sisteminin bir degismezdir ve (3.1)

sisteminin her {(Xn, yn)} ¢oziimii (X, Y, ) € O,/ E baslangig sartiyla

limx =, limy, =0, B((,0))20,/E (3.84)

n—oo
saglar.

2) (3.82)’ deki gibi tanimlanan O, kiimesi, (3.1) sisteminin bir degismezdir ve (3.1)

sisteminin her {(xn, yn)} ¢oziimii (X, Y, ) € O,/ E baslangig sartiyla

limx, =0,  limy, =w,  p((0,%))20,/E (3.85)
saglar.

Durum 3.6. (b<1 e=1,a<d) Bu durumda (3.1) sisteminin E:(—d_a d(l_b)j

1-b’" d-a
seklinde bir tek pozitif denge noktast vardir. Bu denge noktasi (3.17) sartini1 saglar ve
bu yiizden semer noktasidir. Aslinda (3.17)” deki ilk esitsizlikten

Xy =d=+dVd >aJd =ad (3.86)

olup yine ikinci esitlikten

41



X*y? <4Xy+2ay+2dx+ad

<d<4+2 +2a +a

d-a 1-b

1-b d-a

& d(1-b)(d —a) <4(1-b)(d —a)+2(d —a)® + 2a(1l-b)? (3.87)
+a(l-b)d-a)

& (1-b)(d —a)? —4(1-b)(d —a) < 2(d —a)? + 2a(1—b)?

& (d—a)2(1+b) +2a(l—b)? + 4(L-b)(d —a) > 0

sonucuna varilir. Onerme (3.1)’ i kullanarak Durum 3.1 ve Durum 3.2 deki gibi

sonuclar elde edilir. P, ve P, kiimeleri asagidaki gibidir.

P :{(x, y) e R? :%s ys%+1-b} (3.89)
P, :{(x, y)eR? : yi_f xs%} (3.89)

40=2 40=211-b, y(y= =2 (3.90)
X X y

a
y+b-1
x>% igin y>Y:4(0eQE), wi(Y)€QE) (i=56) ve (xy) e P iin
X>X:1g(X)<y<g(X)<y ve (X,¥)eP, icin y>V:y(y) <x<wg(y) <X dir.
Sonug olarak B, <Q,(E) ve P, cQ,(E) dir.

Onerme (3.1)’den T doniisiimii altnda P, ve P, kiimelerinin defismez oldugu
gosterilebilir. Ek olarak P, /E deki her yoriinge (o0,0) araliginda g¢ekicidir. P,/E de
(0,0) araligina g¢ekicidir. Diger bir deyisle (0,0)” m ¢ekim noktasi
R/E, ,B((oo,O)) DR /E barmdirir. (00,0)” mn cekim noktasi

B ((0,00)), R/E, ((O, oo)) > P, /E igerir. Bdylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.9. Kabul edelim ki b<1,e=1, a<d olsun.
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1) (3.88)’ deki gibi tanimlanan P, kiimesi , (3.1) sisteminin bir degismezidir ve (3.1)

sisteminin her {(Xn, yn)} ¢oziimii (X, Y, ) € P, / E baslangig sartin1 saglar.

limx =c,  limy, =0, B((=,0))2R/E (3.91)

nN—o0 n—oo

2) (3.89)’ daki gibi tanimlanan P, kiimesi, (3.1) sisteminin bir degismezidir ve (3.1)

sisteminin her {(Xn, yn)} ¢oziimii (X, Y, ) € P, / E baslangig sartiyla,

limx, =0,  limy, =o, B((0,%)) 2R,/ E (3.92)
saglar.
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BOLUM IV
UC BOYUTLU LINEER KESIiRLI FARK DENKLEM SiSTEMININ
GLOBAL DAVRANISI

4.1 GIRIS

a,b,c,d,e, f €(0,0) araligindaki parametreler ve X,,Y,,z, baslangic sartlar1 keyfi

negatif olmayan reel sayilar olmak {izere;

_a+x, _CHY , _e+7,

R B 4\ VY B ) , n=0,1,... 4.1
n+1 b+ : 1 d+Zn ( )

n+l T

f+x

n

seklinde bir fark denklem sistemi olsun (Kulenovic ve Nurkanovic, 2002). Lineer
olmayan (4.1) fark denklem sistemi rekabete dayali ii¢ farkli popiilasyon olarak
gosterilebilir. X, y,, z, faz degiskenleri sirastyla A,B ve C tiirlerinin n. kusaktaki
popiilasyon boyutunu gostermek tizere {(x.,V.,z,):n=0,1,2,..} dizisi popiilasyonun
nasil gelistigini gosterir (Kulenovic ve Nurkanovic, 2002). Bu ii¢ popiilasyon arasindaki
rekabet, her bir popiilasyon icin degisim fonksiyonu diger popiilasyon biiytikliiklerinin
birinin azalan fonksiyon oldugu seklinde ifade edilir. Bu ornekteki rekabet, B tiiriiniin
blytikliiglindeki artis A tiirliniin biiyiikliglindeki azalisa, A tliriiniin biiyiikliigiindeki
artis C tiiriinlin bliytikliiglindeki azalisa ve C tiiriinlin biiyiikliigiindeki artis B tiiriinlin
biiyiikliigiindeki azalisa karsilik gelir. Boylece (4.1) sistemi bazi tiirlerin periyodik
rekabetini 6rnekler. Benzer sistemler i¢in literatiirde mevcut olan ¢alismalar yine dnceki
boliimde verilmistir. Daha fazla kaynak i¢in Hess (1991), Selgrade ve Ziehe (1987) ve
Smith (1998)’e bakilabilir.

Roeger ve Allen (2004) ve Roeger (2004)’ de ti¢ boyutlu sistemler iizerine ¢alisilmis
ama global ¢ekim sonuglar1 ispat edilmemistir. Bu boliimde, (4.1) denklemi ile verilen

sistem ele alinacak global davranisi incelenecektir.
4.2 Denge Noktasi

(4.1) ile verilen denklem sisteminin (X, Y, Z ) denge noktalar1 asagidaki gibi verilebilir.

QD
+
>
(]
+
<
D
+
N

O
+
<|
o
+
N|
—n
+
|
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Verilen bu noktalar (4.1) denklem sistemini saglar. Burada X #0, y=#0, Z=0 olup,
yukarida verilen birinci ifadede icler dislar carpimi yapilirsa

X (b + 7) =a+X elde edilir. Daha sonra, benzer ifadeler ortak paranteze alinirsa
Xy =a+X(1-b)
olur. Her iki taraf X ile boliiniirse

a
y==+(1-b
y=—+(1-b)

c+
d+

e+7
f+X

<

seklinde elde edilir. Benzer sekilde y = ve 7= ifadeleri i¢in ayni

N|

islemler yapilirsa sirasiyla Z :§+(1—d) ve X :§+(1— f) elde edilir. Bu durumda
Yy z

X = % +(1-f)ve Z7= % +(1—d) ifadeleri birlikte kullamlirsa
z y

elde edilirki y = g+(1—b) ifadesi ile birlikte ele alinirsa
X

. e[;+(1—b))
c+(1—d)(§+(1—b)j

X

olur. Bu ifadede i¢ler dislar ¢arpimi yapilir

[x—(1-f )]{c+(1—d)(g+(1—b)j}:e(g+(1—b)j

X X

ve her iki taraf X ile ¢arpilirsa
[x-(1- f)]{c¥+(1—d)(a+¥(l—b))} =e(a+(1-b)x)

elde edilir. Son ifade daha da agik olarak
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cx?+(1-d)ax+(1-b)(1-d)x*-(1- f )ex—(1-d)(1- f)a
=ea+e(1-b)X
—-(1-b)(1-d)(1-f)x

seklinde yazilir. Kiigiik bir diizenleme asagidaki sekilde yapilirsa

[c+(1-b)(1-d)]x
+[(1-d)a—(1-f)c—(1-b)(1-d)(1- f)-(1-b)e]x |=0

—afe+(1-d)(1-f)]

denklemi elde edilir. Burada

A=c+(@-b)@-d),

B=@1-d)a-(@1-f)c—(@-b)@-d)@-f)—(@2-Db)e,

C=-ale+(@-d)Q-f)]

olarak secilirse

A +Bx+C=0 (4.2)

seklinde ikinci derece denklem elde edilir. X denge noktasi (4.2) denklemini saglar.
(4.2) denkleminin diskriminant1 A=B?-4AC olup, A B,C Kkatsayilar1 yerlerine

yazilirsa

A=[(-d)a—-(1- f)c—(21-d)1-b)1- f)—(1-b)e]* —4[c+(L-b)L-d)][-a(e+(1—-d)(1-b))]

elde edilir. Bu ifade diizenlenirse

A=[A-d)a—(1- f)c—(1-b)(@A-d)1- f)+e)a]
—4[c+(1-b)(A-d)][-ale+(A—d)1- ))]

elde edilir. Burada gerekli islemler sonucunda
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A=a2(1-d)? +c2(L— f)? + (L—b)}[(L—d)(L— f)+e] +2ac(l—d)@- f)

+2a(l-b)(1-d)*1- f)+2ae(l-b)(1—d)+2c1-b)(1- f)[(L-d)@- f)+e]+4ace
olup gerekli diizenlemeler yapilirsa
A=[1-d)a-@1- f)c—(1-b)(@-d)1- f)+e)a]’ +4ace >0

elde edilir. (4.2) ile verilen denklemin kokleri ise asagidaki sekilde verilir.

. _BEVA

§ 2A

Bu kisimda, (4.2) denkleminin koklerinden birinin pozitif oldugu durumdaki denge
noktasini (pozitif denge noktasi) ele alinacaktir. (4.2) kuadratik denkleminde A >0

olmasi i¢in yeter ve gerek sart

C_ -afe+@-d)@-f)]
A c+(@-d)(1-f)

olmak lizere %< 0 olmasidir. Yani kokler ¢arpiminin sifirdan kiiciik olmasidir. Bu

durumda ise

—afe+@-d)2- )] _
c+(@-d)(1-f)

olur. a>0 oldugundan

e+@-d)-1)

(4.3)
c+(1-d)1-1)
elde edilir. Eger,
b,d, f €[1,) veya b,d, f €(0,2) (4.4)

ise (4.3) denklemi ile verilen sart saglanir. Benzer sekilde, ¥ ve 7 i¢in pozitif bir

¢oziime sahip olan (4.1) sistemi (4.4) sartin1 saglar. Yani (4.1) denklemi ile

verilensisteminin tek bir pozitif denge noktasi vardir. Boylece tek bir pozitif denge

47



noktasina sahip olan (4.1) sistemi asagidaki sartlar1 saglar (Kulenovic ve Nurkanovic,
2005).

Durum4.1l. b>1d>1 f >1:

1-d <0
1-f <0

1-b<0

}:(l—d)(l— H>0 ve

}:(1—d)(1—b)>0

olup, (4.3) denklemi saglanir.

Durum4.2.1) b=14,d>1 f >1

1-b=0 ve (1-d)1-b)>0

ile (4.3) denklemi saglanir.
Durum4.2.ii) d =1 b>1, f >1:

1-d=0, (@-d)Q2-b)=0ve 1-d)1-f)=0
i¢in (4.3) denklemi saglanir.

Durum4.2.iii) f =1, b>1d>1:

1-f=0, @-f)A-d)=0 ve (@-b)@2-d)>0
ile (4.3) denkleminin saglandigi goriiliir.
Durum4.3.i) b=d =1, f >1:
(1-d)1-b)=0ve 1-d)1-f)=0

oldugundan (4.3) denklemi saglanir.
Durum4.3.ii) d=f =1, b>1:

1-d=0 ve 1-f=0

(1-d)@A-b)=0 ve (1-d)1-f)=0

olup, (4.3) denklemi saglanir.
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Durum4.3.iii) b=f =1, d >1:
(1-d)@-b)=0 ve @1-d)@-f)=0
icin (4.3) denklemi saglanir.
Durum4.4. b=d=f =1:
1-b=0,1-d=0 vel-f =0
@1-b)1-d)=0 ve @-d)@-f)=0
ile (4.3) denklemi saglanir.

Durum4.5. b<1 d<1, f <1:
1-b>0,1-d>0 vel-f >0
(1-b)1-d)>0 ve @-d)A-f)>0
oldugundan (4.3) denklemi saglanir.

4.3 Lineerlestirilebilir Kararhhk Analizi

f(x,y,2)= ZT_'_; a(x,y,2) = % , h(x,y,z)= % olmak tzere;

XI"I+1 = f (Xn’ yn' Zn)’ yn+1 = g(xn’ yn' Zn)’ Zn+1 = h(Xn' yn' Zn) (4'5)

(4.1) denklemi ile verilen sistem, yukarida (4.5) formundaki genel bir sistemin bir 6zel

durumudur. (4.1) denklem sisteminin E =(X,Vy,Z) denge noktasindaki lokal asimptotik

kararliligini belirlemek i¢cin E noktasindaki

TOQMZ)=(

a+Xx C+y e+z
b+y ' d+z f+x

dontisiimiine karsilik gelen jakobiyen matris

fo f, f,
‘JT = gx gy gz
h. h, h
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seklinde olup, E denge noktasindaki hesaplamalar yapilirsa

! - 0
b+y b+y
1 _
F(E)= 0 d+7 _diz
z 0 1
f+X f+X

ile yazilir. s=-fg -fh-gh +gh +gf +fh
ifadesinden sifir olan terimler yerlerine yazilirsa, s=-f,g,—f,h,—gh, olupbu ise

1 1 1

- — —— — — — — — seklinde elde edilir. Benzer
b+yY)d+2Z) (b+y)(f+X) (d+2)(f+X)

islemler t=f g h, —f,g,h —f g,h, +f g,h +f,gh —fgh ifadesi icinkullanilirsa,

1-XyZ
(b+y)(d+Z)(f+X)

edilir. Ikinci boliimden de biliyoruz ki Jakobiyen matrisin karakteristik denklemi

seklinde elde

once t=f,g h, + f g,h, halini alir. Bu ifade ise t =

A°—rA?—sA-t=0 seklinde verilir. Bu durumda, E=(X,y,Z) noktasindaki lokal
asimptotik kararlilik Teorem 2.6 kullanilabilir. Burada, Teorem 2.6 y1 tekrar ifade

ederek, ispati1 agik bir sekilde verilen sistem i¢in yapalim.
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Teorem 4.1. (4.1) ile verilen sistemin karakteristik denklemi,
AP—rA?—si-t=0 (4.6)
ile verilsin. Bu durumda,

a) Eger (4.6) denkleminin biitiin ¢oziimleri 1 den kiigiik oluyorsa yani |l| <1 ise

(X,V,Z)denge noktasi lokal asimptotik kararlidir.

b) Eger (4.6) denkleminin ¢oziimlerinden en az biri 1 den biiyiikse (X,y,Z) denge

noktasi kararsizdir.
C) (4.6) denkleminin biitiin ¢6ziimlerinin 1 den kiigiik olmasi i¢in yeter ve gerek sart

Ir+t|<l-s, |r-3t|<3+s, t?-s-rt<1

yani
Ir+t|]<1-s

[Aos|<1 = |r=3t<3+s “7)
t?—s—rt<1

olmasidir.

Ispat. (4.7) sart1 ele alinirsa,
1) |r+t|<1-s (4.8)

olup, mutlak deger 6zelliginden

r+t<1l-s (4.9a)
ve
r+t>-1-s (4.9D)

olur. (4.8) de r,t,s ifadelerine karsilik gelen degerler yerine yazilirsa

1 1 1-Xyz |
+ + +
b+y d+7 f+%X (b+y)(d+2)(f +%)|

51



1 1 1
<1+ — — + — —+ — —
b+y)d+Z) (BL+y)(f+X) (d+7Z)(f+X)

elde edilir. Ilk olarak (4.9a) durumu ele almirsa yani;

i) r+t<1-s, r,t,sdegerleri bilindiginden bu ifadede yerine yazilirsa

1 1 1-XyzZ
+ + +
b+y d+Z f+X (b+y)d+7Z)(f+X)

1 1 1
<1+ — — + — — + — —
b+y)d+Z) (BbB+y)(f+X) (d+Z)(f+X)

elde edilir. Bu ifadede her iki tarafin paydasi esitlenirse yeni ifade

(d+7)(f +X) N (b+y)(f +X) N (b+y)(d+7)
b+V)d+2)(f+X) (B+y)d+7)(f+X) (b+y)(d+Z)(f +X)

1-Xy7)
(b+y)d+Z)(f +X)

_(b+7)(d+7)(f+7)+ (f+X) N (d+7)

b+y)d+2)(f+X) (B+y)d+7)(f+X) (b+y)d+7)(f +X)

(b+y)
(b+y)d+Z)(f +X)

seklini alir. Paydasi esitlenen bu ifade toplanirsa

d+Z2)(F+X)+(b+y)(f+X)+(b+y)(d+2)+(1-XY2)
(b+y)d+7Z)(f+X)

- b+yY)d+Z2)(f+X)+(f+X)+(d+2)+(b+Y)
(b+y)(d+Z)(f +X)

elde edilir. Bu son ifadede gerekli diizenlemeler yapilirsa

d+2)(F+X)+b+y)(f+X)+(b+y)(d+2)+(1-XY2)

<O+yY)d+2)(f+X)+(f+X)+(d+2)+(b+Y)
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elde edilir. Burada benzer ifadeler ortak paranteze alinirsa
d+Z2)(f+X)A-b-y)+1L-b-y)—-(f +X)QA-b-¥)

—(d+7)2-b-Y)

sonucuna varilir. Bu ise daha basit olarak

@-b-y)1-d-7)1-f-X)<XyZ (4.10)
seklinde yazilir.

X = §+—i oldugundan bu ifadede igler dislar ¢arpimi yapilir ve benzer ifadeler ortak
+y
paranteze alinirsa X(b+y)=a+X

= X(b+7y-1)= ¢ elde edilir. Son ifadenin her
iki tarafi X ile boliintirse

1-b-y)=-2 (4.11a)
sonucuna ulasilir. Benzer sekilde, Yy = €t Z Ve Z = °f Z_ icin gerekli diizenlemeler
d+z f+X
yapilirsa
- c
Ql-d-72)=—— (4.11Db)
y
ve
— e
A-f-X)=—= (4.11c)
z
elde edilir. (4.11la-c) ifadeleri (4.10) denkleminde

yerine  yazilirsa
(DI <XYZ & -ace< (XYY
Xy z

olup, esitsizlik daima saglanir.

i) r+t>-1—s durumu i¢in, (i) deki bu ifadede bilinen degerler yerine yazilirsa
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S S 1-XyZ
b+y d+Z f+X (b+y)d+2)(f+X)

B 1 B 1 B 1
b+y)(d+2Z) (GB+y)(f+X) (d+Z)(f+X)

elde edilir. Bu ifadede her iki tarafin paydasi esitlenip toplanirsa ve gerekli

sadelestirmeler yapilirsa

d+2)(F+X)+b+y)(f+X)+(b+y)(d+2)+(1-XY2)
>—0b+y)Ad+Z2)(f+X)—(f+X)—(d+Z)-(b+V)

elde edilir. Son ifadede benzer terimler ortak paranteze alinirsa
d+2)(f+X)A+b+y)+@A+b+y)+(f +X)A+b+y)+(d+2)A+b+y)>XyZ

olur. Bu ifade basitce

@Q+b+y)A+d+2)A+ f+X)>XyZ

seklinde yazilir ve dolayisiyla esitsizlik daima saglanir.

2) [r=3t|<3+s (4.12)

sartt i¢cin r—3t<3+s ve r—3t>-3—s olup r,s,t degerleri (4.12) de yerlerine

yazilirsa

1 1 3-3xyz |
+ + +
b+y d+7 f+X (b+y)d+2)(f+X%)|

- 1 B 1 B 1
(b+7)d+2) (b+y)(f+X) (d+2)(f+X)

elde edilir.
1) r—3t<3+s durumu i¢in

1 1 3Xyz-3
+ + +
b+y d+Z f+X (b+y)(d+7)(f+X)
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2 1 B 1 B 1
b+y)d+2Z) (O+y)(f+X) (d+2)(f+X)

olup, yine burada da paydalar esitlenip terimler toplanirsa

d+2)(F+X)+(b+y)(f+X)+(b+y)(d+Z2)+(3XYZ-3)
(b+y)(d+Z)(f +X)

< 3b+y)d+Z)(f+X)—(f+X)-(d+Z)—(b+V)
(b+y)(d+Z)(f +X)

yani

d+Z)(F+X)+(b+y)(f+X)+(b+y)(d+2)+(3XYZ-3)
(b+y)d+Z)(f+X)

- 3b+y)d+Z)(f+X)—(f+X)-(d+Z)—(b+Y)
b+ y)(d+2Z)(f +X)

son ifadede basit bir diizenleme yapilirsa
XYZ-3<3(b+y)(d+2)(f+X)—(d+2)(f +X)
—b+yY)d+2)-(b+y)(f+X)—(f+X)—(b+Yy)—-(d+7)
elde edilir. Benzer terimler ortak paranteze alinirsa
IXYZ<(Y+b-Dd+2)(f +X)+(Z+d-D(b+y)(f +X)

(X4 f-D)b+Y)d+7)—(R+f-1)—(Y+b-1)—(Z+d —1)

3XYZ<(X+ f-D[(0+Y)d+2)-1+ (Y +b-D[(d +2)(f +X)-1]
(4.13)
+(@Z+d-D[b+y)(f +%)-1]

seklinde yazilabilir. (4.13)’ de b>1, d>1 ve f>1 igin esitsizligin saglandigi

gortliir. Bunun igin

O<bd-1+bZ+dy
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ifadesinin her iki yania Yy Z ifadesi eklenip ortak carpan parantezine alinirsa
yZ<(b+y)d+7)-1
Son denklem X ile garpilir ve diizenlenirse
XYZ<X[(b+y)d+7)-<(X+f-D[(b+Yy)d+7)-1]
elde edilir. Benzer diizenlemeler
O<df -1+dx+fZ
ifadesi i¢in de yapilirsa
XYZ<y[(d+Z)(f+X)-LU=(Y+b-D[(d+Z)(f +X)-1]
sonucuna varilir.
O<bf -1+ fy+fX < Xy<df —-1+dX+fZ+XYy

< Xy<b+y)(f+X)-1

= XyZ <Z[b+y)(f +X) -1 <(Z +b-D[(b+V)(f +%)—1]

XYZ<(Z+d-D[(b+y)(f+x)-1]

seklinde esitsizlikler elde edilir.
X = b—f ifadesi igler diglar ¢arpimi ile  X(b+y)=a+X seklinde olur. Buradan
Ty

gerekli diizenleme yapilirsa

(Y+b-1)=

x| | o

(4.14a)

c+y

d+7z

elde edilir. y = ifadesinden
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(Z+d-1)= % (4.14b)
y
elde edilir. Son olarak 7 = e+7_ ifadesinden
f+X
- e
(f+X-D)== (4.14c)
Z
sonucuna varilir. (4.14a-c) denklemleri (4.13) denkleminde yerine yazilirsa
. _® _ _ a _ o C _ =
XYZ<—=[(b+y)(d+7Z)-1+—=[(d+Z)(f +X)-1]+—=[(b+Vy)(f +X)-1]
Z X y
elde edilip bu esitsizlik diizenlenirse
XYZ<o(d+Z)(F+RX)+—(b+y)(f +R)+=b+y)d+7)-2-=-2 (4.15)
X y z X

olur.X = z+ f olup bu ifadede igler dislar carpimi yapilirsaX(b+y)=a+X ve (b+Y)
+y
ifadesi yalniz birakilirsa

(b+7>=a%_Y (4.163)

+
<|

elde edilir. Ayn1 sekilde y = ; — Ve Z= ?+ Z_ i¢in benzer diizenlemeler yapilirsa
+7Z + X

d+7)=2Y (4.16b)
y

ve

(f+x)=2F2 (4.16¢)
Z

elde edilir. (4.16a-c) denklemleri (4.15) denkleminde yerine yazilirsa

(c+yxe+z C a+X,,e+7z e a+Xx,,C

—)—(_)( )+ - (=X

IXYZ<

57



elde edilir. Burada paydasi esit olan terimler toplanirsa

a(c+y)e+7Z)+c(a+X)(e+Z)+e(a+X)(c+y)—ayzZ—-CcxXxzZ—exz
XyzZ

IXVZ<

ve gerekli diizenleme yapilirsa
3(xyz)’ <a(c+y)(e+2)+c(a+x)(e+z)+e(@a+x)(c+y)—ayz—cXzZ—exz
denklemi elde edilir. Son denklem daha agik olarak

3(X ¥ Z)? < ace +acZ + aey + ayz + ace + acZ + CeX + CX Z + ace + aey + acxX + ax y
—ayZ-eXy—CcXzZ

seklinde olup,

3(X ¥ 7)* < 3ace + 2acZ + 2aey + 2cexX (4.17)

denklemi elde edilir.

i) r—3t >-3—s durumu i¢in de bilinen r,t,s degerleri yerine yazilirsa

1 1 3Xyz-3
+ + +
b+y d+Z f+X (b+y)d+7Z)(f+X)

+ L + L + L
b+y)d+7Z) (b+y)(f+X) (d+Z)(f+X)

son ifadede paydalar esitlenir ve terimler toplanirsa

d+2)(F+X)+(b+y)(f+X)+(b+y)(d+Z)+3XyZ-3
(b+y)d+7Z)(f +X)

S =Bb+y)d+Z2)(f+X)+(f+X)+(d+2)+(b+Y)
(b+y)d+7Z)(f+X)

olup elde edilen bu ifadede sadelestirme yapilirsa

d+2)(f+X)+b+y)(f+X)+(b+y)(d+Z)+3XyZ-3

>-3b+yY)(d+2)(f+X)+(f+X)+(d+2)+(b+Y)

58



olur ki son ifadenin benzer terimler ortak paranteze alinirsa
XYZ>—(d+72)(f+X)(b+y+D)—-(b+y)(f +X)(d+Z+1)

—b+y)d+2)(f+X+D)+(b+y+D)+(d+Z+D)+(f +X+1)
ve bu ifade lizerinde diizenleme yapilirsa sonug olarak

XYZ>b+y+Y[L-(d+2)(f +X)]+(d+Z+D[L-(b+Y)(f +X)]
(4.18)
+(f+X+D[1—-(b+Yy)(d+72)]

elde edilir.
X = Lf oldugundan bu ifadede i¢ler dislar carpimi yapilirsa X(b+y)=a+X elde
+y
edilir. Son ifadenin her iki tarafi X ile boliiniirse
_ a
(b+y)==+1 (4.193)
X

c+y e+7

olur. y= ve 7= — ifadeleri i¢in de benzer diizenlemeler yapilirsa

o
+
N|
+
>

d+7)=S41 (4.19b)
y

ve

(F+x)=S41 (4.19¢c)
YA

sonuclarina ulasilir. Elde edilen (4.19a-c) asagidaki ifadelerde yerine yazilirsa

ifadelerin sag tarafindaki sonuglar elde edilir.

1-d+7)(f +X) <0 < 1<(%+1)(§+1)

1-(b+y)d+7)<0 < 1<(§+1)(%+1)
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1-(f+X)(b+y) <0 1<(§+1)(%+1)

oldugundan (4.18) esitsizliginin sag tarafi negatifken bu esitsizlik daima saglanacaktir.

3) t* —s—rt<1 igin r, s, t degerleri yerine yazilirsa

(1-XyZ)° . 1 . 1 . 1
b+ +2)*(f+%x)*> O+y)d+2) O+y)(f+X) (d+2)(f+X)
<1

1 1 1
1-Xyz
_(b+7+d+7+f+)_<j( vz)

(b+y)d+7)(f +X)

elde edilir. Bu ifadede paydalar esitlenirse

(1-Xy7)’
(b+¥)*(d +2)*(f +X)?

(F+x) (d +7)
(b+y)d+2)(f+%)  (b+y)(d+2)(f +%)

(b+Y)
(b+y)(d +2Z)(f +X)

<1

_ (1-Xy7) _ (1-Xy7) _ (1-Xy7)
b+9)*[d+2)(f+X) (b+yY)(+2)°(f+X) (b+¥)(d+2)(f +X)°
(b+y)(d +2Z)(f +X)

elde edilir. Bu ifade diizenlenirse

(1-Xy7)’

(b+y)(d+Z)(f +X)°

(b+y)(d+2)°(f +X)

(b+y)*(d +2)°(f +X)?

(b+y) (d+7)(f +X)

(b+Vy)*(d +2)°(f +X)?

~@A-xyZ)(d+7)(f +X)

(b+VY)*(d +2)°(f +X)?

_(A-=xy7)(b+y)(f +X)

(b+y) (d+72)*(f +X%)°

_(@=-xXy7)(b+Yy)(d +7)

i (b+Y)*(d +2)°(f +X)?

(b+y)*(d+2)*(f +X)°

(b+VY)*(d +2)*(f +X)?

olup paydasi esit olan ifadeler toplanip gerekli sadelestirmeler yapilirsa
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A-XY2)*+O+y)(d+7)(f +X)*+ 0O+ y)(d+2)°(f +X)

+O+y) W +7)(f +X)-A-XY2)d+2)(f +X)-A-X V)b +y)(f +X)

_—(1— XyZ)(b+y)(d+7)

<(b+y)*(d+7)*(f +X)*

elde edilir. Son ifadede benzer terimler ortak paranteze alinirsa

A-XYZ)*+(d+2)(f +X)[(b+y)(f +X)-1]
+(b+y)(f +X)[(b+¥)(d+7Z)-1]+ (b+y)(d +Z)[(d +Z)(f +X)-1]

A +D)(F+X)XYZ+ 0+ Y)(F+X)XYZ+(b+Y)d+2)XY7Z

<(b+7¥)*(d+7)*(f +X)*
elde edilir. Buradan

A-XyZ)*+(d+2)(f +X)[(b+y)(f +X)-1+XyZ]

+b+y)(f+X)[(b+Vy)d+7)-1+X V7] < (b+¥)*(d+7)*(f +X)*(4.20)

b+ Y)[A+2)[(d+2)(f +X)-1+XY 7]

sonucuna varilir. Sonug olarak (4.13) veya (4.17) sartinin her ikisi ve (4.20) sarti

saglaniyorsa (X,V,Z) denge noktasi lokal asimptotik kararlidir denir. Bu da ispattir.

Teorem 4.2. Eger (4.20) yada (4.13) veya (4.17) sartlarinin her ikisi saglanirsa (4.1)

sisteminin (X,Y,Z) denge noktasi lokal asimptotik kararlidir. Eger,
b>1, d>1, f>1 (4.21)
ise (4.1) sisteminin (X,¥,Z) denge noktasi lokal asimptotik kararlidir.

Ispat. Ispat igin (4.21) ile verilen sartlarin (4.20) ile verilen denklemi sagladigimi
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gostermek yeterli olacaktir. (4.20) sart1

(b+y)?(d +2)*(f +Xx)*—(L—xyz)* —(d + 2)(f +X)[(b+ y)(f +X) -1+ xyz]

—(b+y)(f +xX)[(b+y)(d+2)-1+xyz]-(b+y)(d +2)[(d +z)(f +Xx) -1+ xyz]

seklinde olup, gerekli diizenlemeler yapilirsa

[ v22%£2 +0222%% + y2d X2 + xyz + byd *x% + byz?x? + bydzx? + y2d ? fx
+y? f2dz +b%z° fx + y?z° fx + yz° fx + y2dzfx + y°dzx® + b°dzx® +byz* f 2
(bd —1)( fd —1)(bf —1) + yx*d (bf —1) + x*yz*(b —1) + yx*z(bd —1)
+2bdzx(bf —1) + 2bdyx(df —1) + y2dx(df —1) + yzf (df —2)
+bz®x(bf —1) + xyzbf (d —1) + xyzbd ( f —1) + xyzb(df —1) + 2xyzd (bf —1)
+2xyzd (bf —1) + 2xyzf (bd —1) + bx*d (bd —1) +bz* f (bf —1) + y*z°x(f —1)
+xyz? f (b —1) + x*yzb(d —1) + yz®x(bf —1) +bz*xy(f —1) + y*df (df —1)
+y?zx(df 1)+ y?zxf (d =1) + y?zxd (f —1) + x*y?z(d —1) + bx*z(bd —1)
+yz? £ (bf —1) + 2ydzf (bf —1) + x*yzd (b —1) + xyz(df —1)(b—1)
+yF (df —1)(bd —1) + bz(bf —1)(df —1)+ zf (bf —1)(bd —1)
+dy(df —1)(bf —1)+bx(bd —1)( fd —1) + dx(bd —1)(bf —1)

+xz(1-b* +2b* fd — 2bf ) + xy(1—d* + 2bfd* — 2 fd)

+2y(1— £ 2+ 2bdf 2 — 2bf)
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elde edilir. Yukaridaki biitlin terimlerin toplami son ii¢ toplam hari¢ negatif degildir
veya her ikisi de pozitiftir. Eger (4.21) sart1 saglanirsa son ii¢ toplamin negatif olmadigi

gosterilebilir. Bu ise asagidaki sekilde agiklanir. Birinci toplam igin,
xz(1—b* +2b* fd — 2bf)

> xz(1-b* +2b* f —2bf ) = xz[1—b? + 2bf (b —1)]

=xz(b-1[2bf —(b+1)]= xz(b-1)(2b-b-1) = xz(b-1)* >0

olur. Ikinci toplam igin:

xy(L—d? + 2bfd? — 2 fd)
>xy(l-d*+2fd? -2 fd) = xy[Ll—d?* +2df (d —1)]

= xy(d —~D[2df —(d +1)]> xy(d —~1)(2d —d ~1) = xy(d -1)> >0

seklinde gosterilir. Ugiincii toplam igin ,

zy(L— 2+ 2bdf 2 - 2bf )
> 7y(L— %+ 2bf 2 — 2bf ) = zy(f —1)(2bf — f —1)

> 7y(f —1)(2f - f -1)]=2zy(f -1)>>0.

bi¢iminde ifade edilir.
4.4 Global Cekim Sonuglari

Bu boliimde, (4.1) denklem sisteminin denge noktalarinin global ¢cekim sonuglar elde
edilecektir. Iki boyutlu denklem sistemleri igin benzer sonuglar1 Kulenovic ve

Nurkanovic( 2002), Kulenovic ve Nurkanovic ( 2005)’ de tartigmislardir.

Teorem 4.3. [a,b],[a,,b,],[a,,b,] birer aralik B =[a,,b]x[a,,b,]x[a;,b;] olmak iizere

f:B —[a,b], g:B—[a,,b], h:B — [a;,b],
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ile tanimly, stirekli f,gve h fonksiyonlar asagidaki sartlari saglarlar.

a) V(x,y,2)eB i¢in f(x,y,z) fonksiyonu x ve z noktasinda artan y noktasinda

azalan,
V (X,Y,2) € B igin g(x,Y,z)fonksiyonu x ve y noktasinda artan z noktasinda azalan,

YV (X,Y,2) € Biginh(x,y, z) fonksiyonuy vez noktasinda artan ve X noktasinda

azalandir.
m = f(m,M,,m,), M, =f(M;,m,,M,)

b) m, =g(m,m,,M,) M, =g(M;,M,,m,) (4.22)
m,=h(M,,m,,m,) M, =h(m,M,,M,)

Eger, (4.22) sisteminin bir ¢dziimii varsa m =M,, m,=M,, m, =M, olur. (4.5)

sisteminin (X, Y,,Z,) € B noktasindaki her ¢dziimii (X,y,Z) e B denge noktasina

yakinsar.

ispat.

m® =a, mY =g,  m=a,,
M1(0):b1’ M§0)2b2’ Ms(O):bsv
i=12,3,.. seklinde tanimlansin.

Mo = (D MEDmE), MO = (MDD M),

MY =g, mi, MED), MO —g(MEH, M, mi ), (.23
m =h(M P, mE Y, mi ), ML =h(m M M),

B araliginin degismezligi kullanilirsa:

m® <m®, m® <mf, m® <m{,

MO >MO, M >MP, M >ME,
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elde edilir. f,gve h fonksiyonlarinin monotonlugunu ile:

m(l) = f (m(O) M (0) m(O)) < f (m(l) Mz(l)’ mél)) — m1(2)’

m® = g(m?, m?, ML) < g(m®,m&, M) = m2,

m® =AM, m®, m®) < h(M2, m® m®) = m@,

M ® _ f (M (0) m(O) M (0)) > f (M @ m(l) Mél)) — Ml(Z)’

(1) _g(M(O) M(O) m(O))>g(M(1) M(l) él)):Mf),

M = h(m®, M2, M) > h(m, M9, M) =M.
elde edilir. Timevarim prensibi: 1=0,12,... icin
a=m%<mP <. . <mP<.<MP <. .<MP <M? =p,
a,=m?<mP <. <m <. . <MP <. <MP <MP =h,,
a,=m®<mP <. .<mP <. <MP <. . <MP <M =h

3 -

elde edilir.
MO <x <M®, mO<y <MO, m® <z <M.
f, g ve hfonksiyonlarinin monotonlugu ile:
m® = £ (M@, MO, m®) <x = f (%, Yo, 2,) < F (MO, m®, MOy =M,
m =g(m”, m”, M”) <y, = 9(%,, ¥, 20) <g(M” , M” m?) =M,
m{’ =h(M?,m®, m?) <z, =h(X,, ¥y, 2,) <h(M?,MP M) =M,
m® = £ (MO, MY, mP) <x, = £(x,y,,2) < F M, mP M) =M 2,
m? = g(m?, mP MP) <y, = (%, %,,2) SGME, MP M) =M,

m® =h(M®, m®, m?) <2, =h(x, y;,2,) < h(m®, M, MP) =M.
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esitlikleri saglanir. Sonug olarak Vk =0,1,2,... igin
Mo <x <M® mP<y <M®, m <z <M®.

elde edilir. Boylece m,m,,m;,M,, M, ve M,sayilart mevcut olup

m, = limm,, m, = limm;, m, = limmy,
k—o0 k—o k—o0

M, =lim M/, M, =limM}, M, =limMJ,
k—o0 k—o0 k—o0

esitlikleri elde edilir.

m, <limx, < limxk <M;, m,<limy, <limy, <M,, m,<limz, <limz, <M,.
—w© k—o0 k—o0 k—o0

e e

dir. f,gve hfonksiyonlarinin siirekliligini kullanarak (4.23) sistemi saglanir.
m = f(m,M,,m,), M, = f(M;,m,,M,),

m, =g(m,m,,Mg), M, =9g(M;,M,,m,),

m, =h(M;,m,,m,), M, =h(m,M,,M,),

Teoremin (b) sikki kullanilirsa

m=M,=X, m=M,=y, m=M,=7

elde edilir ki buda ispat1 tamamlar.

Teorem 4.4. [a,b], [a,,b,], [a,,b,] araliklar1 ve f, g, h fonksiyonlart Teorem (4.3)

deki sartlar1 saglasin. Bu durumda asagidaki sartlar saglanir.

a) VY(x,Y,z) e Bigin f (X, Y, z) fonksiyonu x noktasinda artan, y ve z noktasinda azalan,
VY(X,Y,2) e B igin g(X,Y,z)fonksiyonu y noktasinda artan, X ve z noktasinda azalan,

V(X,¥,2)eB ig¢in h(x,y,z) fonksiyonu znoktasinda artan ve X Ve Yy noktasinda

azalandir.

b) m, = f(mliMz’Ms)’ M1: f(Ml’mz’m3)1
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m, =g(M;,m,,M,), M, =g(m,M,,m,), (4.24)
ms:h(Mlilem3)v M3:h(ml’m2’M3)’
Eger (4.24) sisteminin bir ¢6ziimii varsa m, =M, m, =M,, m, =M, olur.

(4.5) sisteminin (X,,Y,,z,) € B noktasindaki her ¢dziimii (X,y,Z) € B denge noktasina

yakinsar. B aralifi Teorem (4.3) ve Teorem (4.4)’tn oOzelliklerini ihtiva eder.

(f,g,h):B— B olup, B (4.5) denkleminin ¢6ziim araligidir.
4.5 Coziim Arahg

Bu boliimde, parametrelerin bazi 6zel degerleri igin, baz1 6zel durumlara ait global

¢Oziim araliklar1 Teorem (4.3) kullanilarak elde edilecektir.

Durum4.1l. b>1d>1 f >1:

Bu durumda (4.1) sisteminin tek bir pozitif (X,y,Z) denge noktasi vardir ve (4.1)
sistemi
c+y e+z2

a+ X
f(le,Z):m' g(X,y,Z)=ma h(X'y,Z)=f+X

seklindeki (4.5) formunda gosterilebilir.

f,g,h fonksiyonlarinin monotonlugunu kullanarak ve X,y ve z bilesenlerinin her biri

icin ¢oziim araliklarini tespit etmek amactyla X,y ve z igin sinirlar sirastyla

LYl [L,U,], [L,U,], olmakiizere L, U;, i=12,3 dur.

I_1Sa+L1 < n+1=aernSa+UlS
b+U, b+y, b+l

1!
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seklinde yazilir. Burada L, =L, U, =U,i=123olarak kabul edilir ve yukaridaki

esitsizlikte yerlerine yazilirsa, boylece

L<BFb oy _at% arl (4.25a)
b+U b+y, b+L

L<Srb oy S OV (4.25)
d+U d+z, d+L

Ll o, ¥ etV (4.25¢)
f+U f+x f+L

sonucuna varilir. (4.25a)’ in sol esitsizliginden,

LSZ“LL'I = L(b+U)<a+L = Lb+LU<a+L= LU <a+L(1-b)
+

ve sag esitsizliginden,

a+u
b+L

<U = a+U<U((b+L)= a+U<Ub+LU = a+U(l-b)<LU

elde edilip,

a+U(@-b)<LU <a+L(@-b) (4.26)
sonucuna varilir. (4.25b) ve (4.25c)’ de benzer islemler yapilirsa sirastyla
c+U@-b)<LU <c+L(1-d) (4.27)
e+U(@-f)<LU<e+L(1-T) (4.28)
elde edilir. (4.26) ,(4.27) ve (4.28) esitsizlikleri

b>1, d>1, f>1 (4.29)

(4.29)’ un saglandig1 her durumda sabittir. Yukaridaki esitsizlikte L=0 alinirsa

U>maxi— & € (4.30)
b—1'd-1"f -1
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elde edilir. Boylece (4.1) sisteminin ¢oziim araligi B =[L,U]x[L,U]x[L,U] olup
L=0 oldugundan B=[0,U]x[0,U]x[0,U] elde edilir. Dolayisiyla (4.1) sisteminin

¢Ozlim aralig1
S,, =[0,UT® (4.31)
olur. Bu durumda Teorem (4.3) uygulanirsa (b) sartindan,

_atm _a+M,
1

m

" b+M,’ " b+m,’
2:c+m2’ M2:c+M2’
d+M, d+m,
3:e+m3, M3:e+M3.
f+M, f+m

elde edilir. Tlk ikisinden

_a+m a

m, = = b+M,))=a+ = b+M,-l)=a > m =—— ve
S = mbEM)=arm = mbeM,D=a s m = A
M, =2Mi M bem)=a+M, = M (b+m -T)=a =M, =— >

" bm, T 1 MR Th_1+m,

seklinde belirlenir ve birbirine boliiniirse

m _b-1+m, (4.32a)

M, b-1+M,

elde edilir. Benzer sekilde

C+m, c

=—2 = md+M)=c+m=>m,(d-1+M,)=Cc=>m =———

ve

M,=StMe M o@dem)=ciM, = M, [d-1+m)=c > M, =—°
2" d+m, 25T 2 e : 27 d—1+m,

olup, oranlanirsa
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m, d-1+m, (4.32b)
M, d-1+M,

elde edilir. Son olarak

e+m, e

m, = =>m(f+M)=e+m,=>m(f -1+M)=e=>m=——

3 f+M1 3( 1) 3 3( l) 3 f—1+M1

M —e+M3:>M (f+m)=e+M, = M, (f -1+m)=e =M S
3 f+m, 3 m, 3 3 m 3 f1+m,

seklinde basit¢e belirlenir. Buradan,

m,  f-1+m

B E . (4.32¢)
M, f-1+M,

elde edilir. Bu (4.32a), (4.32b) ve (4.32¢) swrasiyla «, @,, a, ile esitlenirse

ﬂ:alSL ﬂ:azsl ve &:%31

Ivll M 2 M 3

elde edilip (4.32a), (4.32b) ve (4.32c)’ de gerekli islemler yapilirsa

(b-D(e, -1 =M,(a, - ),

(d -1)(e, ~1) = My (e, - ), (4.33)

(f —1)(0t3 -1 = Ml(al _as)-
sonucuna varilir.

b>1,d>1ve f>1 ise (4.33) esitsizliginin sol yanlari ya sifira esit ya da sifirdan

kiiciiktiir. Boylece

a,-, <0, a-a,<0 ve o-a,<0
dir. Dolayisiyla

oo, o o =0,=0,

dir. (4.33) sartina gére o, =, =, =1 olup
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Mlzml' |\/|2=m2, M3:m3

elde edilir. Sonu¢ olarak Teorem (4.3)lin (b) sart1 saglanmis oldu. Teorem (4.3) ve
(4.2) yi kullanarak U ’nun sag taraftan limiti keyfi genis aralikta segilebilir. Bu

durumda ise asagidaki global sonug elde edilir.

Teorem 4.5. Kabul edelim ki b>1, d>1, f>1 olsun. S,, kiimesi degismez ve

cekim noktas: olan bir kiimedir ve (4.1) sisteminin her {(x,,V,,z,)} ¢0ziimii i¢in

limx, =X, limy =y ve limz =7

n—oo n—oo N—o0

olacak sekilde tek bir pozitif (X,y,Z) denge noktasi global ¢ekim noktasidir. Ayrica tek

pozitif (X,¥,Z) denge noktasi global asimptotik kararlidir.
Durum4.2. b=1,d>1 f>1(d=Lb>1 f>1veya f=1b>1d>1)

Bu durumda ise (4.1) sisteminin tek bir (X,y,Z) pozitif denge noktasi vardir.
b=1 d>1 f >1 sart1 igin islemler yapilacaktir. Diger iki durumda ise benzer islemleri

yapmak miimkiindiir. Durum 4.1 deki gibi ¢6ziim aralig1

n

R, :[UE,U]X[UE,U]x[o,us] (4.34)

seklinde olup, ¢6zlim kiimesinin sinirlar1 agagidaki sartlardan elde edilir.

L < a+L <x .= a+X, < a+U,; <u,,
b+U, b+y, b+l

c+L, c+y, c+U,
< Syn+1: <
d+U, d+z, b+l

<U,,

< :e+zn<e+U2<
f+U, " fax  fel

<U, (4.35a)
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c+L c+y, c+U
< = < <

< < = < <U, 4.35b
d+U, You d+z, d+L, ( )

e+z e+U
= n < 3 <U,, 4.35¢c
f+ru "™ f+x  f+L 3 ( )

elde edilir. (4.35a)’ nin sag ve sol esitsizliklerinden sirasiyla

L<® LU £a+L:>Ls§

1+U

a+u
1+L

<U =a+U <U +UL:>S£L

olup L sinir1 bulunmus olur. (4.35b)’ de L, =0 alinirsa

c+U <U = c+U<Ud = _dcl

<uU

elde edilir. (4.35¢)’ nin sag esitsizliginden

e+U, e
<U, =De+U,<U,(f+L)=>e<U,(f -1+L) > ——<U
Lo s s <U( ) o( ) Fo1e) -

elde edilip L:Ui oldugundan LU =a = L=U almrsa L>’=a = L=+/a olup

e
(1)

sonucuna varilir. (4.35b)’nin sol kismindan

CrL o (d+U,)<c+L = L{d-1+U,)<c = L(d -1+

e
d+U, f—1++a

L< )<c

yazilir ve L = Ui kullanilirsa

2 d-1+ y<c = Z(d-1+ )<U
U o

e €
f-1++a f-1+a
elde edilir. Dolayistyla
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U > max{g(d -1+
c

f—+J_)J_}

sonucuna ulasilir. Boylece

, Uy > (4.36)

& >_C &
f-1++/a Td-1 f-1+va

sinirlart elde edilir. (4.33) ile verilen denkleme Teorem (4.3) uygulanirsa, o, =, elde

U> max{g(d -1+
c

),ﬁ}, U

edilir. Son iki esitligin ¢arpimindan da
(d _1)(f —1)(0{1 —l)(Ot3 _1) = |V|1|V|3(a3 _al)(al _053)

elde edilir. Bu esitlik i¢in (4.33) sartindan dolay1 ¢; =1 veya o, =1 olmak zorundadir.

Boylece
mlel’ m2:|\/|2, m3:M3

ifadeleri saglanir. Dolayisiyla Teorem (4.3)’iin (b) sart1 saglanmis olur. Teorem (4.3) ve

(4.2) kullanarak U ve U, ¢oziim araliklarmin sag taraftan limiti alindiginda keyfi

sabitler secilebilir. a ifadesini keyfi kiigiik secmek i¢in soldan limiti alinir. Boylece

global ¢ekim sonucu asagidaki gibi elde edilir (Kulenovic ve Nurkanovic, 2005).

Teorem 4.6. Kabul edelim ki b=1, d>1 ve f >1 olsun. U, U, ve R, kiimesi bir
degismez ve ¢ekim noktasi kiimesidir ve (4.1) sisteminin tek bir (X,Y,Z) denge noktasi

global ¢ekim noktasidir. Ayrica (4.1) sisteminin her {(x,, V., z,)} ¢6zimii ig¢in

limx, =X, limy =Yy, limz, =7

n—oo n—o0 n—oo

dir. Burada d =1, b>1, f>1 ve f=1, b>1, d>1 durumlar1 bu duruma benzer

seklinde yapilabilir. R, R.; kiimeleri uygun bir sekilde tanimlanirsa ayn1 sonug elde

inv2? inv3

edilir.
Durum43. b=d=1 f>1lve(d=f=1Lb>1veyab="f=1d>1):

Bu durumda (4.1) sisteminin tek bir (X,y,Z) pozitif denge noktasi vardir. Durum 4.1 de

oldugu gibi
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anvz[o,ullx[ui,uzlx[ui,uzl

2

seklinde ¢oziim aralig1 elde edilir (Kulenovic ve Nurkanovic, 2005). Coziim kiimesinin
siirlar1 agsagidaki sartlardan elde edilir.

L < a+L <x = a+tX _ a+U,; <u,,
b+U, b+y, b+L,

L < c+L, Syn+1:c+yn sC+U2 <u,,
d+U, d+z, d+1L
Lssﬂszml: er 4, se+U2 <U,.
f+U, f+x, f+L

Burada L, =L, ve U, =U, ve b=d =1alimirsa

- (4.37a)
1+U, 1+y, 1+1,
LZSCH‘ZSyn+1_c+y“sc+uzsuz, (4.37b)
1+U, 1+z, 1+L,
e+L e+z, e+U
I_2<f+U2 " f+Li£U2’ (4.370)
1 n

elde edilir. (4.37b)’ nin sag ve sol esitsizliklerinden sirasiyla

L<®b | iU <ciLoL< S
2 1+U 2 2~ 2 2 2
2

2

c+U,
1+1L,

<U,=c+U,<U,+U,L, = S <L,
2

bulunur ve L, =U, aliirsa

Lzzui - LU,=c = U,>+c

2

sonucuna ulasilir. (4.37a)’ daki sag taraftaki esitsizlikten ve L, = < oldugundan

2
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atY, U, s a+U, <U+UL —a<u, S =u, > 2u,
1+1L, U, c

olur. (4.37¢)’ nin sol tarafindaki esitsizlikten

e+L,
<
27 f+U,

= Lf+LU <e+lL, = LU, <e+L,(1-f)

= S8y, <er S 1-f)=ac<e+r (1)

U, c u, u,
Ly, sy
e—a

elde edilir. (4.37¢)’ nin sag tarafindaki esitsizlikten ve L, =0 oldugundan

eV (U, = etU, <UL F4UL = - <U,
f+L f-1

sonucuna varilir. Dolayisiyla

U, esa, UsmagtU=D ey .0 (4.38)

U, >
e—a f-1

oo

sinirlar elde edilir. Teorem (4.3)’lin uygulanmasi ile (4.33)’ da ilk iki esitlikte esitlikte

o, = a, = a, ve uglincii esitlikte o, =1 saglanir. Yani
m=M;, m=M,, m=M,

olur. Sonug olarak Teorem (4.3)’ iin (b) sart1 saglanmis olur. Teorem (4.3) ve (4.2)’ yi

kullanarak U, ve U, ¢oziim araliklarinin sagdan limiti alindiginda keyfi genislikte

secilir. UL ise keyfi kiigtikliikte segilebilir. Dolayisiyla global ¢ekim sonucu asagidaki

2

gibi elde edilir (Kulenovic ve Nurkanovic, 2005).

Teorem 4.7. Kabul edelim ki, b=d =1, f >1 olsun. P,, kiimesi degismezdir ve ¢ekim
kiimesidir. (4.1) sisteminin tek bir (X,Y,Z) pozitif denge noktasi global ¢ekim

noktasidir ve (4.1) sisteminin her {(X,,Y,,Z,)} ¢6ziimi i¢in
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limx, =X, limy =V, limz, =7

nN—c0 N—o n—o

olur. Yine burada da d=f =1 b>1 ve b=f =1 d>1 durumlan benzer sekilde

yapilabilir, P, ve P

) 13 ¢0ziim kiimeleri i¢in de ayn1 sonuglart verir.
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BOLUM V
SONUCLAR

Iki ve ii¢ farkli tiiriin rekabete dayali popiilasyonlarmin degisimlerin incelenmesi amact
ile, iki ve li¢ boyutlu kesirli fark denklem sistemleri sirasiyla tezin {i¢iincii ve dordiincii
boliimlerinde ele alinmustir. ilk olarak, iiciincii béliimde iki boyutta fark denklem

sistemi, x,,Y, keyfi negatif olmayan baslangi¢ sartlari, a, b, d ve e parametreleri

pozitif sayilar olmak tizere:

_a+X, _d+y,
b+y,’ " etx

1 n=01...

seklinde verilmistir. Bu sistemin a ve b parametrelerinin a>0 ve b>0 olmasi
halinde Durum ( 3.1-6)’ y1 saglayan bu sisteme ait pozitif denge noktalar1 bulunmustur.
Bu denge noktalarinin lokal ve global asimptotik kararliliklar1 Teorem 3.1 ve lineer
kararlilik analizi yardimiyla incelenmistir. Ayrica Durum (3.1-3) i¢in uygun olan
dikdortgensel bolgedeki global ¢ekim sonuglarina yer verilmis, Durum (3.4-6) i¢in
dikdortgensel bolge belirlenemediginden monoton doniisiim teknigi yardimi ile sonuglar

elde edilmistir.

Ikinci olarak dérdiincii boliimde a, b, ¢, d, e, f e (0,00) parametreler ve X, Y,,z, keyfi

negatif olmayan reel sayilar olmak tizere ii¢ boyutta kesirli fark denklem sistemi,

a+Xx, _CH+Y, e+,

=—, nil — y = y n:O,l,
b+y, d+z, f+x,

n+1 n+l

seklinde tanimlanmistir. iki boyutta oldugu gibi bu sistem icin de denge noktalari
bulunmus, bu denge noktalar1 yardimiyla bir ikinci dereceden denklem elde edilip bu
denklemin koklerinden birinin ve diskriminantin pozitif oldugu ve kokler ¢arpiminin
sifirdan kii¢lik olma durumunda tek bir pozitif denge noktasina sahip olmasini saglayan
Durum (4.1-5) elde edilmistir. Ayrica lineer kararlilik analizi ve Teorem 4.1-2
yardimiyla denge noktalarmin lokal asimptotik kararliligi ve sistemin monotonluk

ozellikleri kullanilarak bu denge noktalarindaki global ¢ekim sonuglari elde edilmistir.

Son olarak Durum (4.1-3) i¢in ¢6ziim araliklar1 belirlenerek bu aralikta pozitif denge

noktalarinin global asimptotik kararliligina yer verilmistir.
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