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OZET

OZEL BIR KONGRUANS GRUBUNUN IMPRIMITIF HAREKETI

AKSIT, Elif
Nigde Omer Halisdemir Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti

Matematik Anabilim Dali

Danigman : Dog. Dr. Serkan KADER

Agustos 2017, 68 sayfa

Bu tezde amacimiz I’y (N) kongriians alt grubunun PSL(2,R) deki normalliyeninin

Ozel halde alt yoriingesel graflarini incelemektir.

Birinci boliimde konuyla ilgili literatiir taramasi verildi. Ikinci bdliimde ¢alismamizda
kullanilacak temel tanim ve teoremler verildi.
Ugiincii bolimde ise T, (N) nin PSL(2,R) deki normalliyeninin imprimitif hareket

sonucunda ortaya cikan alt yoriingesel graflar1 ve buradaki kenar ve devre sartlari

p>3 asal, p=1(mod4) olmak iizere N=2-3’p> ve p>3 asal, p=1(mod3)

olmak iizere N =2’3p’ alinarak bulunmustur. Ayrica N =2-3%p’ i¢in alt yoriingesel

grafin orman olma sart1 verilmistir.

Anahtar Sozciikler: Modiiler grup, normalliyen, imprimitif hareket, alt yoriingesel graf, devre
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SUMMARY

IMPRIMITIVE ACTION OF A SPECIAL CONGUENCE GROUP

AKSIT, Elif
Nigde Omer Halisdemir University
Graduate School of Natural and Appiled Sciences

Department of Mathematics

Supervisor : Associate Professor Serkan KADER

August 2017, 68 pages

In this thesis, the aim is to study suborbital graphs of the normaliser of congruence

subgroup Iy (N) in PSL(2,R) for special cases.

In the first section, the review of the literature is given. In the second section, we give

some basic definitions and theorems to be used in our work.

In the third section, we get suborbital graphs arising from the imprimitive action for the

normaliser of I’y (N) in PSL(2,IR)and conditions of edge and circuit for N =2-3%p*,
p>3 prime, p=1(mod4) and N =2°3p>, p>3 prime, p=1(mod3). Also the

condition of suborbital graph to be forest is determined for N =2-3*p*.

Keywords: Modular group, normaliser , imprimitve action, suborbital graph, circuit



ON SOz

Bu calisma, I'j(N) kongriians alt grubunun PSL(2,R) deki normalliyeni olan

Nor(FO (N )) nin @ genisletilmis rasyonel sayilar kiimesinin maksimal bir alt kiimesi

iizerindeki hareketinden ortaya ¢ikan alt yoriingesel graflarini bulmak amaci ile Nigde
Omer Halisdemir Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisi Matematik Anabilim dalinda

yiiksek lisans tez caligmasi olarak yapilmastir.

Bu ¢alismanin her asamasinda yardimlarini esirgemeyen, calismam boyunca bana her
tirli kolayligi saglayan tez damismanim Dog¢. Dr. Serkan KADER’ e, moral ve
motivasyon desteklerinden dolay1 Prof. Dr. Atakan Tugkan YAKUT ve Do¢. Dr.

Durmus DAGHAN’ a sayg1 ve siikranlarimi sunuyorum.

Tim egitim-6gretim hayatim boyunca maddi ve manevi desteklerini esirgemeyen
aileme, varligiyla hep yanimda olan yoklugunda bile hep destegini hissettigim

kiymetlim Tevfik AKSIT’ e ¢ok tesekkiir ederim.
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SIMGE VE KISALTMALAR

Simgeler Ac¢iklama

C Kompleks sayilar kiimesi

C Genisletilmis kompleks sayilar kiimesi

¢ (a) Euler fonksiyonu

r Modiiler grup

I, (N) I nin N |c olan bir alt grubu

Nor(FO (N)) [, (N) nin PSL(2,R) deki normalliyeni

I, (N ) Normalliyenin determinanti 1 olan elemanlarinin grubu
N Dogal sayilar kiimesi

PSL(2,R) Gergel katsayili, lineer, kesir doniisiimlerinin grubu
R Reel sayilar kiimesi

R Genigsletilmis reel sayilar kiimesi

Q Rasyonel sayilar kiimesi

@ Genigsletilmis rasyonel sayilar kiimesi

U C de tist yar1 diizlem

Z Tam sayilar kiimesi

Ac B A kiimesi B kiimesinin alt kiimesidir

A<B A grubu B grubunun alt grubudur

|A:B| B alt grubunun 4 daki indeksi

al|b a sayist b sayisini boler

athb a sayist b sayisini bolmez

X



allb

a=b(modN)

(a.b)

Gx

a sayist b sayismin bir tam bolenidir
N sayisi (a-b) sayisini boler
a ile b sayilarmin en biiyiik ortak boleni

x noktasinin G deki sabitleyeni

x noktasinin G - yoriingesi



BOLUM I

GIRIS

Lineer kesirli ddniisiimler grubu, Oklid olmayan geometriler ve invaryant teorinin
ortaya ¢ikmasiyla biiylik 6nem kazanmistir. Lineer kesirli doniistimler grubu topolojik

grup yapisina uygun oldugu i¢in analiz ve cebirsel yontemlerle incelenmistir.

a,b,c,d eR ve ad —bc =1 olmak tizere 7:z > az+b

seklindeki doniisiimlerin grubu
cz+d

PSL(2,R) ile gosterilir. Bu U = {z eClIlmz> 0} iist yar1 diizleminin bir otomorfizm
grubudur. PSL(2,R) nin ayrik bir alt grubu olan I' Modiiler grubunun, I'(N), I'j(N),

I'"(N),I,(N) kongriians alt gruplart iizerine oldukea fazla ¢alismalar vardir.

Bir kiime iizerinde hareket eden bir permiitasyon grubunun alt yoriingesel grafi fikri ilk
olarak C. C. Sims tarafindan 1967 de ortaya atildi. Biggs ve White (1979) ise bunun
sonlu gruplara uygulamalarmi yapmiglardir. Ayrica Jones, Singerman ve Wicks (1991)
alt yoriingesel graflar ve devre uzunluklar1 incelemisler ve bu calismada konjektiir

olarak birakilan orman olma sart1 Akbag (2001) tarafindan ¢oziilmiistiir.

Diger taraftan graflarla, sayilar teorisi ile ilgili baz1 temel sonucglarin 6zellikle Fibonacci
sayilarmm elde edilmesi graf teorinin dnemini daha da artirmustir. Kor (2012), Unal
(2013) ve Akbaba (2016) tezlerinde alt yoriingesel graflarmm o6zelliklerinden

faydalanarak Fibonacci sayilarma ulagmistir.

I, (N ) nin PSL(2,R) deki normalliyeni Lehner ve Newman (1964) tarafindan

calisildi. Conway ve Norton (1979) ise normalliyenin elemanlarinin karakterizasyonunu

tam olarak yapmislardir.

PSL(2,R) nin Fuchsian grubu ve sonlu tretilmis olan normalliyen, grubun cinsi g,

iiretici eliptik elemanlarin mertebesi m; ve parabolik smif sayis1 s olmak iizere



(g m,my,...,m; s)

ile verilen bir simgeye sahiptir.

N nin karesiz olmasi durumunda simge problemi Maclachlan (1981) tarafindan
cOzililmiigtiir. N nin keyfi olmast durumu ise hala agik bir problemdir. Fakat
Normalliyenin parabolik sinif sayis1 Akbas ve Singerman (1992) tarafindan bulundu ve

3, 4 ve 6 mertebeli eliptik tiretici elemanlar tam olarak belirlendi.

N nin karesiz olmasi durumunda I'; (N ) nin PSL(2,R) deki normalliyeninin alt

yoriingesel grafindaki devreler (Akbas ve Baskan, 1996; Keskin, 2006) ve N nin Akbas
ve Singerman (1992) de verilen transitif hareket kosulunu saglamasi durumunda
(Keskin ve Demirtiirk, 2009) de bulunmustur. N nin transitif hareket kosulunu

saglamamasi durumunda 6zel haller i¢in alt yoriingesel graflar ( Kader vd., 2010; Giiler

vd., 2011; Giiler vd., 2016) da incelenmistir.

Bu ¢alismada I'; (N ) nin PSL(2,R) deki normalliyeninin imprimitif hareket sonucunda
ortaya ¢ikan alt yoriingesel graflar1 p >3 asal, p= l(mod 4) olmak iizere N =2-3*p?

ve p>3 asal, p=1(mod3) olmak iizere N =2’3p” i¢in arastirilmustir. Her iki durum

2

icin kenar ve devre sartlar1 ve N =2-3°p’ icin elde edilen alt yoriingesel grafin orman

olma sart1 verilmistir.



BOLUM II
TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Topolojik Grup

Tamm 2.1. (G, *) bir grup ve topolojik uzay olsun. Eger

i M: GxG— G
(gh) — g+
i) m: G — G
g — g

seklinde tanimlanan doniistimler siirekli ise G ye topolojik grup ad1 verilir.

Tanim 2.2. G topolojik bir grup ve X topolojik uzay olmak iizere

AGxX — X
(g,x) - /\(g,x)::g/\x

doniisiimii stirekli ve g,4 € G, x € X ve e, G nin birim eleman: olmak tizere
(i) gA(hax)=ghnx,
(i) ernx=x,

sartlar1 saglaniyorsa [G,X,A] veya [G,X]’ e topolojik doniisiim grubu ve G ye X

iizerinde bir hareket grubu denir.

Onerme 2.3. [G, X] topolojik ddniisiim grubu ve x,y € X igin
xryoox=y,g€G

ile verilen =~ bagintist X tizerinde bir denklik bagintisidir. Bu bagintinin denklik

siflarina hareketin yériingeleri adi verilir. Gx := {gx| g eG} kiimesine xe€ X in

yoriingesi denir.

Tamm 2.4. [G,X ] topolojik doniisim grubu ve keyfi x,y € X i¢in gx=y olacak
bicimde bir g € G eleman1 varsa G nin X lizerindeki hareketi transitiftir denir. Eger

hareket transitif ise bir tek yoriinge vardir. Buna goreVx € X i¢cin Gx = X dir.



Tanim 2.5. G bir grup ve H < G olsun. H nin G deki indeksi, H alt grubuna gore

denklik siniflarnin sayisidir ve |G : H | ile gosterilir.

Tamm 2.6. [G,X] bir topolojik doniisim grubu ve xeX keyfi olmak iizere

G, :={g € G| gx = x} kiimesine x noktasinin sabitleyeni denir.

Tammm 2.7. Gbir grup olsun. H <G alt grubunun Gdeki normalliyeni

N(G(H))={geG:gHg" = H| kiimesidir.

Tamm 2.8. G bir grup ve 7, ile 7, bunun iki alt grubu olsun. Eger T, = gT,g ' olacak

sekilde bir g € G varsa T, ile 7, ye G de esleniktir denir.

Tamim 2.9. Bir T doniisimi i¢in 7" =/ olan en kiigiik m >0 tam sayisma 7 nin

mertebesi denir.

Tammm 2.10. NeZ i¢in 1<a<N ve (a,N)=1 olan a tamsayilarinn sayisi ¢ (N)

ile gosterilir. Bu fonksiyona Euler fonksiyonu denir.

m=plp?...p’ ise bu takdirde

ot

dir.
2.2 PSL(2,R) Grubu

Reel katsayili ve 1 determinanthi 2x2 tipindeki matrislerin grubuna 6zel lineer grup

denir ve SL(2,RR) gosterilir. Buna gore

PSL(2.R) :SL(2’%I}= {z—>Tz: TeSL(2,R))



b
] matrisleri ayni kabul edilir. Cilinkii her ikisinin de

grubu elde edilir. Burada i(a
c

temsil ettigi doniisiim aynidir. Bu grubun ¢/ = {z € C:Im(z) > 0} iizerindeki hareketi

a b az+b
L Z—>
c d cz+d

seklindedir. U tizerinde ds-metrigi (hiperbolik uzunluk)

dx’ +dy? |a’z|2 :
ds* = = ,(z=x+1iy
y2 y2 ( )

ile verilir. Oklid olmayan geometrinin iist yar1 diizlem modelinde hiperbolik dogrular,

reel eksene dik yar1 cemberler ve yar1 dogrulardir.

Sekil 2.1. Hiperbolik dogrular

U st yar1 diizleminde kesismeyen dogrulara paralel dogrular denir. Ancak paralel

dogrular U nun sonsuzdaki sinirinda kesisebilir. I/ nun sonsuzdaki sinirinda kesismeyen

paralel dogrulara ultraparalel dogrular denir (Anderson, 2000).

PSL (2, ]R) nin elemanlar1 karsilik gelen matrisin izine gore
(i) |a + d| =2 ise parabolik;
(ii) [ +d|>2 ise hiperbolik;
(iii) |[a + d| <2 ise eliptik;

olarak siniflandirilir.



Boylece doniisiim paralel ise {ist yar1 diizlemin sinirinda bir sabit noktas1 vardir. Ayrica
hiperbolik doniisiim iist yar1 diizlemin smirinda iki sabit noktaya ve eliptik doniisiim

iist yar1 diizlemde bir sabit noktaya sahiptir.

PSL(2,R) nin bir G alt grubunun parabolik elemaninin I/ {st yari diizleminin

sinirinda sabit biraktigi noktaya G’nin bir parabolik noktasi veya cusp’1 ve bunlarin
kiimesine ise G’nin cusp kiimesi denir. G’nin cusp kiimesindeki keyfi x,,x, i¢in
gx, =x, olacak sekilde bir g € G elemani1 bulunamiyorsa bu noktalara G-esdegersiz
denir. G’nin G-esdegersiz noktalarinin sayisina G’nin  parabolik sinif sayist denir.

PSL (2, ]R) nin ayrik Oalt gruplarma Fuchsian grup adi verilir. Burada bir
A < PSL(2,RR) alt grubunun ayrik olmast igin gerek ve yeter sart / birim matrisinin bir

V komsulugu vardir dyleki ¥ n A ={I} olmasidur.

2.3 Modiiler Grup ve Kongriians Alt Gruplan

_az+b

Tamm 2.11. T (z) ;a,b,c,d €eZ ve ad —bc=1 bicimindeki biitiin Mdbius

cz+

doniisiimlerinin kiimesine Modiiler Grup denir ve I ile gosterilir.

11 0 -1
Teorem 2.12. I'modiiler grubu T:(O 1] ve U :(1 0] matrisleriyle iretilir

(Schoneberg, 1974).m

1
Buna gore V =TU :(1 Ojigin U>=V’=1 olup U,T veV modiiler grubun

iireticileri oldugundan I' modiiler grubu (0;2,3,00) seklinde bir simgeye sahiptir.

A

Q::Qu{oo} genisletilmis rasyonel sayilar kiimesinin elemanlari, (x, y)zl ve

L . o 1 1
X,y € Z olmak iizere X indirgenmis formunda yazilabilir. Burada oo = 0 = B dir.
y

I' modiiler grubunun Q cusp kiimesi iizerindeki hareketi



y  cx+dy

[a bj x ax+by
X
c d

ile verilir. T € I i¢in

{ONC)

oldugundan I' nin Q iizerindeki hareketi 1y1 tanimlidir.

Eger (x,y) =1ve ad —bc=1ise ax+by indirgenmis formdadir. Gergekten, ax + by

cx +dy cx +dy

indirgenmis formda degil ise (ax +by,cx + dy) =/{ olacak sekilde bir ¢ € Z elemani

vardir. Bu durumda m,n € Z igin

ax+by =m/l (2.1
ve
cx+dy=nl (2.2)

dir. (2.1) ve (2.2) esitlikleri sirasiyla her d ve —b ile ¢arpilirsa

(ad - bc)x = (md - bn)é , (2.3)
(2.1) ve (2.2) esitlikleri ise sirasiyla —c ve a ile carpilirs

(ad - bc)y = (an - cm)ﬁ (2.4)

bulunur. Boylece (2.3) ve (2.4) den /| x, y geliskisi elde edilir. m

Teorem 2.13. I" nin @ iizerindeki hareketi transitiftir.
Ispat: %,3 eQ farkli elemanlart icin (a,b)=1ve (¢,d) =1 oldugundan aff —ba =1
ve ¢d —dy =1 olacak sekilde «a, 5,0,y € Z tam sayilar1 vardir. Burada

_cz+y
dz+0

(2)= az +a

“prp B0



almrsa 7,7, € Tolur. T, () :% ve T, ()= 3 oldugundan ¢ :=T,T"' €T igin

T (%] :5 dir. Buda I nin @ iizerinde transitif olarak hareket ettigini gosterir. m

Tanim 2.14. Pozitif N tam sayis1 i¢in I" nin
a b
F(N)::{( d]ef|aEd51modN,bECEOm0dN}

seklinde tanimlanan alt grubuna temel kongriians alt grubu ve bu alt grubu igeren I’

nin herhangi bir alt grubuna kongriians alt grubu denir. Baglica kongriians alt gruplar1

I, (V)= {(‘CZ Sjemazdzl(modzv) ,czO(modN)},
Ty (N):= {(j 2]6F|050(m0dN)},

I (N):= {(‘CZ Z] el |b= O(modN)}
dir. Burada agik¢a I'(N)<T|(N)<T (N)<TIdr.

Ayrica T(N) , I nin normal bir alt grubu oldugundan Tj(N) veT,(N) nin de

normal alt grubudur. Diger taraftan I' (N)<I'j(N) dir. Buna gére indeksler N > 2

i¢cin



N=2i¢in |T:T,(2) =3, T:T(2)=6 ve N >2 igin

T:T,(2)=3,

T

(N)| N 1) @(N)
I,(N):T|,(N)|=—7——7"7FT"F=— 1—— | = .
T (V)T (V) IT:T,(N)]| 2H » 2
IT:T(N)]|
I''(N).I'(N)|=————=N
elde edilir.
I' nin cusp kiimesi Q oldugundan T, (N),I,(N)veT'(N) kongriians alt gruplarmm

cusp kiimesi de @ dir (Schoneberg, 1974) .

Teorem 2.15. I';(N) nin Q iizerindeki hareketi transitif degildir.

. A a b
Ispat: Aksini varsayalm. Bu durumda 0,00eQ ve T :( ]el“o (N) igin

cN d
0 1
T = olur.
(1))

Buradan b=1 ve d=0 dwr. ad — bcN =1 oldugundan ¢=-1ve N =1 bulunur ki bu

a b
( v d] eI oldugunu gosterir. Dolayisiyla I'; (V) nin hareketi transitif degildir. m
c

Lemma 2.16. (k,s)=1ve s#0 olmak iizere K eQ icin A(ﬁj = (ﬁj, s, |N
s s s,

kosulunu saglayan bir 4 €I’y (N) vardir (Akbas ve Bagkan, 1996).m

< a a, . .
Lemma 2.17. d, [N ve (a,,d,)=(a,,d,) =1 olsun. Eger 4 g 1= ise bu takdirde

1 1

t= (d, ’dlj olmak iizere a, = a, mod ¢ dir (Akbas ve Baskan, 1996). m
1



Lemma 2.18. d | N olsun. Bu takdirde (a,d)=1 olmak iizere % nin T, (N )altindaki

a e ee .
/| Yortingesi
{% cQ: (N,y)=d,a= x% [mod(d,%)j}

kiimesidir. Yoriingelerinin sayis1 ise ¢ Euler fonksiyonu olmak {izere, sadece

N
qo(d,;j dir (Giiler vd, 2011). m

Teorem 2.19. I, (N ) kongriians alt grubunun temel bdlgesinin cinsi

dir. Burada

0 , 9N 0 , 4|N
3 .= -1
1,;[(1+(p]] L9 N lp_N[[H(p]] ,4¢ N

dir ve o, = Zqo((t,]\% )) bicimindedir. ¢ Euler fonksiyonu olmak {izere,

tIN

dir (Schoneberg, 1974) .m
N =1,...,10,12,13,16,18,25 i¢in g =0,
N =11,14,15,17,19,20,21,24 i¢in g =1,

N=22,23 i¢in g=2 dir.
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2.4 imprimitif Hareket

Tanmm 2.20. (i) Q# & bir kilme olmak iizere 77:Q — Q bire-bir 6rten ise 7 ya Q
nin permiitasyonu denir. X in tim permiitasyonlarimin kiimesi S™ ile gosterilir.

(@i)n,,n, €S* ise non, €S* dir. §* grubu Q iizerinde simetrik grup olarak adlandirilir

ve bunun alt gruplarmna X iizerinde permiitasyon gruplar: denir.

Tamm 2.21. (G,Q) bir transitif permiitasyon grubu olsun. 2 de tanimh bir denklik

bagmtist "~" olmak iizere «,f€Q i¢cin a~pPiken VgeG icin g(a)=g(p)

oluyorsa buna bir G-invaryant denklik bagintisi ve bu bagintinin denklik siniflarina ise

blok denir.
Buna gore, QQ {izerinde her durumda tanimli olan iki tane
(i) Ozdeslik bagintisi : a~ < a=f

(it) Evrensel baginti : o, f €Q igin o = B

invaryant denklik bagintis1 vardir ve bunlara asikar (trivial) bagintilar denir.

Tanim 2.22. Q iizerinde (1) ve (i1) den bagka bir G- invaryant denklik bagmtisi yoksa

G nin Q iizerindeki hareketine primitif, aksi halde imprimitif denir.

Lemma 2.23. (G, Q) bir transitif permiitasyon grubunun hareketinin primitif olmasi

i¢in gerek ve yeter sart Vae Q igin G, sabitleyeninin €2 min maksimal bir alt grubu

olmasidir (Biggs and White, 1979).m

Teorem 2.24. G nin Q iizerindeki hareketi transitif olsun. Bu takdirde (G,Q)

imprimitiftir < G, < H < G kosulunu saglayan a € Q) ve H < G alt grubu vardir.

Bu durumda Q iizerinde asikar olmayan G-invaryant denklik bagintisi

gla)=h(a)= g'heH

11



seklinde tanimlanir ve bunun denklik siniflarinin sayist | G : H | indeksidir (Biggs and

White, 1979).m

2.5 Devreler

Calismada alt yoriingesel graflarda devre ve kenar sartlar1 incelenecegi i¢in burada graf

ve devre tanimlar1 detaya girilmeden verilecektir.

Tammm 2.25. X bostan farkli bir kiime ve Ac X xX bir baginti olmak iizere
G =(X,A) ikilisine bir graf denir. Grafin késeleri X in elemanlari ve grafin kenarlar:

A ’nin elemanlaridir.

Eger (a,b)eA veya (b,a)eA isebudurum a—>b veya a < b ile gosterilir ve a ile

b bir kenar ile baglanmistir denir. Bu durumda a ve b komsu késeler olarak

adlandirilir.

Tamm 2.26. G=(X,A) grafi ve Ac X kimesi verilsin Buna gore

G =(A4,AN Ax A) grafina G nin A kése kiimeli alt grafi denir.

Tanmm 2.27. G-grafinin bir v,,v,,...,v, kose dizisini alalim. Burada ardisik koseler bir
kenar ile baglanmus ise n-uzunlugunda bir yol vardir denir. Eger v, = v, ve koselerinin

timii farkliise n > 3 icin

VoV, DLV, Y,

yoluna n-kenarl yonlendirilmig bir devre denir.

n =3 ise devreye bir ticgen, n = 4 ise dortgen ve n = 6 1se altigen denir.

n=2ise v, > v, = v, yoluna bir ikigen ve hi¢bir devre icermeyen grafa orman adi

verilir.

12



A A e

Ikigen  Hiper. Uggen Hiper. Dortgen Hiperbolik Altigen

Sekil 2.2. Devreler

Tanmim 2.28. G =(X,A) bir graf olmak iizere X iizerinde

"a~b:<>a=>b veyaa dan b ye bir yol vardir .

ile tamimlanan =- bagntis1 bir denklik bagmtisidir.

(i) ~- bagintis1 altinda X bir denklik sinifi ise G’ ye baglantilr graf denir.

(ii) ~- bagmntisi altinda bir X, denklik smifi i¢in (X,,AnX, xX,) baglantili bir

graftir ve buna G-nin baglantili bileseni denir.

Farkli G ve G' graflarmin koseleri arasinda 1-1 ve orten bir doniisim var ve bu

doniisiim komsu koseleri, komsu koselere resmediyorsa G ve G' graflarma izomorf

graflar denir (Tsuzuku, 1982).

2.6 Alt Yoriingesel Graflar

(G,Q) transitif permiitasyon grubu olsun. g€ G olmak iizere

g:(a,ﬁ)—)(g(a),g(ﬂ))eQxQ

ile tanimlanan G nin Q x Q {izerindeki hareketinin yoriingelerine G’nin alt yériingeleri

denir. (a,f8)’ y1igeren alt ydriingeyi O(a, ) ile gosterelim.

O(a,B):= {g(a,ﬂ):geG}={(g(a),g(ﬁ)):geG},yani

(x,»)€O(a, B) dir ancak ve ancak (x,y) = g(a,B)olanbirg € G vardur.

13



O(a,B) alt yériingesinden bir G(a, ) alt yoriingesel grafi su sekilde elde edilir;

G(a, S ) > nin koseleri Q nm elemanlaridir ve y,0€Q noktalar1 igin
(7,6)eO(a,B) ise ise y’dan O ’ya yonlenmis bir kenar vardir ve bu y —> & ile

gosterilir. Bu kenar1 U iist yar1 diizleminde bir hiperbolik geodezik olarak ¢izilebilir.

@i o (a, ﬂ) =0 (ﬁ,a) ise G(a,ﬂ) = G(ﬂ,a) dir ve bu graf karsilikl1 yonlendirilmis
kenarlardan olusur. Yani G(a, ) grafinda y — § ise yine G(a, ) grafinda § — y

dir. Bu durumda G (a, 8) grafina kendisiyle eslesmis graf denir.

(i) O(a,B)#O(B,) olsun. G(a,f) grafinda y — & ise G(fB,a) grafinda § — y

dir. Bu durumda ise G(a,8) ve G(B,a) graflarina eglesmis graflar denir.

Onerme 2.29. (G,Q) transitif permiitasyon grubu i¢in bir G alt yoriingesel grafi

verilsin. Bu durumda;
(i) G, §G nin otomorfizmalarinin bir grubu olarak hareket eder.
(ii) G, G nin koseleri lizerindeki hareketi transitiftir.
(iii) G kendi eslesmis bir graf ise; G, G nin ardigik koselerinin sirali ¢iftleri
iizerindeki hareketi transitiftir.

(iv) G, G nin kenarlar1 tizerindeki hareketi transitiftir.

Ispat: g € G keyfi olmak iizere ;

@D L: G (.f)> G (a.B), L(x—>y)=g(x)>g(y) donisiminin bir
otomorfizma yani birebir, 6rten , yap1 koruyan doniisiim oldugunu gostermeliyiz.

Yap1 koruma :
x—>y G de bir kenar olsun. (x,y)eO(a,B) dr. O(a,ﬁ)z{g(a,ﬂ):geG}

oldugundan % € G vardrr dyle ki (x,y)=h(a, ) dir. Boylece g€ Gigin
g(x,y)=g(h(a.B))=gh(a.pB)
ve buradan

gh(a.f)=g(x.y)=(g(x).2(»))

14



olur. Yani g(x)— g(») G de bir kenardir. Bu da L, d6niisiimiiniin yap1 koruyan bir
doniistim oldugunu gostertir.

Simdi birebirligi gosterelim.

x>y, a>b € G kenarlar1 i¢in L (x— y)=L,(a—>b) olsun. Buna gore
g(x)>g(r)=g(a) > g(b)

olur. G grup oldugu i¢in g_1 € G olup

gg(x)>g'g(r)=g"g(a)>g g(b)

elde edilir. Buradan x — y=a — b dir. Yani, L, birebirdir.

Ayrica Vx — ye G kenarti¢in g7 (x) > g7'(») € G kenari vardir dyleki
L(g'(x)>e"'(v)=2(g"(x) =2l (»)=x>»

dir. Dolayisiyla L, orten bir doniistimdiir.

(ii) (G,Q) bir transitif permiitasyon grubu oldugundan asikardir.

(iii) G kendi eslesmis olsun . bu durumda O(a,B)=0(B,a) dirr. x ile y ardisik
koseler ise (x,y)veya (y,x)€O(a,B) dir. Dolaysiyla xiley ve aile b ardigik

koseler ise (x,y)eO(a,B) ve (a,b)eO(a,Bf) oldugunu farzedebiliriz.
O(a.p)= {g(x,y) ‘g€ G} oldugundan g,,g, € G vardir éyleki (x,y) =g, (o, B) ve

(a,b)=g,(a,B)dr. Boylece ; g (x,y)=(a,B), yani (a,b)=g,g "' (x,») ve G

grup oldugundan 4 = g,g,' € Gdir. Bdylece G nin G grafinin ardisik kdseleri iizerinde

transitif olarak hareket ettigi gosterilmis oldu.

(iv)x >y ve a—> b G (a,f) da iki kenar olsun. Bu takdirde , (x,y)eO(a,f) ve
(a,b)eO(a,B) oldugundan T,(a,B)=(x,y)ve T, (a,B)=(ab)olan 7,7, G
vardir. Buradan 7, (x,y)=1,"(a,b)dir. Bdylece , T, T, (x,y)=(a,b)elde edilir.

Bu da bize G nin G alt yoriingesel grafinin kenarlar1 iizerinde transitif olarak hareket

ettigini gosterir ( Unal, 2013 ).m
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BOLUM 111

YAPILAN CALISMALAR VE BULGULAR

3.1 I';(N) nin PSL(2,R) deki Normalliyeni

Teorem 3.1. I'; (N) nin PSL(2,R) deki normalleyeni

b
Nor(Ty (N)) = c;e ﬁ :adez—bc%2=e>0
h

seklindedir. Buradaki her bir harf bir tamsay1, e || %2 ve hise h* | N sartm saglayan

24in en biyiikk bdlenidir. (r || s yani 7, s 'nin bir tam bolenidir : @(r,ij =1 dir.]
r

(Akbas,1989).m

Tamm 3.2. Nor (T, (N))de determinanti 1 olan déniisiimlerin kiimesi, Nor (T, (N))

nin bir alt grubudur ve ' (N)ile gosterilir. Agikga
h 0 1 0
(V)= T (N
"(AZ (0 1] el )(0 h]
) h 0). N L s
dir. Boylece I'. (N), 0 1 ile FO(AZ) nin bir eslenigidir.

b
W, = ( a; i ] bicimindeki matrislere karsilik gelen doniisiimlerin kiimesi bir gruptur
c e

ve Iy (N )ile gosterilir, burada e||N ve detW,=e 0 dir. I'y, (N )nin elemanlar1

Atkin-Lehner doniisiimleri olarak adlandirilir (Akbas, 1989).m
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Simdi gerekli olan Nor(T,(N))de T,(N)nin indeksini hesaplayam. T.(N),

Nor(FO (N )) nin2” indeksli normal bir alt grubudur, burada p ,%2 nin farkli asal

garpanlarinin sayisidir. I (N)<T'.(N) oldugu agiktir.

Teorem 3.3. |I'.(N):T(N)[=h’c dur. Burada 7 = (%) (gj

€

1; 22,2 2°||N 1 9N
= ve &, =
0 ; aksi takdirde 2 0 ;aksi takdirde

seklindedir.

« U
c]%d

oldugundan , yukaridaki ifadelerden yararlanarak

Ispat: T.(N), determinant1 1 olan bigimindeki déniisiimlerin kiimesi

elde edilir. Burada

0y s

R A

seklindedir.

Simdi her 7 tam sayisi i¢in A(r) yi (h(r))2 |r olmak iizere 24 {in en biiyiik bdleni

olacak sekilde yazalim. N,2°3’K ve (K,6)=1olacak sekilde yazildiginda, eger

a=2,4,6 veya f =21ise t #1oldugu goriiliir (Akbas and Singerman,1989).m

Sonu¢ 3.4. p ve 7 yukaridaki gibi olmak iizere |/\/or(l“0 (N)): T, (N) 2"kt dur

(Akbas and Singerman,1989).m

Buradan 2 h*t = 2" h’s esitligi kolayca elde edilir, burada 7, p ver yukaridaki gibi ve
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. ¥ 20(h(2)) 1V e s 2 (m(3)) =ouN

1 ; aksi takdirde 1; aksi takdirde

olmak tizere s = s,s, seklindedir (Ogg, 1980). m

Eger A sonlu iiretilmis bir Fuchsian grup ise genel gosterimi asagidaki sekildedir.
Ureticiler

al,bl,...,ag,bg hiperbolik
X, Xy,...,X, eliptik

q,-9,,---,q, parabolik
Bagintilar

g r S
mo__ . m. __ =17 -1 il
x"=..=x —||al.bl.al. b, ||xj||qk—l

i=l1 Jj=1 k=1

Grubun simgesi (g;m,,...,m, ;s)

E 1
Hiperbolik 6l¢tim u (A) =2r {2 (g - 1) + (1 ——J + s} (3.1)
1
Eger A, , A dasonlu indekse sahip ise

:U(Ao)
u(A)

=|A: A (3.2)

dir. Eger A, , A da M indeksli bir normal alt grup ise ;

A, daki parabolik sinif sayis1 = M zl (3.3)
i=1 T
e 1

A, daki eliptik smif sayis1 = M zt_ 3.4)
ieQ by

dir. Burada 7;,¢, (mod A, ) m iissii (yani bir k sayis1 i¢in ¢* € A, dir.) ; 7,,x, (mod A,)

1

miissii ve Q={i |[1<i<r,t,<m,} dir (Akbas, 1989). m
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Teorem 3.5. N keyfi bir tam say1 olsun. Bu durumda Nor (T, (N))yalnizca 2,3,4 ve 6

mertebeli periyotlara sahip olabilir ve tistelik

a) Nor(T,(N)), 4.mertebeden en gok bir periyoda sahiptir. Nor(T',(N)) nin
4.mertebeden bir periyoda sahiptir ancak ve ancak,

%2 =2p,%...p% ve i=2,..,r olmak iizere , 2||]%2 ve p,=1 (mod4).

b) Nor(T,(N)), 6.mertebeden en gok bir periyoda sahiptir. Nor (T, (N))nin
6.mertebeden bir periyoda sahiptir ancak ve ancak %2 =3p,"”...p.“ ve

i=2,...,r olmak iizere , 3||]%2 ve p,=1 (mod3).

¢) Nor(T,(N)), 3.mertebeden en gok bir periyoda sahiptir. Nor(T,(N))nin
3.mertebeden bir periyoda sahiptir ancak ve ancak

%2:p3“3...pr“"ve i=3,...,r olmak iizere , 3||]%2 ve p, =1 (mod3)tiir

(Akbas and Singerman, 1992). m

Teorem 3.6. A, =T, (N) ve A=Nor(T,(N)) olsun. Bu takdirde (3.3) deki r ler

icin 2° }f N ise . |h ve 2° || N ise r,|2h dir (Akbas,1989). m

Teorem 3.7. NeZ keyfi ve N =2%3"p“ .. p* asal carpanlarma parcalanisi

verilsin. Bu takdirde Nor (T, (N)) nin T'y(N) nin cusplari iizerinde transitif olarak

hareket etmesi icin ( Yani parabolik sinif sayis1 7 (N )=1 olmasi i¢in) gerek ve yeter

sart o, <7, a,<3 ve a,<1,i=3,...,r olmasidir (Akbas,1989). m
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3.2 Nor(FO (2 3 p’ )) nin Alt Yoriingesel Graflan

p>3 asal bir say1 ve p=1(mod4)olmak iizere N =2-3’p* i¢in h=3oldugundan

b
A Vee||]%2 g0z Oniine almirsa, de‘[T=(z=1,2,pz,2p2 dir. Yani
de

ae
T:c]%

T, (2-32 pz) nin PSL(2,R) deki normalliyeni olan Nor(F0(2-32 pz)) nin elemanlar1

b o) b
r=| “ A},ad—%cpzl; T{ ¢ A],%d—bcpzl

2

" l2a3pe d 2.3p% 2d
an’ b 2an? b
T,= P A , adp® —=2bc=1; 1,= P A , 2adp® —bc =1
2-3p%c dp’ 2-3p°c 2dp®
seklindedir.

Teorem 3.7 ye gore Nor(F0(2-32 pz)), Q iizerinde transitif degildir. Dolayisiyla
Nor(Fo (2-32 P’ )) nin transitif olarak hareket ettigi Qnin maksimal bir alt kiimesini

bulmaliy1z.

Lemma 3.8. I, (2 .3 pz) grubunun () iizerindeki hareketinin yoriingeleri

o WG o M Ha o o)
RN EATA

o ()
U e U 550

(iii) (217
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(@iv) R Qo2 e farkh Ylve | Y yoriingeleri igin
3p)\3p) 7 3p 3p 3p

a, #a;(mod3p),

b] bZ b -1 bi b v e e .
) > bl |se-s| 2 |, burada farkli 5 ve | 7 | yoriingeleri igin
3p) \3p 3p 3p 3p

b, = b,(mod p),

. ¢ & Crp2 & C; . .
(vi) , yeeus | P77 |, burada farkli ve ! yoriingeleri
2-3p) \2-3p 2-3p 2-3p 2-3p

i¢in ¢, = ¢; (mod3p),

.o d] d2 d -1 dl' d
(vii) . S e P> |, burada farkh ) ve !
2:3p) (2:3p 2-3°p 2-3p 2-3°p

yoriingeleri igin d, = d, (mod p),

dIN

2:3%p’
Tiim yoriingelerin sayis1 Zgo ((d, P D = 8(p + 1) dir.

. a
Ispat: Lemma 2.17 den (d] yoriingesi i¢in d nin biitiin miimkiin degerleri

1,2,3,2-3,3%,2-3*, p,2p,3p,2-3p,3* p,2-3 p, p*,2p*,3p*,2-3p*,3* p*,2-3* p*
seklindedir. Boylece Euler formiiliine gore bu yoriingelerin eslenik olmayan sinif sayisi
1,2,32,2-32,pz,2pz,32p2,2-32p2 igin 1,
3,2-3,3p%,2-3p" igin 2,
p,2p,3 p,2-3p igin p—1,
3p,2-3p icin 2p—2

dir. m
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Teorem 3.9. Nor(Fo (2-32 pz)) grubunun Q fiizerinde transitif olarak hareket ettigi

maksimal alt kiimelerden biri

0037 ={y o[l oo s et )
R O o B P B A B ey

1
] yoriingesinin Nor(F0(2-32 pz)) ile hareketini inceleyelim.

dir.

Ispat: Oncelikle (1

b
1= A , ad —2bcp® =1 , elemanin1 goz dniine alalim. Buna gore
2-3p°c d

e P2 Haeea)C)

ve
(3a +b,3(2-3p2c+d)) =
elde edilir. Bu takdirde

(1*) 3t b,d olsun. Bu durumda &,/ € Zigin d =6k+1 ve b=6{%1 veya b=6/%2

olur. Ayrica y :(2- 2102,3(2-3pzc+d)):3ve

x = (3a+b)(2-3pzc+d)(m"d(3’2'332p2 ]]

= (3a +b)(2-3p’c +d)(mod3)
= bd ( mod3)

olur. Sonug olarak x = +1(mod3 ) veya x = +2(mod 3) bulunur ki buradan

a+b € ! veya € 2
3(23p7c+d) \3) 3

elde edilir.
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1
(2*) 3|d ve 3{b oldugunda — 3a42-b el |
3*(2.3pc+d,) \3

5 a+2b 1
(3*) 3|b ve 3 ‘f d Oldugunda WTOCZ € (1] .

2a y 5
T, = 3, 2ad —bcp” =1 , eleman1 goz Oniine alindiginda b ve ¢ tek
23.p°c 2d

olmalidir.

b 6a+b

T 1 _ 2a A 1 _ a+ [

21 23.p% 2d 1 2.3(3.pzc+d) y
rasyonel saysi elde edilir. Bu takdirde 2ad — bcp”® =1 oldugundan

b 6a +b
2 BAY(1)_( 6a

3p’c d 1 3(3p2c+a’)
icin (6a +5,3(3pc + d)) =1 dir. Ayrica b tek oldugundan
(6a +b,2-3(3p2c+d)) =1
olur.

1
(4*) 3| b ve 3 1d oldugunda % el | dir.
23(3p’c+d)

6a+b 1
5%) 34b ve 3|d oldugunda IS dir.
5 31 | . 23 (p’c+d,) [ ]

(6*) 31b ve 31d olsun. Bu durumda

:(2-32 22-3(3 2c+d))=2-3ve 2-32.321?2 =3
y p’2:3(3p 53

oldugundan

x=(6a +b)(3pzc + d)(mod3)
= bd (m0d3)
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olur. Bu durumda yine k,/eZigin b=6k+tl ve d=6/t1 veya d=6(£2

oldugundan x = £1(mod 3) veya x = +2(mod 3) bulunur ki bu da

i)l o )

oldugunu gostertir.

o QMO e

4ot b
Simdi 7, { p2 A i adp® —2bc =1 , elemanin1 gdz Oniine alalim. Burada a
23.p°c d-p

ve d tek olmak zorundadir.

a-p’ % (1]_ a-p2+% _( 3-a-p’+b ] (x]
2.3p2c dpz 1 2.3p2c+d.p2 3p2(23c+d) y
dir.

2
, ap” +b, 1y
7*)3|b 31d —_—— dir.
(7%)3|b ve 3td ise p2(2-3c+d)e[p2j ir

3-a-p*+b 1
8*) 3|d ve 3 1 boldugund € dir.
(8%) 3|d ve 31 boldugunda T (2-04d,) [32.172) ir

(9%) 31 b,d ise k,leZigind=6k+1 ve b=6/%1 veya b=6(=%2 dir.

_(2 2,2 32 a2 2'32172 _
y=(2-3"p°,3p (2-3c+d))—3p ve | v, =3
y

oldugundan

x=(3ap® +b)(2-3c+d)(mod3)
= bd (mod 3),

yani x =z1(mod3) veyax = +2(mod 3)bulunur. Buna gore
T 1 1 2
€ veya €
21 3p® Y 3p
oldugunu gostertir.
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2-a-p? y i
T, = 3 , 2adp” —bc =1, elemanin1 goz Oniine alalim. Burada b ve ¢
23.p°c 2-d-p’

tektir.

1 2ap* b 1 2ap® + b 6ap® +b X
T4 = 3 = 3 = 5 =~

1) \2.3p% 240> \1) \2.3p%c+2dp>) \2:30°(3¢+d)) |y
sayisi elde edilir. Bu durumda

6a+b 1
10%) 3|b ve 34d oldugunda —2 2 dir.
(10%) 315 ve 3{d oldugunda 2.3p2(3c+d)€(2p2j :

6a+b 1
11%) 34b ve 3|d oldugund dir.
(11%) 3b ve 3|d oldugunda 2.32p2(c+d0)e(2.32p2j y

(12*%) 34 b ve 31d olsun. Bu durumda

2 )
y:(2- 21192,2-3;92(3c+d)):2-3p2 ve [y,2.3 £ ]:3
y

dir. Boylece

x = (6ap” +b)(3c+d)(mod3)
= bd (mod 3)

olur. Ayrica k,leZigin b=6k+t1 ve d=6{%x1 veya d=6(+2 oldugundan

x =+1(mod3) veya x==2(mod3)bulunur. p =1(mod4)oldugundan

T 1 1 11

1= eya
H1)(2.3p2) T 2037
elde edilir.

Sonug olarak Nor(F0(2-32 pz)) grubunun transitif oldugu @ nmn maksimal alt

kiimelerden biri;
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Teorem 3.10. @(2 .3 p2 ) de bir noktanin sabitleyeni sonsuz devirli bir gruptur.

dir. m

Ispat: Transitif hareketten dolay1 herhangi iki noktanin sabitleyeni esleniktir. Boylece

sadece o0 un Nor (FO (2 3 p’ )) deki sabitleyenini géz 6niine almak yeterlidir.

b
T=| “ 3 eNor(FO (2-32p2))
2-3p°c de

1 ae é 1 ae 1
Ho)= 3 0) 7 2-30%) " Lo
2-3p’c de wPe

1 b
oldugundan ¢ =0 dir. Bu durumda e=1 ve ad =1 oldugundan T { AJ elde
0 1

1
edilir. Bu da (Nor(2'32p2))w = <(1 A]> oldugunu gosterir. m

0 1

Simdi imprimitif hareketi irdeleyelim. Teorem 2.24 te
G, = (Nor(2 : 32p2))w , G = Nor(FO (2 3 p’ )) ve
2a y
H=N,(T,(2:3p))=(T.(2:3p*), T, = 3
o( 0( P)) < c( P) 2 (2.3;920 2d]>
olarak almirsa agikca
(Nor(2:3p?)) <Ny (T, (23 p*)) < Nor(1, (2-3 p*))

dir.
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Teorem 3.11. Nor(Fo (2-32 pz)) nin Q iizerindeki imprimitif hareketi sonucunda

o{ OO MM
ST OVEIREAYCAVARVARVERNID

seklindedir.

Ispat: ‘Nor(ro (2 : 32p2)):F0 (2 : 32p2) =27 .h*7 indeks hesabnda N =2-3%p’

alimdiginda p=2, h=3 ver =% oldugu agiktir. Buna gore

=h’-1 =9-i=12,

FC(2-32p2):F0(2-32p2) 3

Nor(T,(2-3°p*)) T (2:3p) =27 =4,

Nor(FO (2-32p2)):F0 (2-32p2) =48,

Nor(T, (23 p*)):N, (2-3 p)

=2,
bulunur. Ayrica

T} €T (N) < a+d =1 oldugundan [N, (2-3'p*): T, (2-3°p*)| = 24

dir. Buna gore

‘./\/'or(l“o (2 . 32p2)):F0 (2 . 32p2)

=¥, (23 )T, (2:3°p")

Pl 237 o 7

48 24 2

olur. Buradan agikca

ap’ b
Nor(r,(2:3p%)) =N, (2:3 7)o 7 % N, (2-3°p?)
2-3pc dp’
dir. Boylece denklik siniflarinin sayis1 (blok sayisi) 2 dir.

Teorem 2.24 geregince;
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1 0)(1 br 1 1
AN ¢ |dir. atkve a=3a,ise |, |,atek
0 1){0 2:3p% d 0 2-3p°c 2p

1 5
ve 3 ise , a=>5a, ise e gider.
fa (2.3172] 0 (2.3172] ye g

1 0Y(1 2 b1

~ ¢ A = a2 ve 2ad —bcp® =1 oldugundan a = 3a,ise
0 1){0 2-3p’c 2d 0 3pc
— - 2

g h

1 1 2 1
( 2],3’(42 ¢ =3¢, ise( 2],a(;iﬁctekise( 2],02300 ise(2 2] ye gider .
p 3p 3p 3p

Benzer islemlerle bloklar istenilen sekilde elde edilir. m

Burada amag, N, (2-32 pz) grubunun elemanlariyla normalliyene yaklasarak

normalliyenin yapismi incelemek ve N, (2-32 pz) elemanlarmi graflarla karakterize

etmektir.

G= Nor(FO (2-32 pz)) ve X = @(2-32p2) alinirsa  Nor (FO (2 : 32p2)) grubunun

(@(2-32 pz) iizerindeki hareketi transitif oldugundan herhangi bir alt ydriinge

veQ(2:3 p?) igin (o0,v) ikilisini ihtiva eder dyle ki (u,p*)=1 ve v=—_ dir. Bu
p

u
2

alt yoriinge O(oo,iz] ile ve karsilik gelen alt yoriingesel graf G Eoo,
P P

j veya kisaca

Gu )2 ile gosterilir.

(2,2] € O(oo,%] olmasmi ~— > il gosterecegiz. Bazen bu durumu
sy p sy

roox . , Y

——>—eG , ilede gosterebilecegiz.

sy or
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Teorem 3.12. - > % nin G e de bir kenar olmasi i¢in gerek ve yeter sart
sy *

(i) 2-3p°||sise xziur(modpz), yzius(modpz), ry—sx=+p’

(i) 3 p° || s ise xzﬁur(modpz), y Eir2us(modp2), ry—sx=xp’

(iii) 2-3p° || s ise xzi3ur(modp2), yzi3us(modp2), ry —sx=13p’
(iv) 3p° || s ise xsir2-3ur(modp2), yzﬁ-3us(modp2), ry—sx=13p°
(v) 2p° || s ise xzi32ur(modp2), y Eir32us(modp2), ry—sx=xp’

(vi) p° || s ise xzi2-32ur(modp2), J’Eﬂ-32us(modp2), ry—sx=1p’

kosullarindan birinin saglanmasidir.

ispat: "= " 1—) e’ , G, de bir kenar olsun. Bu takdirde (£,£] € O(oo,iz] dir.
sy " sy p

Dolayistyla 7'e Nor (T, (2-3% p*)) vardir éyle ki 7 (w0) =2 7| L |=
‘ s

b

a

(i)2-3°p’||s ise T]{ ) A} , det T/=ad — 2bcp® =1 elemanmi inceleyelim.
2-3pc d

Buradaa vedtek, 31a,d , 3|b,c olsun. Boylece i = 0,1 i¢in

" G’] ) {2 : 3ap2c bé] G’]: (2 - 32611?200] ) 2:3 s

oldugundan r = (—l)i aves= (—1)i 2 2p200 dir. Ayrica j=0,1 igin

u a bo u au+b0p2 (—l)j X
ry,i= 7.32 2 d 2 | = 2 2 2 = I
p 37 pTe p°) 2:3puc,+dp”  (-1) y

seklindedir. det 7, =1 oldugundan (au +b, p,2-3 p2u00 + dpz) =1 olur. Buradan

~

x=(=1) (au+bp*)(mod p*) ve y =(-1)' (2-3 pcpu +dp*)(mod p?)
olup
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x (—l)i” ur(modpz) ve y= (—l)i” us(mod pz)

bulunur. Yani

X = iur(modpz),y = ius(mOdpz)

bulunur.

a %[1 M a au+b,p’ )_(—lrr (1)’ x
2.3p% d \0 p*) (2:3p’c, 2:Fp'cu+dp’) |(-1)s (-1)y
i¢in

(—l)”j (ry —sx)= (—l)Hj (aa’p2 R pzcobopz)
(—l)i” p’ (aa’ -2 32p2c0b0) =+p’

dir.

2a b
(i) 3°p° || s ise Tz{ i A } seklinde olup det T,=2ad — bcp® = 1dir. Burada
2-3p°c 2d

3ta ve 3|b,c olsun. i =0,1 i¢in
2a b (1]: a__(-1)r
2:3p% 24 )\0) ¥pe, (-1)s
oldugundan r :(—1)i a,s= (—1)i 32p200 olur. j =0,1 igin
T[l]: 2a % [u]: 2au +b,p’ _ 2au+ b,p’ :(—l)jx
P') \2.3p%c 2a \P°) 2:3pcu+2dp’  2(Fplcu+dp’) (-1)y

2a b
seklindedir. { ) A] matrisinin determinanti 1 ve (u pz) =1 oldugundan
3pc d

(2au +hyp*, 3 peu+ dpz) =1 olur. b tek oldugundan
(2 2 2.2 21\ _
au+b,p ,2( pcou+dp ))—1

dir. Boylece
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x=(=1)’ (2au+b,p*) (mod p*)ve y = (~1) 2(3* p*cyu +dp*) (mod p? )
dir. O halde

x=(=1)" 2ur(mod p*) ve y=(-1)" 2us(mod p?)

olur. Yani

x = +2ur(mod p* ), y = +2us(mod p*

dir. Ayrica

2a % (1 uj_[ a 2au + b, p* ]_ (-1)r (-1)x
2.3p%c 2d )\0 p°) \2:3'p’e, 2:3plcu+2dp’) |\(-1)'s (-1)y

oldugundan

(1) (ry —sx) = (1) (2 3adp’u—2- 32p4c0b0) =(-1)" p? (2ad _ bcpz) _1p?

bulunur.

b

a

(i) 2-3p°||s ise T,= A ve ad —2bcp® =1 dir. Buradan a ve d tek
2-3p°c d

olmak zorundadir. 3t a,b,¢,d olsun.

( a %](1] a :(—1)1/
2-3p’c d 0) 2-3p’ (—l)ls

dir. Burada r=(~1) a, s =(~1)2-3p% olur. j=0,1 igin

Mo o)

P 2-3p%¢ d P’ _2-3pzcu+dp2_(—l)jy

seklindedir. det7; =1 oldugundan (au + % p>.2-3pcu+ dpz) =1 olur. Buradan

X = (—l)j (au + %pz) (modpz)ve y= (—l)j (2 3pPcu+ dpz)(modpz)
dir. O halde
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x = (—l)i” 3ur (mod pz) ve y = (—l)i” 3us (mod pz)
olur. Yani

x= i3ur(mod pz) ve y = iSuS(mod pz)

dir. Ayrica

a % [l u]_ a au+%p2 ~ (-1)r (=1) x
23p%c d \0 P°) (2:3p%c 2-3p°cu+dp®) \(-1)'s (-1)»
oldugundan

(—l)Hj (ry —sx) = (—l)i” (3adp2 =0F 3p4bc) = (—l)i” 3p (ad y 2bcp2) =+3p°

bulunur.

2a b
(iv) 3p° || s ise T,= A olup 2ad —bcp® =1dir. Burada b ve ¢ tek olmak
2-3p°c 2d

zorundadir. 31 a,b,¢ olsun. i =0,1 i¢in

(241 %}(1] 2a a  (-1)r

2.3p% 24 )\0) 2:3p%c 3p'c (-1

oldugundan r = (—1)i a,s= (—1)i 3p°c olur. j=0,1 1i¢in

{Za %}(] 2aur b5pt 2wy ()

2.3p% 24 \P*) 2-3p7cu+2dp’ 2.3 pleu+2-3dp’ (-1) y

2a b

dir. A matrisinin ~ determinanti1 1 ve (u pz) =1 oldugundan
3p°c d

(6au + bp2,3(3pzcu +dp’ )) =1

olur. Buradan ve 3 { b oldugundan (6au +bp”,2- 3(3pzcu +dp’ )) =1 dir. Boylece
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x=(-1)’ (6au+bp*)(mod p*) ve y=(-1)"2-3(3p’cu+dp*)(mod p*)

olur . Buna gore

x=(-1)"" 6ur(mod p*) ve y=(-1)" 6us(mod p’)

dir. Yani

X= J_r6ur(m0dp2 ) ,V = i6us(m0dp2)

elde edilir. Ayrica

( 2a %](1 u]:[ a 2 3au + bp? ][(—l)ir (—l)jx]
2.3p% 2d \0 p*) \3p’c 2:3pleu+2:3dp’) |(-1)s (-1)y

oldugundan

(=1)" (ry = sx) = (<1)" (2-3adp® = 3p*bc) = (-1)"' 3p* (2ad — bep® ) = +3p’

dir.

b

a

(v) 2p°|ls ise T,= A , detT=ad —2bcp®> =1 dir. 3|a, 31b olsun.
2-3p°c d

i=0,1 icin

( a %}(1] a, :(—1)1/
2-3p’c d 0) 2-3p’ (—l)ls

dir. Buradan r = (-1) a, ve s=(-1)2-3p%c olur. j=0,1 icin

O ONC-- T T

23p% d \P*) 23pcu+2dp’ 23 preut2-3dpt (1) y

Burada det 7, =1 oldugundan (32a0u +bp*,2-3 picu+2- 3dp2) =1 olur. Buna gore

x (—l)j (32 au+ bpz)(modpz) ve y= (—l)j (2 3 peu+2- 3dp2)(mod pz)

dir. O halde

33



X = (—I)Hj 3Pur (mod pz) ve y = (—l)i” 3Pus (mod pz)
olur. Yani

x= i32ur(m0d pz) ve y =13 MS(mOd pz)

dir. Ayrica

a V() (@ Fauenpt )_[()r (1) x
2.3p%¢ d )\0 p°) (2:3p’c 2.3 p’cu+3dp’ (-1)'s (-1)y
oldugundan

(=1)" (ry=sx)=(-1)" (3a0dp2 r 2bcp4) =(-1)" p? (3a0d -~ 2bcp2) =+p’
dir.
2 b
(vi) p’lls ise T[ ¢ A] olmak zorundadir. 2ad — bcp® = 1dir. 3 la, 31b,

2-3p’c 2d

34 colsun. Burada

T(ljz 2a %(1]: 2a__a, _(-1)r
N0) {2.3p% 24 \0) 2:3p°c ple (-1)s

olur ve r = (—l)i a,s= (—l)i p’c bulunur. j=0,1 igin

(251 %}(u] 6au+bs  i8aqusb  (-1) x

2.3p% 24 )\P° 2-3p’cu+2dp’  18p’cu+6dp’ (-1) y

3p°c d
(18a u+bp*,18p°cu + 6dp2) =1 dir. Boylece

2a b
burada { A] matrisinin  determinant1 1  ve (u pz) =1 oldugundan

r= (_l)j (l8a0u +bp2) (modpz)ve y= (—1)j 2. 3(3pzcu + dpz)(modpz)
olur. O halde
x=(-1)"2: 32ur(mod pz) ve y=(-1)"2-3%us (mod pz)

olur. Yani
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X = i2~32ur(modp2) ve y = i2~32us(modp2)

dir. Ayrica

2a %(1 u]_(% 2 3ayu + bp? ]_ (-1)r (<1) x
2.3p%c 24 )\0 P°) \plc 2:3p’cu+2-3dp’) |\(-1)s (-1)
den

(1) (ry—sx) = (1) (2 +3a,dp® — bcp4) =(-1)" p? (2 -3a,d — bep® ) =+p’
dir.
"e" (i) 2:3°p s ve X= iur(modpz),y = ius(modpz) ry—st=+p* olsun.

Bu durumda k,¢eZ vardr dyle ki x =ur+kp®> ve y=us+/(p*> dir. Bu esitlikler

determinantta yerine yazildiginda
ry —sx = r(us+£p2) —s(ur+kp2) =rlp* —ksp® = p’

e e o " r k 2 2 .
esitligindenr/ — ks =1 elde edilir. Buna gore 7| = ’ JdetT,=1ve 2-3 p~||s goz

s

oniine alindiginda 7, €T, (2 3 p ) cN, (2 - 32p2) dir.
(i) 3’p’lls ve x= i2ur(m0dp2),y = i2us(m0dp2) , 'y —sx =% p’olsun. Bu
durumda x =2ur+kp®> ve y =2us+2/(p*> olacak sekilde k, /e Z vardr. Bu esitlikler

determinantta yerine yazildiginda ry—sx = p*>(2rl—ks)=p® den 4rf—2ks=2 ve

buradan 4r/¢ — % =1 elde edilir.

2k,s

k /
. 2r
=1lolur. Boylece Tj:= 3 |,detTy =2 ve
2s 22U

k, =3k olmak tlizere 4r(-—

3°p*||s gdz oniine almdiginda T, C N, (2 i 32p2) dir.
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(i) 2-3p°||s ve in3ur(m0dp2),yEir3us(m0dp2),ry—sxzir3p2 olsun. Bu

durumda k, /e Z vardr dyle ki x =3ur+kp®> ve y=3us+3(p’> dir. Bu esitlikler
p

determinantta yerine yazildiginda
ry —sx = r(3us+3fp2) —s(3ur+kp2) =3rl—ks=3,

k
r
yani rﬁ—%:l elde edilir. Buna gore Tos{ A},detTol ve 2-3p°|s
s L

oldugundan 7, =N, (2-3'p*) dir.

(iv) 3p*|| s ve in2-3ur(modp2), yzi2-3us(m0dp2), ry —sx =+ 3p”® olsun. Bu

durumda x=6ur+kp® ve y=6us+6(p° olacak sekildle k (eZ vardur.

Determinanttan

ry—sx=r(6us+6£p2)—s(6ur+kp2)=3

olur. Buradan 27/ — % =1=4rl- 2—;“ =2 elde edilir. Buna gore

2r k
T, { A},detTo =2 ve 3p’||'s oldugundan T, N, (2'321?2) dir.
2s 20

v) 2p°|ls ve in32ur(modp2),yEi32us(m0dp2),ry—sx=ip2 olsun. Bu

durumda k,¢e Z vardr dyle ki x =9ur+kp®> ve y=9us+6/(p> dir. Bu esitlikler
p

determinantta yerine yazildiginda

ry—sx=r(9us+6fp2)—s(9ur+kp2)=r€—ks:1

k
r
den ré—%’“:l elde edilir. Buna gore Tos{ A},detTol ve 2p’|s
s !

oldugundan 7, =N, (2-3' p*) dir.
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(vi) p*lls ve xEﬁ-32ur(m0dp2), yzﬁ-32us(modp2) , 1y —sx =% p* olsun. Bu

durumda k,¢/eZ vardr dyle ki x =18ur+kp> ve y =18us+2(p* dir. Bu esitlikler
4

determinantta yerine yazildiginda

ry—sx:r(18us+2€p2)—s(18ur+kp2):4r£—6TkS:2

. 2r 17 ) -
dir. Buna gore 7|, = 31, detT,=2 ve p*||s oldugundan T,cN, (2-3 p )
6s 20

oldugu goriiliir. m

Teorem 3.13. G e alt yoriingesel grafinin kendisiyle eslesmesi icin gerek ve yeter

kosul 18u* = — (mod pz) olmasidr.

Ispat: "=" G, )2 kendisiyle eslesmis olsun. Bu durumda O(oo,i] = O(—,oo]

b
dir. O halde T = { ‘g A] 5 Nor(FO (2 3 p? )) icin
2-3p’c de

()= ve 74

p

2 — % olup 3|a,e=1veya2 olabilir. e=1 ise
P

2-3p°c

dur. T () = 12 oldugundan
p

6|a olmaldir. det=ad —2bcp> =1 ve a,d tek oldugundan bu bir celiskidir. Bu
durumda e=1 olamaz. Buna gére e=2 , 3|a ve c=1olur. O halde a=3a, dr.

Buradan

ae  3a, a, u

2 2 7 2

2 3p2c - 3p p p
olur. Yani a, =u dur.

{ae %][u] 3aeu + bp*

2.3p% de )\ P  3p*(2-3cu +de)

1
0
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oldugundan 2-3cu+de=0 yani 2(3cu+d)=0 olur. Buradan d =-3u dur. O halde

determinanttan
1 =2ad — bcp® = 2.3a,(-3u) - bep®

olur. Buradan 18u* = -1 (mod pz) bulunur.

"<": 18u’ = -1 (mod p*) olsun. Bu takdirde 184" =—1 —kp’ olacak sckilde k € Z
vardir. Buradan —36u” —2kp® =2 = —36u" —2- 3§p2 =2 olur.
k
. 6u A
2-3p> —6u
alinirsa det7 =2 oldugundan T e Nor (FO (2 3 p° )) bulunur. Ayrica

T ()= ve T{%jz—%:%:oo

2

P
oldugunu gosterir. m

oldugundan O(oo,i]:O(iz,oo] olur ki bu da G )2 nin kendisi ile eslesmis
p "

Nor(Fo (2 -3 pz)), o) (2 .3 pz) iizerinde transitif oldugundan bloklar1 transitif olarak

permiite eder. Dolayisiyla alt graflar birbirine izomorftur. Boylece sadece bir blok

tizerinde ¢alismak yeterlidir. G ) nin koseleri

SR YRAYEANEANRBYRRYER YN

blogunda olan alt grafini F 2 ile gosterelim. G, ey F , nin iki ayr1 kopyasini ihtiva

u,p

eder.
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Teorem 3.14. _ | ie[oo] olmak iizere —— > e F , olmast icin <
) y Ky y u,p

(i) 2-3°p°||s ise xziur(modpz), ry—sx=xp’

(i) 3 p° || s ise xzi2ur(modp2) , 1y —sx=%p’

(iii) 2-3p° || s ise x Eir3ur(modp2), ry —sx=13p’

(iv) 3p° || s ise x Eir2-3ur(m0dp2), ry —sx=13p’

v) 2p2 | s ise xzi32ur(modp2), ry—sx:J_rp2

i) p* |5 ise xEJ_r2-32ur(modp2), ry—sx=xp’

olmasidir.

Ispat: Teorem 3.12. den agiktir. m

Teorem 3.15. N, (2 3 p? ) , F', nin koselerini ve kenarlarini transitif olarak permiite

u,p

eder.
Ispat: (i) v,we[»], F . nin kdseleri olsun. Nor(FO (2-3p2)), @(2-32192)

iizerinde transitif oldugundan 7 = , eNor(Fo (2-3 p )) vardrr Oyleki
2-3p°c de

T(v) = wdir. v,w €[eo] oldugundan v = ve w= giz seklindedir. Buradan
14

2

yp

2

T(v)—[ “ %J(’C)_ 3ae+byp® _ k

2.3p% de w’) 3p*(acx+dey) ip

olup e=1 veya e=2 olmak zorundadrr. O halde T €N, (2-32p2) olur. Yani
N, (2 -3 pz) , [0] blogu iizerinde transitiftir.
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Simdi N, (2 .3 pz) nin F 2 nin kenarlari transitif olarak permiite ettigini gosterelim.

... X k, k,
Bunun i¢in — —> — ve -

sp yp lp

7 X k k u
i )<ol=)
sp” yp Lp” lp p

dir. Buna gore T;,7, € Nor(Fo (2 3 p’ )) igin

5 FM 2 de iki kenar olsun. Burada

yp lLip

TI(OO)ZLz ; T;(%]: xz ve T, ()= k‘2 ,Tz(lz]: k22

dir. Buradan yine e =1 veya e = 2 olmak zorundadir. Buna gore

e Al =
sp (p° yp l,p

dir. Dolayisiyla N, (2 3p ) o nin kenarlarini transitif olarak permiite eder. m

Teorem 3.16. FM 2 nin kenarlar1 ¢/ da kesismez.

Ispat: Aksini farzedelim. Yani Nor(FO (2-32 pz)) Q(2:3*p?) iizerinde transitif

ve X, u X,
’ 2 2 ;<3< 2

P np np np b0

- 1 u x X
oldugundan -, 5> olsun.

xy,p—x,yp°=-p° veya —3p> olur. Buradan x,y,-x,y,=-1 veya

Xy, —X,y, = =3 ve ayrica kenar sartlarindan y, =3 veya y, =6 dir.

x x s X, X X
Xy, — X,y ==3olsun. =~ <u<-%* oldugundan =~ — =2 <y — =2 < 0 olur. Buradan

32 Vs o M Y
X V) = X0 <uy2_x2 <0
NV, Y
olup
-3 < uy, — X, <o,
R V2
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-3
yani — <uy, —x, <0 bulunur. Buna gore y, in durumundan -1 ile 0 arasinda baska
M

bir tam say1 olmast ¢eliskisi elde edilir. Dolayisiyla F| )2 nin kenarlar1 ¢/ da kesismez. m

Teorem 3.17. F ) alt yoriingesel grafinin ikigen igermesi i¢in gerek ve yeter kosul

18u° = — (mod pz) olmasidir. m

. 1 4 1 1 4 s :

Ornek: — —> ——> — ve - - acikga F,,., da ikigendir.
0 289 0 18-289  71-289  18-289 ’

Teorem 3.18. F )2 alt yoriingesel grafi liggen icermez.

Ispat: "=": C (2'32 pz) tizerindeki hareket transitif oldugundan genellikten bir sey

kaybetmeden devreyi

k X
0V>——>— 5w
Yy

biciminde kabul edebiliriz. Teorem 3.12 den k = iu(mod pz) ve (= p® dir. Buradan

olup Teorem 3.12 geregince son kenar i¢in y =+p*,+3p” olabilir.

) y=p> ise 2. kenar sartindan up’ —xp’=+p° ve x=uxl olur. Ayrica

x =+18u’ (mod pz) bagmntisi  elde edilir. Buradan ut1=+18u’ (mod pz)
18u° iu+150(m0dp2) ve 3. kenar sartndan 1=-18u(uz 1)(mod pz), yani
180 +u+1= O(modpz) bagmtisi elde edilir. Bu ikisinden 17u° = O(modpz) olur.

Buradan u = O(modpz) olur ki bu (u,pz) =1 olmas ile gelisir.

(i) y=3p® ise 3up’—xp’=+p’, yani 3utl=x olur. Buna gore 2. kenar
sartindan 18u” +3u +1= O(mod pz) bagintis1 ve 3. kenar sartindan

18" + 6u +1=0(mod p’)
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bagntis1 elde edilir. Burada yine uEO(mOd pz) celiskisi elde edilir. Sonug olarak

Nor (FO (2 .3 pz)) nin F, . alt yoriingesel grafi iiggen igermez. m

Teorem 3.19. F| )2 alt yoriingesel grafinin dortgen ihtiva etmesi i¢in gerek ve yeter

kosul 18u* +6u+1=0 (mod pz) olmasidr.

Ispat: "=": F )2 alt yoriingesel grafi bir dortgen ihtiva etsin. Transitiflikten bu dortgen

1 u X, X,

1
—>6 biciminde secilebilir. Buradaki tiim harfler pozitif

tamsayidir. % -4 ~ kenarmndan x, =uy, +1 ve x, = —18u’ (mod pz)dir. Buradan
P
18u” +uy, +1 EO(modpz) (3.5)

olur. Teorem 3.12 ye gore kenar sartlarindan y, =1 veya y, =3 olur. Buradan
1= —18ux, (mod p (3.6)
= —6ux, (mod pz) 3.7

elde edilir. (3.5), (3.6) ve (3.7) denklemlerinden

15—18u(u+y/18)(m0dp2) (3.8)
15—6u(3u+y%)(modp2) (3.9)

olur. Bu ikisinden y, =6 veya y, =18 olmalidir.

T X X,
Simdi y, =1olsun. ~— —> kenarinda

P
v, =18 1¢gin x, —yx, =-1, 18u+2=18x, olup 18|2 celiskisi elde edilir.

¥y, =6 i¢in  x -yx,=-1, 6u+l-6x,=-3, 6(u—x,)=—4 oldugundan 6|4

celiskisi elde edilir.
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) 1 1
Ote yandan y, =3 ise —%%—)%—)x—zz%— olur.
O p° w3 0

», =18 olsun. Bu durumda kenar sartlarmdan 3x,—yx,=-1,
54u+3-18x,=-1 = 27u—9x, =-2 bulunur ki bu da 9|2 ¢eliskisini verir. O halde

y,=6 ve y, =3 olmalidir.

Dolayisiyla F| ) nin dértgen icermesi icin 18u° +6u +1=0 (mod pz)olmahdlr. Eger

devre azalan olsayd: 18u° —6u +1=0 (mod pz) elde edilirdi.

"= 18’ t6u+1=0 (mod pz) ise Teorem 3.12 deki kenar sartlarindan

1 u 6uxl 3uxl 1
= —————
0 »p 6p 3p 0

dortgeni agik¢a bulunur. m

3 11 13
— — — —
9-25 14-25 51-25 60-25 9:25

Ornek: F, s grafi kenarlar1 olan dortgen

ithtiva eder.

2 X, X, X, X,
— — — —
9-25  »-25  y,-25  y;-25  y,-25

Coziim: devrenin kapanmast ve

dortgen olusmasi i¢in son kenarin olmasi gerekmektedir. Bu nedenle x, =2 ve

v, =9 olmaldir.

1.kenar i¢in 3* p* || s oldugu i¢in kenar sartindan
x, = H2ur (modpz) , yani x; =+2-7-2 (mod 25)

ten x, = 3segilebilir. 7y —sx = p°den y, = 14 bulunur.

2. kenar i¢in 2p° || s kenar sartindan x, = +3°.7-3 (mod 25) ten x, =11 seg¢ilirse
ry —sx =-25 ve y, =51olur.

3.kenar i¢in 3p’||s kenar sartindan x;=-2-3-7-11(mod25) i¢in x, =13 olur.
11-y,-25-13-51-25=-3-25 ve y, =60 bulunur.

4. Kenar igin 2-3p° || s oldugundan
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2 =-3.-7-13 (mod 25)

= —23(mod 25)
bulunur ki, bdylece F;,; grafinda — 3 — 1 - I3 - 2
’ 9-25 14-25 51-25 60-25 9-25
dortgeni elde edilir.
19 6 17

Ornek: F,; grafi kenarlari olan dortgen

- - - -
3.25 54-25 17-25 48-25 3.25
ithtiva eder.

1 X, X, X, X,
— — — —
3-25  y-25  y,-25 .25 y,-25

Coziim: devrenin kapanmast ve

dortgen olusmasi i¢in son kenarin

olmas1 gerekmektedir. Bu nedenle x, =1 ve

v, = 3 olmaldir.

1.kenar icin 3p* |l s kenar sartindan x, =12 3ur (mod pz) yani
x, =%2-3-1-1(mod 25) ten x, =19 segilebilir. Bu durumda ry—sx=-3p®> den

l-y,-25-19-3-25=-3-25 , y, =54 bulunur.

2. kenar i¢in 2-3°p”||s kenar sartindan x, =-1-19 (mod 25) ten x, =6 segilirse

ry—sx=19-y,-25-54-6-25=-25 ve y, =17olur.

3. kenar i¢in p’||s kenar sartindan x, =-2.3-1-6 (rnod 25) icin x; =17 olur.

6-y,-25-17-17-25=-25 ve y, =48 bulunur.

4. kenar i¢in 2-3p” || s olugundan 1=3-1-17 (mod 25) olur. Dolayisiyla

1 19 6 17 1
- - — —
3-25 54.25 17-25 48-25 3.25

devresi F,; grafinda bir dortgendir.

Benzer sekilde

7 < 11 26 19 7
- - — —
9-25 14-25 33-25 24.25 9-25

nin F,; grafinda dortgen oldugu gosterilebilir.
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L 19 6 17 7 11 26 19

3-25 54.25 17-25 48.25  9-25 14-25 33-25 24-25

Sekil 3.1 F| ,; alt yoriingesel grafinda dortgenler

—24 1
Ayrica T = A eN, (2-32p2) ile F|,, deki
-2-3-25 2 ’

1 19 6 17 1 r o1 1 7 4 1
- - - - dortgeni — > ——> ——>—— > —
3:25  54.25 17-25  48-25 3-25 0 25 6:25 3:25 0

dortgenine resmedilir.

40 239 119 1 %
— — —— nin F,,, de ve
169 6-169 3-169 0 ’

Ornek: Teorem 3.19 dan %—)

(1) - 24829 - 62;1&9 - 3129 —)% nin F, ., de dortgen oldugu agiktir.

0 © o ©

A v * Y

119 239 40 125 251 42

3.169 6-169 169 2.289 6-289 289

Sekil 3.2. F,),, ve F,, , alt yoriingesel graflarinda dortgenler
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Teorem 3.20. F 2 alt yoriingesel grafi ormandir ancak ve ancak

18" + 6u +1 % 0(mod p*) dir.

Ispat: "=": F ,» orman ise tanim geregi dortgen igermez. Dolayisiyla

184" + 6u +1 % 0(mod p* ) olur.

"""y 18’ £ 6u+1= O(mod pz) olsun. F, . nin orman olduunu gdsterelim. Aksini
varsayalim. Yani FM > orman olmasin. Bu durumda FM L de

DDV, DV, DV, D> ...V, D>

seklinde uzunlukta bir C devresi vardir. Burada alman herhangi bir devren periyodu 1

2
oldugundan C-nin o - dan farkli kdselerini {%’u—k_zp} araliginda segebiliriz.
P

u+p’ i

2

u
Kenar sartlarindan v, = —- veya v, =

2
+ 4 + . -
Eger v, =— p2p ise v, , {%)%} araliginda v, — oo olan bir tek kdsedir.

0 0
v A
u+p’
u 1 Vi v, = zp
2
p p

Sekil 3.3. F 2 alt yoriingesel grafi— I

Diger yandan F| 2 de komsu iki kose arasinda bir tam say1 bulunmayacagindan devre 1

in sol tarafina ge¢mez. Bu durumda v, > 1dir.

46



alalim. Buradan x> yp® dir. Bu durumda m >0 icin x = yp° +m

o x
Simdi v, =—;

bigimdedir. Ayrica x <u+ p’> oldugundan yp* +m <u+ p* olur. Buradan y =1 ve

m < u < p* bulunur. O halde 12 - % kenarindan
P

= —18ux (modpz) = 15—18u(p2 +m) (modp2 ):> 1=—18um (modpz)

elde edilir. Buna gore ﬂ2_>6€Fu 2 dir. ﬂ2<1 oldugundan bu bir ¢eliskidir.

Dolayisiyla boyle bir C devresi yoktur.

0 0 0
‘} A
\ 4
u u+p’
— vV, vee Vk—l Vk 1 P

S
EN

Sekil 3.4. F 2 alt yoriingesel grafi-11

O halde v, =— dir. Boylece C devresi olarak © - — —>v, > v; > ... >V > ©

u+l . . . - )
alabiliriz. v, > —— dir. Simdi v, v, den biiyiik olan ve v, - v € FM 2 olan FM > nin

en biiyiik kdsesi olsun. v =v, oldugunu gosterelim. Bunun i¢in aksini farzedelim. Yani
v, <v olsun. v, C de bir kdse ise v = v, alalim. Bu durumda

DDV, DV, DV, D> ...V, D>
daha kisa uzunluklu bir devredir ki, bu C devresinin minimal uzunluklu bir devre

olmasiyla celisir.
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Eger v , C de bir kose degilse v, <v<v, olan C dev,, v,, koseleri mevcuttur. Bu

v, >v ve v, —> v, kenarlarmin F , de kesistigini gosterir, bu ise bir ¢eliskidir.
1 i i+1 u,p

Cinktu F 2 nin kenarlar1 U da kesismezler. Boylece v, =v dir. v, <v, oldugundan

u+—
v, = 26€ olacak sekilde k,¢e€Z" sayilart vardir. v, > v, F 2 de bir kenar
p "
oldugundan
u  “ter 6ul+k
2 - 2 = 6€ 2
p p P

olur. Buradan kenar sartlaria gore

2

6ulp® —6ulp® —kp* = —p

1
yani k=1 bulunur. Buna gore 12 - % olup kenar sartlarina gore
p P
6ul +1= 184> (mod p* ), yani 18" +6ul +1=0 (mod p bulunur.

0o, 18U +6ul, +1= O(mod pz) sartm1 saglayan en kiiciik pozitif tamsay1 olmak iizere

1
u+——
6/,

2

p

v, = dir. Buradan 1< ¢, < p® olur. Aksi halde ¢, > p* ise /,, yukaridaki sart1

saglayan en kiiciik pozitif tamsay1 oldugundan mod p* ile gelisir.

l,=p* ise 18u’ +6up® +1= O(modpz) yani 18u° = —1(modp2) olur ki bu ise

kenarin kendisiyle eslesmis olacagini soyler.

l,=1ise 18u” +6u+1= O(mod pz) elde edilir ki bu bir dortgen devre vereceginden

celiskidir.
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18u? +6ul, +1

- —6u 1
Simdi ¢ = 3p® €N, (2 . 32p2) doniisiimiinii alalim. ¢ (0] = lz
—6p>  6u+2(, p
oldugundan ¢ (x)=v,,
9 1
18u” +6ul, +1 u+-——
u —6u > ul) 6ul,+1 6/,
@(Vl)zqo ? = 3p 2 |7 601> = 2 W
6p*  6u+2t, ¥ oP p
olur. Genel olarak
6w 18u® + 6ul, +1 u+ —u£+6u£°+1 u+ﬁ
3p2 6y — y 3 = 03}_ X
—6p°  6u+2l, P’ (—;uzo] »? p
2
gz 18076ty 51
. 3p . u+/t, . .
dir. Ayrica ¢(z)= - fonksiyonu | —oo,— | araliginda kesin
—6p°z+6u+2/, P
artandir. Gergekten
2
—6u(—6pzz+6u+2£0)+6p2 (W—&tz]
: 3p
® (Z) = 5 2
(—6p z+6u+2£0)
= 2 >0
(—6pzz+6u+2€0)
dir.
u+-——
P 1 . i u _ 660 ve
0 p2 ’ qo p2 p2
PP ENNL S
1
ut—— 18u? +6ul, +1 1 60, > 6, L
64, —6u 2 ut—- 0 20,
pz = 3p 6/60 = ) = P ’
“6p®  6u+2f, P’ p P
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YR u+ ! !
20 s
60, —— 60, l,——|-3 20, ——
24, 2L, 0
¢ o = 7 = »°
seklinde devam eder. Yani
1
u+ ! ! o ! !
1 6 1 o 1
ut 6 4, 20, —
1 u 6/, 20, 4,
) 7 2 - 2 -
P P p P
. 1 1 . oy  J
elde edilir. Buradan -—- . kesri (,>1 i¢in bir irrasyonel sayidir.
(e
1
20 S
gO
1 1 . ' g o .
ra ] kesri sonlu adimda 7, >1 i¢in tamsay1 degildir. Gergekten, ilk
ly — ]
20, —
0 go
20, -
60

adimda L ¢ 7, oldugu acgiktir. k. adimda 6nermenin dogru oldugunu kabul edelim.
0

Yani +- ! - 63 ¢ 7 olsun. O halde k+1. adim
n

l, -

1

2=
0

20, -
£y

_r ve (m,6n)=1 olur. Simdi kabul edelim ki ;EZ olsun.
o) o)
6n 6n

M qise — <1 dir. Gergekten ¢;>1 i¢in 6n>m  oldugundan
6n 6l,n—m

-m>-6bn = 6/;n—m>6(n—6n=n olur. Buradan — T <1 olur ki bu bize
6l,n—m
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u+-——
. o . 6/
S ¢ 7, oldugunu gosterir. Buna gore 2 hin gidecegi en uzak kose -
m
6 (fo - 6}1] P

2

1
O
1

u -+ J 6 (60 - M]

ve en yakin kose yoktur. Ayrica —> nin gidecegi en uzak kose 5 0
P
olmasina ragmen en yakin kdse yoktur.
u-+ J

Gergekten 18u” +6ul, +1= O(mod pz) oldugundan -, F, . debir kosedir.

60, < 6s _ Ous+t
2 - 2

imdi
’ p p 6sp’

olsun. Buna gore kenar sartlarindan iki durum

vardrr. Birincisi 36/ us + 6s — 36/ us — 6/t = -3 olmasidir. Buradan 6s=6/,-3
olur. Ayrica

6us +1 = —3u (60,u+ 1)(mod pz)
6ulyt —3u+1=—-18u"(, —3u(mod p*)
180 £, + (6uly +1)¢ = 0(mod p*)

olur. Buradan ve 6uf, +1=—18u" (mod pz) oldugundan
18u°(, —18u’t = 0(mod p° )
yani t=/, (mod pz) olur. O halde ¢ =/, +rp* olacak sekilde negatif olmayan bir r

tamsayis1 vardir. Buradan

t L, +1p’°

6s B 6/, (£0+rp2)—3

bulunur. ikinci durumda ise kenar sartlarindan
360 us + 65 —360us — 60t =—1

olur. Buradan 6s = 6/t —1 dir. Yine kenar sartlarindan
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6us + 1 = —u(6ul, + 1)(modp2) = u (60, —1)+1=—6ul,— u(mod pz)
= 6/, + (6ul, +1)t=0(mod p* ) = 6u’(, —184’t = 0(mod p* ) = 3t = £, (mod p’)
bulunur. Dolayisiyla 7" € Z* igin 3t = £, +r"p° olur. Buna gére

t 3t lo+7rp’ B L, +7 p°

6s 185 3(6L,t—1) 60,(¢,+r p*)-3

elde edilir.

2
Simdi f:2° U{0} > R, f(x)=—2"P __ fonksiyonunu goz oniine alalim,
60, (o +xp*)-3

P (64,7 +60,p°x—=3)=6(,p* (¢, +xp*)

/)= (60, +6£,p°x~3)

= 3p° <0

(60, +60,p*x—3)

oldugundan f kesin azalandir. O halde en biliyik deger x=0 noktasinda

7(0)= — Y tir. Buradan

60," -3
6uly+1 60, -3 _ (6¢,"=3)u+1,
60,p° » (66, -3)p

olur. Burada (60, = 3)u+£,,6, =3)=1 dir. Ayrica (6, =3)u+£,,p’) =1 dir.
Ciinkii ((6¢," =3)u+£,,p*)=m, olsa

(66,7 =3)u+ £, =1, (6¢yu+1)~3u=0(modm,)

olurdu. m, | p* oldugundan p|m, di.

ly(6Lu+1)=3u (modp)  ve 184’ +6ul,+1=0(modp’)  oldugundan

~18u7(, =3u (mod p*) yani 6ul,+1=0(mod p*) geliskisi elde edilir. Dolayistyla
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u -+
, 60, -3 .
((6%2 _3)“+£o ,pz) =1 dir. Buradan —2, F;’pz de bir kdse olup oul,, ";1

p 6lyp

nin gittigi en uzak kosedir.

1 C e
tim f(x)= L oldugundan but, + kosesinin gittigi koseden kiigiik sonsuz tane
x>0 60 6(,p°

0 0

6ul, +1

2
oP

kose vardir. Dolayisiyla nin gittigi en yakin kose yoktur.

+/ . .
@ dontistimil (—oo,u 0] araliginda kesin artan oldugundan i<i<£0 icin

P’ 6y 6w

[0} —— |<@|———| dir. x,yeZ" igin RS olsun. 1</, <p’> ve x<y
p y

oldugundan

60,y—=3x>6(,y-3y>y

_y

olur. Buradan <1 dir.
6/,y—3x
”Jréi “Ter ; 3 “T e
—3x
® 2y = 02y ve v, =———2
p p

o(e(v))=0(v)= 6(% _1] Jutl

. .. .. ; 1
olur. Bu sekilde devam edilirse i e Z* i¢in ¢ (v,) < %

oldugu goriiliir.
Simdi tiimevarim metodu ile 0<i<k-1ligin v, =¢'(v,)=¢" (®) oldugunu

gosterelim. Kabul edelim ki 1<i<s i¢in v, =¢"" (v,) dir. O halde v, =¢" (v,) dir.
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Bunu gostermek igin v,,, <" (v;) oldugunu kabul edelim. Buna gére v, —v,, F pz

de bir kenar ise N, (2-32 pz), F , nin kenar ve koselerini transitif olarak permiite

u,p
ettiginden ¢’ € N, (2 -3 pz) olmak  iizere ¢ (v,) > ¢ (v,) yani
v, >0 (e(v))=0"(v). F, . debir kenardur.
Acaba @' (v,) e F, ,» kosesi C devresinde bir kése midir? Kabul edelim ki ' (v), C

de bir kdse olmasm. Bu durumda ¢’ (v,)<v, oldugundan v, <¢'(v,)<v,, olacak

sekilde v,,v,,, koseleri mevcuttur. Bdylece v, — v, kenari ile v, > ¢’ (v,) kenar

t+1 t+1

kesisir. Buda F| » nin kenarlarnin {ist yar1 diizlemde kesismemesiyle celigir.

Simdi ¢"(v;) , C devresinde bir kdse olsun. O halde v, <¢"(v;) oldugundan bir
s"2s+2 i¢in @' (v,)=v. dir. Budurumda 0 > v, 5> v, >... 5>V >V, >V, > ©
seklinde daha kisa uzunluklu bir devre elde edilir ki bu bir ¢eliskidir. Buna gore
v, 20" (v) dir.

Son olarak v,,, > ¢’ (v,) olsun. v, <v, i¢in ¢(v,)<¢@(v,) yani ¢(v,)<¢’(v,) olur.
Buradan ve ¢ kesin artan oldugundan ¢ (¢ (v,))< go(g02 (v )) = ¢’ (v)<¢’(v)
bulunur. Islemler devam ettirildiginde ¢* (v,) <" (v,) <¢° (v,) <v,,, olur. Buradan
ve o 7 (go"‘2 (v )) = o oldugundan

p (Vi) > p (q’s (v )) =p(v) =",

), F, .,

s+1 u.p

dir. Dolayssiyla F, . deki v, —>v,,, kenari igin v, = p ()= (v

de bir kenar olur ki bu v, nin se¢imi ile ¢elisir. Sonu¢ olarak 0<i<k -1 igin

Vi, =9 (v]) dir. Dolayisiyla v, < % celiskisi elde edilir.
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Simdi son olarak 7> 1 i¢in minimal uzunluklu ters yonlendirilmis

u
VIV =—F DV, D> DV, YV, DDV DO

t+1

C devresinin meveut oldugunu kabul edelim. O halde i <¢ i¢in v, = @' () dur. v, < v

u < -
ve v>—- sartin saglayan en biyik veF 2 rasyonel sayismi alalim. Bu durumda

1
u+— y
m eN igin v= 62m olur. Ciinkii v, v, =— den daha buyiik bir rasyonel say1
P
u+—;
oldugundan v = # alnabilir. v, <=v, F ., de bir kenar oldugundan
p 4

p'vy > plvde F » de bir kenardir. Boylece

U—u+ k*:6um _:k eF , < 6um —6um —k =-1
6m 6m wp

ve buradan £ =1 dir. Buna gore kenar sartlarindan

1
u+—r *
* 1 .
v]—lz(—v: 62’" :6um*4; eF , ©2.3p"|6mp’
u,p
p p 6m p
oldugundan

u= u(6um* + 1)(m0dp2 )<:> 6u'm = O(modpz) ve (6u2,p2) =1

olup p*> | m bulunur. Buradan ve 2 -3 p* |6m" p* oldugundan 3p* |m" olur.

u-+

Ayrica v en biiyiik oldugundan m” = 3p’ olur. Buradan v, <v = # dir. ¢, < p’
p

1
u+—
0

—— bulunur.

oldugundan ¢, <m" olup v <

1

U+—

- : u 6/,
Eger =1 1s¢ 0> v, «<v—>...>v, —>w olup —— 5

oldugundan s >3

1
u+—
60,

2

p

dir. Bu durumda daha kisa uzunluklu

olmak tlizere v<vy, =
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o=V, >V, —>...—> v, >0 devresi elde edilir ki bu bir ¢eliskidir. Buna gore ¢ > 1

1
u+—
60,

2

dir.

olmak zorundadir. Buradan v, > v, =

* 4l

w =9 () olsun. v, >v, e F,_. oldugundan " (v)> 0™ (v) F . de bir
kenardir. 0<i<k-1i¢in v,, =¢'(v,)=¢"" (») oldugundan v, > ¢ (v,) =v,, olur.

Kenar sartlarindan v, <-v,, ve v, =>v,,

durumlar1 18u° = O(mod pz) bagmtisini

Verir.

18" +6/,u +1=0(mod p*)

den 6/, =0(modp’) yani /,=0(mod p’) celiskisi elde edilir. Buradan v,,, <w’

t+1

olmalidir. Ciinkii aksi halde v,,, > w" ise

w_(t—l) (th_z (Vl )) ¥ o ud q)t—z (Vl ) r q)t (Vl)
oldugundan

() =0 (m)=0'(¢(x))=¢"" () =w <v,,
olur. Buradan

o () (W) =y,

ve

=0 ") o (t+1)>,,

<V ise s>t+2 igin

t+1

F 2 de bir kenardir. Ancak bu v, nin se¢imi ile gelisir. v

w=v,_ olur ki buradan daha kisa uzunluklu o > v, >...>v, 5 v > ...> v, > w0

devresi elde edilir. Fakat bu yine bir ¢eliskidir. Buradan ters yonlendirilmis bir C

devresi yoktur.m
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33 ./\for(FO (22 . 3p2)) nin Alt Yoriingesel Graflan

p >3 asal bir say1 ve p=1(mod3) olmak iizere N =2*-3p* i¢in 4=2 oldugundan

i

I e e||]%2 gbz Oniine alinirsa, det7=e=1,3, p*>,3p” olabilir. Yani
de

ae
T:c]%

normalliyenin elemanlari

b b

a 3

T, = A , ad —3bcp® =1, T,= ¢ A 9ad —2bcp® =3p°
2.3p2c d 2'3p2C 3d

2 b 3ap’ b
T,= “p A ,adp® —2bc =1; I,= @ A ,9adp® —2bc = 3p*
2.-3pc dp’ 2-3p’c 3dp’

seklindedir (Tiryaki, 2011).

Teorem 3.21. Nor (T, (2*-3p”)) normalliyenin

0 ) oo oMo )
Lo M M Mo Maar M )

maksimal alt kiimesi tizerindeki hareketi transitiftir (Tiryaki, 2011). m

Teorem 3.22. Nor(Fo (22 -3p2)) nin Q tizerindeki imprimitif hareketi sonucunda

olusan bloklar

o o))
1= oL ] ] )

seklindedir (Tiryaki, 2011). m
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Teorem 3.23. , X [oo] ve lsteF ) olmasi i¢in gerek ve yeter sart
S y S y u,

(i) 2°-3p° | sise x= iur(modpz) , 1y —sx=+p’
(ii)2-3p* || s ise x = i2ur(modp2) , ry—sx=42p°
(iii) 2% p* || s ise x = i3ur(mod pz) , ry—sx=+p’
(iv) 3p° || s ise x = i22ur(modp2) , ry—sx=+p’
(V) 2p°||sise x = i2-3ur(modp2) , ry—sx=42p°
(vi) p* s ise x =+2° -3ur(m0dp2) , 1y —sx=+p’
sartlarindan birinin saglanmasidir.

Ispat: Teorem 3.12. ye benzer sekildedir. m

Teorem 3.24. F ) alt yoriingesel grafinin ikigen igermesi i¢in gerek ve yeter kosul

12u° = - (modpz) olmasidir. m

Teorem 3.25. F )2 alt yoriingesel grafi liggen icermez.

Ispat: Kabul edelim ki F )2 bir iiggen ihtiva etsin. Bu durumda transitif hareketten

1
dolay1 devreyi 6—>£—>%—>% biciminde kabul edebiliriz. Teorem 3.23. den
y

y=p®> ve {=p* veya (=2p°> dir. Teorem 3.23. deki (i). kenar sartindan

X=u (mod pz) olur.

¢ = p* segilirse Teorem 3.23. den x/—ky=p* den k=u+1 ve k =—12u° (modpz)

bulunur. Buradan

120> +u+1=0 (modpz) (3.10)
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olur. Son kenar sartindan

1= —12uk (mod p* ) =1=~12u(u +1)(mod p* )

olup buradan

120 +12u +1=0 (mod p*) (3.11)
bulunur. (3.10) ve (3.11) den 1lu=0(modp’) dir. p=1(mod3) oldugundan
u =0 (mod p’ ) geliskisi elde edilir.

0 =2p* segilirse 2u —k = -1 = k =2u+1 dir. (ii). kenar sartindan

2u+1=-12u’ (mod p*) = 12¢” + 2u+1=0 (mod p*)

dir. Ayrica son kenar sartindan 1 = —6u (2u + 1)(mod pz) den

124° + 6u +1 = 0(mod p’)

olur. Sonu¢ olarak 4u=0 (mod pz) ve p=I(mod3)ve asal oldugundan

uzO(mod pz) celigkisi elde edilir. Boylece F )2 alt yoriingesel grafi ii¢cgen

icermez. ®
Teorem 3.26. F )2 alt yoriingesel grafi dortgen igermez.

Ispat: Kabul edelim ki F )2 dortgen igersin. @(223 pz) iizerindeki hareket transitif
- , 1 u m 1 :

oldugundan bu dortgen 0 > > — > 0 seklinde olur. Son kenardan

n=1veya n=2 dir.

kenarindan

Ispati n=1 icin yapacagiz. n=2 i¢in durum benzerdir. %—) m2

p~  mp
k—ml=-1 veya k —m( =-2 dir.

Eger /=2 veya (=6 ise Teorem 3.23. den ve iiclincii kenardan k —2m = -2 veya
k—6m=-2 dir. Boylece k ¢ift olmalidir. (k,¢)=1 ve ¢ ¢ift oldugundan bu
imkansizdir.
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Eger ¢ =4 ise Teorem 3.23. deki ikinci ve iiglincli kenar sartlarindan 4u —k =—1 ve

k —4m =—1 olur. Buradan 2u —2m = —1 bulunur ki bu 2 |1 ¢eliskisini verir.

¢ =3 ve (=12 i¢in benzer hesaplamalarla sirasiyla 3|2 ve 6|1 ¢eliskileri elde edilir.

Dolayisiyla F| 2 dortgen icermez. m

Teorem 3.27. Nor(FO (223 pz)) nin F ) alt yoriingesel grafinin bir altigen icermesi

icin gerek ve yeter sart 12u” + 6u + 1= O(mod pz) olmasidr.

Ispat: "=": Kabul edelim ki F )2 alt yorlingesel grafinda bir altigen olsun.

Transitiflikten dolay1 altigeni

almnabilir. Buradaki biitiin harfler pozitif tamsayidir. iz - Lz kenarindan

p np

x, =uy, +1 ve x, =—12u° (modpz) den

120 +uy, +1=0 mod p° (3.12)
olur. Buna gore 6. kenardan

x, =u+2L (mod p?) (3.13)

12
- Wi 2
X, = 2utt (mod p*) (3.14)
1w 12u® +uy, +1
bulunur. Simdi 7 = P’ eN, (22 3 pz) doniisiimiinii ele alalim.

~12p° 12u+ y,

X, uy, +1
I
»p »p

Buradan =T’ (%) oldugu aciktrr. Sonraki adimda x22 =7 (lj

YoP 0

. . o 1
oldugunu gosterecegiz. Bunun i¢in Oncelikli olarak Lz <7’ (6] oldugunu
VP
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2
u —-12)+
gostermeliyiz. Aksini varsayalim. Yani Lz >T° (l) = (J:] > ) 2 olsun.
2P P’ (n' -12)
Buradan
uy, (y12_12)+y1y2<x2 (y12_12) (3.15)
. u X, 5
elde edilir. Ayrica —- < - oldugundan
p WP
—x, < —uy, (3.16)
“yzyl2 < x2y12 (3.17)
olur. (3.15) ve (3.16) ten
uyzy12 —12uy, + y,y, <xzy12 —12x, <xzy12 —12uy,,
yani
uy2y12+y1y2 <x2y12 (3.18)
bulunur. (3.17) ve (3.18) den
Ny, <0
bulunur ki y, ve y, pozitif oldugundan bu bir ¢eliskidir. Buna gore Lz <7’ (%) dir.
VP

Bu durumda altigenin bir kdsesi T = (%) olmalidir.

2 2
o 1\ wy (v —24)+y" -12 :
Simdi 3 =T N ( j = ( ] ) ] oldugunu gosterelim. Yukarida oldugu

P 6 Y (y12_24)p2

2

gibi —2_> 1 (%) olsun. Buradan
YspP

uy,y, (J’12 —24)+ ¥y, — 12y, < x,, (yl2 —24) (3.19)

olur.
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oldugundan uy; <x, olup buradan

—X; < —uy, (3.20)
uysy,’ < x,)° (3.21)
bulunur. (3.19) ve (3.20) den

uy3y13 —24uy,y, + ylzy3 -12y, < x3y13 —24x,y, < x3y13 —24uy,y,,

yani

uys v, +yly, - 12y, <x'y? (3.22)

elde edilir. (3.21) ve (3.22) den y y, —12y,<0ve y, #0 oldugundan y’>-12<0

bulunur. Buradan y, =1,2 veya 3 olabilir. Bu bir ¢eliskidir. Ciinkii (3.13) ve (3.14) den

6]y, ve 12|y, dir. O halde —=2—<T* (lj olur.
VP 0
Son kenar i¢in Teorem 3.23 den y, =1 veyay, =2 olmahdir. y, =1 vey =12 ise

12u +1
12p°

- x—‘; kenarindan 12u+1-12x, = -1, yani 6(u - x4) = —1 bulunur ki buradan

2u+l  x,
2 2 2

12p p

6 |1 ¢eliskisi elde edilir. y, =2 ve y, =12 ise 5. kenar olup buradan

24u+2-12x, = -1 yani 8u —4x, = -1 ¢eliskisi elde edilir.

O halde y, =6 ve y, =2 olmahdir. Sonug olarak 12u° +6u+1= O(modpz) elde

edilir. Devre azalan olsayd: 12u” —6u +1= O(mod pz) bulunurdu.

"e": Eger 12u” +6u+1= O(mod pz) ise Teorem 3.23 deki kenar sartlarindan

1 u 6u+tl 4qu +1 Sutl 2ut1 1
- — > — — — ——

p 6p’ 4p? 3p’ 2p* 0

altigeni elde edilir.
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4u+1 3u+1 2u+1
2 3p2 2p

6u+1
— 6p2 4p

=

Sekil 3.5. F 2 alt yoriingesel grafinda altigen

Ornek: Teorem 3.27. ye gore
34 23 1

1 11 67 45
- —> — — — —
0 49 649 449 349 2.49 0

nin F,, da ve

1 4 23 15 11 7 1
- - - — — — —
0 169 6:169 4-169 3-169 2-169 O

nin F, ., da dortgen oldugu kolaylikla gortiliir.
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BOLUM 1V

SONUCLAR

Bu c¢aligmada normalliyenin graflar1 hakkinda simdiye kadar yapilan calismalari

Ozetleyen bir literatiir 6zeti verilmistir.

N=2-3p*, p=1(mod4) ve p >3 asal, alinarak Nor(Fo (2-32p2)) nin Q iizerinde

transitif olarak hareket ettigi maksimal alt kiimelerden birisi olan @(2-32 pz)
bulunmustur. Buradaki transitif hareketten ortaya ¢ikan G e grafinin kendisiyle

eslesmis olma sart1 ve kenar sartlar1 belirlenmistir.

Ayrica Nor(Fo (2-32 pz)) nin F, .alt yoriingesel grafinin dortgen devre igermesi ve
orman olmasi i¢in gerek ve yeter bulunmustur.

N=223p*, p=1(mod3) vep >3asal, i¢in Nor(Fo (223p2)) nin @(223;72)
tizerindeki transitif hareketi ile ortaya ¢ikan F 2 alt yoriingesel grafinda kenar sartlar

bulunarak bu alt yoriingesel grafin altili devre icermesi i¢in sartlar verilmistir.
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