M. TOMAK, 2017

YUKSEK LISANS TEZI

OMER HALISDEMIR UNIVERSITESI

FEN BIiLIMLERi ENSTIiTUSU

T.C.
OMER HALISDEMIR UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

OZEL SAYI DIZILERININ KOMBINATORIYAL ISPATLARI

MEHMET TOMAK

May1s 2017






T.C.
OMER HALISDEMIR UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

OZEL SAYI DIZILERININ KOMBINATORIYAL ISPATLARI

MEHMET TOMAK

Yiiksek Lisans Tezi

Danisman

Yrd. Dog. Dr. Nurettin IRMAK

Mayis 2017



Mehmet TOMAK tarafindan Yrd. Dog. Dr. Nurettin IRMAK danismanliginda
hazirlanan “Ozel Say1 Dizilerinin Kombinatoriyal ispatlarr” adli bu ¢alisma jiirimiz
tarafindan Omer Halisdemir Universitesi Fen Bilimleri Enstitiist Matematik Ana Bilim

Dali’nda Yiiksek Lisans tezi olarak kabul edilmistir.

Baskan

Uye : Yr;.[)m;fdehmet T

(Omer Halisdemir Universitesi. Fen Edebiyat Fak., Matematik Blimii)

ONAY:

Bu tez. Fen Bilimleri Enstitiisti Yénetim Kurulunca belirlenmis olan yukaridaki jiiri

tiyeleri tarafindan ..../..../20.... tarihinde uygun gorilmily ve Enstitd Yonetim
Kurulu'nun ..../..../20.... tarth Ve ..o sayil karartyla kabul edilmistir.
...... - | W

Doc. Dr. Murat BARUT
MUDURV.



TEZ BiLDIRIMI
Tez i¢indeki biitiin bilgilerin bilimsel ve akademik kurallar ¢ergevesinde elde edilerek

sunuldugunu, ayrica tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu ¢alismada bana

ait olmayan her tiirlii ifade ve bilginin kaynagina eksiksiz atif yapildigini bildiririm.

Mehmet TOMAK



OZET

OZEL SAYI DIZILERININ KOMBINATORIYAL iSPATLARI

TOMAK, Mehmet
Omer Halisdemir Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi

Matematik Anabilim Dal1

Danisman :Yrd. Dog. Dr. Nurettin IRMAK

Mayis 2017, 35 sayfa
Bu yiiksek lisans tezi {i¢ ana basliktan olusmaktadir. Birinci boliimde Fibonacci ve

Lucas sayilarmin tanimlar1 ve Ozelliklerinden bahsederken, ikinci ve tgilinci

boliimde Fibonacci ve Lucas sayilarinin kombinatoriyal 6zelliklerini icermektedir.

Anahtar sozciikler: Fibonacci ve Lucas sayilari, kombinatoriyal 6zellikler



SUMMARY

COMBINATORIAL PROOFS OF SPECIAL NUMBER SEQUENCES

TOMAK, Mehmet
Omer Halisdemir University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor . Assistant Professor Dr. Nurettin IRMAK

May 2017, 35 pages

This thesis is consist of three main parts. We present the definitons of Fibonacci
and Lucas numbers together with their properties in the first section. The second
and third sections consist the combinatorial proofs of Fibonacci and Lucas

numbers..

Keywords: Fibonacci, Lucas numbers, combinatorial identities



ON SOZ

Bu yiiksek lisans ¢alismasinda, sayma ilkelerine dayanarak Fibonacci ve Lucas
sayilar igin bilinen 6zelliklerin ispati verilmistir. Oncelikle Fibonacci ve Lucas
sayilarinin tanmimlart ve ilgili teoremleri verildikten sonra, kombinatoriyal olarak
kare ve dominolar kullanilarak aralarindaki iliskileri veren Ozellikler ispat

edilmistir.

Bu tezin gerceklestirilmesinde, calismam boyunca benden bir an olsun
yardimlarini esirgemeyen ¢ok degerli danisman hocam Yrd. Dog. Dr. Nurettin
IRMAK ’a, calisma siiresince tiim zorluklari benimle gogiisleyen esime ve
hayatimin her evresinde bana destek olan degerli aileme sonsuz tesekkiirlerimi

sunarim.

Bu tezi, sadece ¢alismam boyunca degil, tim 6grenim hayatim boyunca maddi ve
manevi koruyuculugumu iistlenen babam Mustafa TOMAK’ a, annem Arife
TOMAK’ a, kardeslerime ve hayat arkadasim Ozlem TASKIN TOMAK’ a ithaf

ediyorum.
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SIMGE VE KISALTMALAR

Simgeler Aciklama
F, n.Fibonacci sayisi
L, n.Lucas sayist
n . .
[k] n nin kK It kombinasyonu.



BOLUM I
GIRIS

Bu boliimde, konu ile ilgili temel kavramlar, Fibonacci ve Lucas sayilarinin tanimi,

iireteg fonksiyonu, Binet tipi formiil, kombinatoriyal tanimlar1 yapilmistir.

Sayilar teorisinde; Onemli aragtirma konularinda biriside sayilar1 karakterize edip,
sayilarin birbirleriyle olan iliskilerini, bagintilarin1 incelemektir. Bu konuda ilk akla
gelen sayilar Fibonacci, Lucas, Pell, Jacosthal, Euler, Bernoulli, Stirling sayilari

olmasina ragmen konuyla ilgili en iyi 6rnek Fibonacci say1 dizisidir.

Tanim 1.1

{F,}. Fibonacci say1 dizisini gostermek {izere |, =1 Ve F, =1 baslangi¢ kosullar1
alinda, N=3i¢in, F =F _ +F ,

(1.1)

bagintisini saglayan sayilara Fibonacci sayilart denir (Koshy,2001).
Fibonacci say1 dizisinin ilk birkag terimi
0,1,1,2,3,5,8,13,21,34, ...

gibidir.

Fibonacci sayilart 1202 yilinda Fibonacci ‘nin basilan Liber Abaci adli kitabinda,

tavsanlarla ilgili agagidaki sorusunda ortaya ¢ikmustir. Soru su sekildedir,
“Kabul edelim ki, biri erkek digeri disi olan yeni dogmus bir ¢ift tavsanimiz olsun.

1- Her bir ¢ift yavru tavsan 1 ay i¢inde olgunlasiyor,
2- Her bir tavsan 1 ay i¢inde bir tavsan ¢ifti doguruyor,
3- Bu tavsanlarin hi¢ olmedigi kabul ediliyor.

Bu sartlar altinda, 100. ayda kag ¢ift tavsan vardir?”

Bu problemde ele alinan diisiince ilk tavsan ¢iftinin 1 Ocak tarihinde dogdugunu kabul



ederek tablo haline doniistiiriildiigiinde

Cizelge 1.1. Yavru ve olgun tavsanlarin aylara gore sayisi

it Ocak Subat Mart Nisan Mayis | Haziran | Temmuz
sayisl

Yavru 0 1 1 2 3 5 8
Olgun 1 0 1 1 2 3 5
Toplam 1 1 2 3 5 8 13

tablosu elde edilir. Yukaridaki tablodan da kolaylikla goriilebilecegi gibi, tablonun

toplam satirinda verilen sayilar Fibonacci sayilaridir.
1.1 Dogada Fibonacci Sayilar:

Fibonacci sayilar1 birer matematiksel ifade olsalar da, basta dogadaki birgok olusum
olmak iizere birgok farkli alanda ¢ok ilging sekillerde karsimiza ¢ikmaktadirlar. Bazi

ornekleri su sekildedir.

Birgok agag tiirtinde kokten govdeye, govdeden dallara dogru ¢ikildiginda her bir yatay
kesitteki dal sayisinin Fibonacci sayilarina karsilik geldigi goriiliir. Baslangicta tek bir
govde var iken bir siire sonra bu govde iki dala ayrilir ve bu dallardan biri tek basina
uzamaya devam ederken digeri bir siire sonra ikiye ayrilir. Ikiye ayrilan bu dallardan
sadece bir tanesi yine ikiye ayrilacak ve bu islem en tepeye dogru yere paralel kesitler
olusturdugumuzda bu kesitlerin bulustugu dal sayist 1, 2, 3, 5, 8, 13, ... seklinde

artacaktir.

Yeterince biiylimiis bir ay ¢ekirdegi kocaninda da Fibonacci sayilarina net bir sekilde
rastlanmaktadir. Merkezden disa dogru uzanan ay ¢ekirdegi spirallerinde karsilikli i¢ ice
geemis iki farkli siralanig goriiliir. Bu siralarin her birindeki ¢ekirdek sayisi 34 ve 55°
dir. Cok nadir bazi tiirlerde bu sayilar 55 ve 89 ya da 89 ve 144 olabilmektedir.
Karsilasilmis en biiyiik sayilar ise 144 ve 233 olup su andaki diinya rekorudur. Bu

sayilardan her biri Fibonacci sayilaridir.




Benzer sekilde ananas, enginar gibi bitkilerin kabuklarinda, denizyildizinin kollarinda,
cicek ve bitkilerin lireme organlarindaki sayilarda, elmayir enine kestigimizde

cekirdeklerin bes sira olarak dizilisinde hep Fibonacci sayilarina rastlanmaktadir.

Bir diger benzer durumda bitkilerin neredeyse tiimiinde goriilen filotaksi kavraminda

karsimiza ¢ikmaktadir.

Dogada cigeklerin saplarindaki yapraklar ve agaglarin dallari, dipten baslayip sap veya

govde tizerinde donerek ve aralarinda sabit bir mesafe kalacak sekilde dizilmektedir.

Matematiksel olarak bu durum bir oranla ifade edilmektedir. > seklindeki bir oran

q
bize, bu bitki tiiriiniin tepeden bakildiginda tam olarak ayni hizada goriilen iki yapragin
arasinda q tane yaprak oldugunu ve bu q tane yapragin sap etrafinda p tur attifim
soylemektedir. Kayisi ve vigsnede bu oran 2/5 ’tir. Bu da 6rnegin tam olarak sola bakan
bir yapraktan baslayip govde etrafinda 2 tam tur attigimizda yine sola bakan bir yapraga
geldigimizi ve bu arada 5 yaprak bulundugunu (uglardan biri dahil) belirtmektedir. Bir
baska deyisle tepeden bakildiginda iki ardisik yaprak arasindaki agi 2x360/5=144

derecedir.

Armutta 3/8 olan bu oran bademde 5/13 ’tiir.

Zoolojide de Fibonacci sayilarina rastlanmaktadir. Bir 6rnek verecek olursak arilarin
soyagaglarini ele almak yeterli olacaktir. Erkek arilarin sadece anneleri vardir, babalari
yoktur. Teknik olarak déllenmemis bir yumurtadan ¢ikarlar. Disi arilarin ise bir anne ve
bir babalar1 vardir. Yani déllenmis bir yumurtadan ¢ikarlar. Bir disi arinin soyagacini
olusturursak ve bu ariya sondan birinci jenerasyon olarak bakarsak sondan ikinci
jenerasyonda biri disi (anne) biri erkek (baba) toplam iki atasi oldugunu, sondan ti¢lincii
jenerasyonda annenin anne ve babasi ve babanin annesi olmak iizere {i¢ atasi oldugunu
gozlemleriz. Birkag jenerasyon daha geriye giderek her bir jenerasyondaki fert sayisinin

1,2,3,5,8, ... seklindeki Fibonacci sayilar1 oldugunu goriiriiz.

Botanik ve zoolojide karsimiza c¢ikan Fibonacci sayilari, kimyadaki atom ve
molekiillerin yapilarinda ve karsilik gelen topolojik indekslerinde, altkiime sayilarinda
ve bazi diger sayisal Ozelliklerde, optikte, graf teoride, miizikte, pargalanis teoride,

elektrik devrelerinde ve daha birgok alanda karsimiza ¢ikmaktadir.



1.2 Altin Oran

Altin oran, matematik ve sanatta, bir biitiiniin parcalar1 arasinda gozlemlenen, uyum
agisindan en yetkin boyutlar1 verdigi sanilan geometrik ve sayisal bir oran bagintisidir.

Altin  oran  irrasyonel bir sayidir ve ondalik = sistemde @ yazlisi

1,618033988749894.. . tiir. Bu oranin kisaca gosterimi ise; 1+2J§ olur.

F,=F_,+F _,esitliinde F_yerine x" yazlirsa, yani x"= X" + x"? denklemi elde

edilir. Bu denklem ¢oziildiigiinde o = (1+ \/g)/Z ve f = (1—\/5)/2 sayilar1 elde edilir.

1,1,2, 3,5, 8, 13, 21, ... Fibonacci say1 dizisini ele aldigimizda ardisik iki terimin

birbirine orani da bize altin orani verir.

. F
a = lim—=t
n—oo Fn

1.3 Fibonacci sayilari icin Binet Formiilii

Bir 6nceki boliimde buldugumuz «,f koklerini ele alalim. Fibonacci sayisinin her

terimi, @ ve £ ‘nin bir lineer kombinasyonu olarak yazilabileceginden,

F,=Aa"+Bf"
(1.2)

denklemi elde edilir. (1.2) denkleminde Fibonacci sayilarinin baglangic kosullari

F,=0 ve F =1 disiildiginde, F,=A+B=0 veF, =Ax+Bg=0 denklemleri elde

ve B=- olarak elde edilir. A

a—pf a—-p

edilir. Bu iki denklem ¢6ziildiigiinde A=

ve B katsayilar1 (1.2) denkleminde yerlerine yazilirsa;

F=Z /. F, =0 ve F, =1 elde edilir.
a-p

Elde edilen bu esitlik Binet Formiilii olarak bilinir. Binet formiilii, Fibonacci ve Lucas

say1 dizilerin birbirleriyle olan iliskilerini ispatlamakta kullanilmaktadir.



1.4 Fibonacci Sayillarimin Baz1 Ozellikleri

Bu kisimda Fibonacci sayilarinin sagladiglr birgok matematiksel bagintidan 6nemli
olanlardan bir kagim verecegiz. Oncelikli olarak simdi verecegimiz &zellik bize bu

bagintilarinin ispatinda 6nemli bir yer tutacaktir.

e =X ve x| <1, N —> o igi ixk 1 dir
X< ="—"— X/ <1, o0 igin =—— dir.
kZ:(; 1_X ¢ k=0 1—X

Teorem 1.1. (Lucas, 1876)
Ardisik Fibonacci sayilarinin toplamu su seklide ifade edilir,

>R -F. -1
i=0

(1.3)
dir.
Ispat: Fibonacci sayilarinin indirgeme bagintisini her bir adimda kullanalim;

F=F-F,

F,=F,—F
F=K-F
I:n—l = I:n+1 - I:n

I:n = I:n+2 - I:n-¢—1

seklinde alt alta yazilan ifadeler taraf tarafa toplama yapilirsa
n

ZI:I = Fn+2 - FZ = I:n+2 -1

i=1

elde edilir.

Simdi de Binet formiilii kullanarak teoremi ispat edelim.

n _nai_ﬂi
ZF‘Z a-p

1 \ i o i
=a—ﬂ{;a - ilﬁ}
— 1 {nz_l:anl _nz_llﬂnl}
ﬂ .

o — i=1 i=1




elde edilir. Yukaridaki ifade de | gordiigiimiizii yere
n _yhtl
D X = esitligi kullanildiginda,

k=0

1 [ 12" 1
_a—ﬂ{al—a ﬂl—,b’}

bulunur. ¢+ £ =1 ve aff =-1 esitlikleri kullanildiginda,

-l )
_ 1 {an+2 _ﬂn+2 _(az _ﬂZ)}
a-p
_a" - p" (a-f)a+p)
a—-pf a—-pf
= I:n-¢—2 -
elde edilir.

Teorem 1.2. (Lucas, 1876)

ZFZH =F,, ve ZFZi =F, .,—1 dir.

i=1 i1

(1.4)

Ispat:

Binet formiilii kullanarak teoremi ispat edelim.

n n aZi—l _IBZi—l
F.. = - 7
iZ:l: 2i-1 |Z:1: a _ﬁ

1 " oid N\ p2idl
-— (éa —;ﬂ )

:a%(aiaﬂ_ﬂiﬁﬁ)

_ 1 (a 1_a2n _ﬁ 1_ﬂ2n
a-f (1-a)1-p) = (1-a)0-5)

)

1 B 2:L_aZn 21_ﬂ2n
a—ﬂ( “ (1+a)+ﬁ 1+,B)

= ﬁ (-1+a” +1- ™)

i+1

indis degisimi ve



elde edilir.
Teoremde verilen diger 6zelligi de benzer sekilde ispat etmek miimkiindiir.
1.5 Es (Associate) Dizisi

Fibonacci sayilar1 dendiginde aklimiza gelen bir diger say1 dizisi de Lucas sayilardir.

N. Lucas sayis1 L, ile gosterilir. Fibonacci sayilarimn indirgeme bagmntist ve L =1,
L, =3 baslangi¢ kosullarim ele alirsak, es diziyi yani Lucas sayilarimi elde ederiz.

n>3 icin L, =L, ,+L, , oldugundan ilk birka¢ Lucas sayist;
L=1,L,=3, L=4,1,=7, LL=11, L, =18, L, =29, ...

dir.

Fibonacci sayilarinda oldugu gibi Lucas sayilar i¢inde bir Binet formiilii elde edilir.

Fibonacci sayilart igin kullanilan yontemle, Lucas sayilar1 icin elde edilen Binet

formiilii L, =" + " seklindedir.
Fibonacci sayilari ile Lucas sayilarinin bazi 6zelliklerini verelim.

Teorem 1.3.

k

Z Fi+j = Fi+k+2 - Fi+l dir.

-0
Teorem 1.4.

(F,..,F)=1 dir.

Teorem 1.5. (Cassini Formiilii)

F.F, —F2=(-1

n+l" n



Teorem 1.6. n2>1 i¢in asagidakiler saglanir.

1. LF, =F,;

2. L, =F,+F ,;

3. L, =F,.,—F_;
4. 5F=L,,-L,,;

1.6 Fibonacci Genellestirmeleri

Fibonacci ve Lucas sayilari iizerine yapilan ¢aligmalarin bir diger yonii de bu sayilarin

genellestirmeleri {izerinedir. iki cesit genellestirme mevcuttur. Bunlarin ilki, Fibonacci

say1 dizisinin derecesini degistirmeden baslangi¢ kosullar1 ve katsayilar yerine keyfi

tamsayilar almaktir. Yani,

Ikinci basamaktan indirgeme dizisi pve q sifirdan farkli tamsayilar, Uy=a , U, =b

baslangi¢ kosullart ve N>1 igin
Un = pUn—l +qUn—2

kurali ile tammlanir. Elde edilen {U, }dizisine Horadam dizisi denir. Ozel

Horadam say: dizileri asagidaki tabloda verilmistir.

Cizelge 1.2 Ozel say1 dizileri

bilinen

p q a | b | Gosterimi

Dizinin Adi

1 |1 o |1 |{R}

Fibonacci Dizisi

1 |1 |2 |1 | {4}

Lucas Dizisi

2 |1 o |1 | iR}

Pell Dizisi

2 |1 |2 |2 | 1P}

Pell-Lucas Dizisi

Jakobsthal Dizisi

Jakobsthal-Lucas Dizisi

Ikinci tiir genellestirme ise, Fibonacci say1 dizisinin hem derecesi arttirmak hem de

katsayilarina tamsay1 getirerek elde edilen say1 dizisidir. Yani,



k. basamaktan en genel indirgeme dizisi; 1<i<K i¢in ¢, ler keyfi tamsayilar ve

Uy, U, ..., u, ~ lar keyfi baslangi¢ kosullar1 olmak iizere Nn>K igin
U, =CU, , +CU, , +...+CU, (1.4)
indirgeme kurali ile tammlanir. Ozel olarak ¢, =C,=---=C, =1 alinirsa, elde edilen

say1 dizisine kK. mertebeden Fibonacci say1 dizisi denir. K =3 i¢in Tribonacci say1

dizisi, k =4 i¢in Tetranacci say1 dizisi elde edilir.

1.7 Matrisler ve Indirgeme Dizileri

Yukarida (1.4) ile tamimlanan dizi i¢in agikca

un+1 Cl C2 C3 Ck un
u, 1 0 0| U4
u, (=0 1 0 - 0} u,
Un k2 0 - 0 1 0)\Upyn

matris ¢arpimindan elde edilir. Buradaki

C, C C - C
1 0 0 -~ 0
A=0 1 0 --- O
o -~ 0 1 0

matrisine kompaniyon (es) matrisi denir. Ozel olarak Fibonacci say1 dizileri ele

alindiginda,

1 1 sl n I:n-¢—l Fn
A= icin A" =
10 F, R
matrisleri elde edilir. Bu matrisler ve matris c¢arpiminin 6zellikleri kullanilarak,

A" = A"A"  matris esitligini g6z Oniine alirsak ve 1. Satir 2. Siitun elemanlarini

esitlersek A" = A"A™ esitliginden

I:n+m = I:nJr:LFm + Fn I:m—l
ozelligi elde edilir. Ozel olarak n=m alindiginda,
I:2n = I:n+1|:n + I:n I:n—l = I:n (Fn+1 + I:n—l) = FnLn



olur ki buradan temel boliinebilme 6zelliklerinden F,/F,, sonucunu elde ederiz.

A" = A"A" esitligini simdi L =F, , +F, , seklinde yazar ve matris carpimim goz

Oniine alirsak,
F2n+l I:2n _ I:n +1 Fn I:n +1 Fn
I:2n I:2n—l - I:n I:n -1 I:n I:n -1
yazariz Ve buradan

Fon = F?

2n+1 — ' n+l

2
+F,

sonucunu elde ederiz.

10



BOLUM II
FiBONACCI SAYILARININ KOMBINATORIYAL iSPATLARI

Bu boliimde Fibonacci sayilari i¢in bilinen bazi 6zelliklerin ispatlarini kombinatoriyal

yoldan elde edecegiz.
2.1 Fibonacci Sayilarimin Kombinatoriyal Yorumlari

N sayisini, 1 ve 2 sayilarim kullanarak ve bu iki saymnin toplam olarak kag farkl

sekilde yazilabilir? Bu say1yr f_ ile gosterelim.

Ormegin, f, sayisiniinceleyelim. 4 sayisi;

1+1+1+1, 1+1+2, 1+2+1, 2+1+1, 2+2 olmak iizere 5 farkli sekilde
yazilabildiginden f, =5 dir.

Kombinatoriyal olarak gérmek icin dizimizde ilk say1 1 ise, geriye N—1 say1 kalir ve

f , tane farkl yol vardir. Ilk say12 ise f_, tane farkli yol vardir. Dolayisiyla

f,="~Ff ,+f,

n

elde edilir.

f, sayilar Fibonacci say1 dizilerinin indirgeme bagintis1 ile aynidir.

Amacimiz, f  ’nin daha gorsel ifadesini tercih etmek. 1 sayisim kare ve 2 sayisini
domino olarak diisiinelim. f_, N wuzunlugundaki bir seritte kare ve dominolari
kullanarak yapilacak farkli doseme sayisini ifade eder. Boylece f, =5 sayisimn serit

olarak gdsterimi su sekildedir.
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Sekil 2.1. f, =5sayisimn par¢alanmasi

Bos seriti yani O-seriti i¢in f, =1 dersek, f  =o0olarak tamimlariz. Bu ise Fibonacci

sayilari ile tanimlanan { f } dizisi arasinda asagidaki gibi bir bagint1 oldugunu gésterir.

Teorem 2.1. n uzunlugundaki bir seritin kare ve dominolarla olusturulmasina yonelik

yollar1 f_olarak hesap edelim. Boylece f, bir Fibonacci Sayisidir. Ozellikle
n>-ligin f =F _, ’dir

2.2 Fibonacci Sayilar i¢cin Kombinatoriyal Ozellikler

Bu boliimde Fibonacci sayr dizisi igin bilinen 0Ozelliklerin hem Binet formiili
yardimiyla hem de kombinatoriyal ydnden ispatlar1 verilmistir. Binet formiili

kullanilarak elde edilen ispatlarda, tanimlanan « ve f sayilarmm ozellikleri

kullanilirken, kombinatoriyal yonden ispat yapilirken, bir soru ve elde edilen iki cevap

kullanilacaktir.
Ozellik 2.2.1:
nz0, f,+f+f,+.+f =f -1 dir.

Ispat: Oncelikle Binet formiilii kullanarak ispat edelim.

z fk = z Fk+1
k=0 k=0

12



ko a—p
— ai (iakﬂ _iﬂkﬂ)

1 "k AN gk
—a_ﬂ(akzz(;a ﬂéﬂ)
S Wy Yo

: [“(1‘@(1—0!“)—ﬁ(l_a)(l_ﬁku)}
a-p 1-a)1-5)

——(@-ap)t-a*) + (-B+ap)a- B
Py
Fk+2 + Fk+l -1

k+3 -1

= fk+2 -1

Kombinatoriyal yonden ispatlamak i¢in sorulacak soru su sekildedir.

Soru: (n+2)uzunlugundaki bir serit de en az bir tane domino kullanilarak kag farkl

doseme yapilabilir?

Cevap 1: (N+2) uzunlugundaki bir serit de, f , tane farkli doseme yapilabilir. Hepsi

n+2

karelerden olusan doseme ¢ikartildiginda, f,,, —1 tane désemede mutlaka en az bir

tane domino vardir.

Cevap 2: Eger désemede son fayans domino ise, kalan yer K uzunlugunda oldugundan

f, farkli doseme yapilabilir. Son fayans kare, bir 6nceki fayans domino ise f, , yer
kaldigindan, f,_, tane doseme yapilabilir. Bu déseme ilk fayans domino oluncaya kadar

devam ederse, kalan yer sifir oldugundan f, tane déseme yapilabilir. Yani;
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ooy £, tane

m f_, tane
m f_, tane

m f, tane

Sekil 2.2 Dominolarin dizilisi

En az bir domino bulunmak sartiyla toplam farkli doseme sayist,
fo+ f+f,+..+f =f,,—1 dr
dir.

Ozellik 2.2.2: n>0, f +f,+f +.+f, =f

2n+l

Ispat:

n n
z f2k = Z Faa
k=0 k=0

2k+1 2k+1
n
a -p

1 . k+1 . 2k+1
= Q™ => "

a— ,B k=0 k=0

:ﬁ(aia%_ﬁiﬁzkj
B 1 1_a2k+2 ~ 1_ﬂ2k+2
‘a—ﬂH o’ ] ﬂ( 7 H

a ve f sayilari x* —x—1=0 karakteristik denklemin kokleri oldugundan bu denklemi

saglar ve a’—a-1=0 ve [°—pf-1=0 esitlikleri elde edilir. Bu esitliklerden

1-a® =a ve 1- % = j ifadeleri son esitlikte yerine yazildiginda,
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1 (a(l—a + )_ﬁ(l—ﬂ j

Ta- B -a -
:L(_1+a2k+2 )
o-—
Qe _ g
= -
=Fyz
= fou

elde edilir. Kombinatoriyal yoldan ispat1 i¢in sorulacak soru ise su sekildedir.

Soru: (2n+1) uzunlugundaki serit de kag farkli ddseme vardir?

Cevap 1: (2n+1) uzunlugundaki serit de f, . farkli dseme vardir.

2n+1

Cevap 2: Seridin uzunlugu tek oldugu i¢in, en az bir tane kare olmak zorundadir. Geri

kalan yere f, doseme yapilabilir.

NN

f,, tane

N f, , tane

N f,, , tane

m f, tane

Sekil 2.3. Dosemelerin olusturulmasi

Dolay1siyla Z fo tane farkli doseme yapilabilir.
k=0
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Birgok Fibonacci o6zelligi verilen bir hiicredeki “kirilabilirlik tanimma” dayanir.
Herhangi bir serit 1 ile k arasindaki bir déseme ve k+1 ile n arasinda bir dosemeden
olusuyorsa, bu dosemeye K. hiicrede kirilabilirdir denir. Eger K. hiicre bir dominodan

olusuyorsa, bu dosemeye kirillamaz denir.

SIS NSNS

1 2 3 45 6 7 8 9 10

Sekil 2.4. Kirilabilirlik

Yukaridaki doseme 2, 3, 8 ’inci hiicrelerden kirilabilirken, 4, 6, 9 ’uncu hiicrelerde
kirilamaz.

Ozellik 2.2.3: mn>0, f =f f +f f  dir

m-1 "n-1
Ispat:

Fibonacci sayilar1 igin Binet formili ve f =F esitligi  kullanilirsa,

+1

fm+n = fm fn +f_,f . denklemi F =F

m-1 "n-1 m+n+l — " m+l

F

n+l

+ F,,F, denklemine doniisiir.

(am+1 _ﬂm+l)(an+l_ﬂn+1)+(am _ﬂm)(an _ﬂn)
(a=p)
am+n+1+amﬂn +ﬁman +ﬂm+n+2 _amﬂn _ﬂman +ﬂm+n

(@=5)

i am+n+l(a+ij+ﬂm+n+l(ﬁ+;j

) (a-B)’

F

m+1

F

n+l

+F.F =

16



am+n+l(a_ﬂ)_ﬂm+n+1(a _ﬂ)
(a=BY)

Kombinatoriyal ispat i¢in sorulacak soru su sekildedir.

Soru: (M+n) uzunlugunda bir seritte kac tane ddseme yapilabilir?
Cevap 1: (m+n) uzunlugundaki seritte f_  farkli doseme yapilabilir.

Cevap 2: m. hiicredeki kirilabilirligi inceleyelim.

Eger m. hiicrede kirilabilirse, M uzunlugunda ve N uzunlugunda olmak iizere, iki

pargaya ayrilir. M uzunlugundaki bir seritte f_farkli doseme, N uzunlugundaki bir
seritte ise f  farkli doseme olusturulabildiginden toplamda f_f farkli doseme

olusturulabilir. Yani,

1 2 m m+1 m+2 m-+n

Sekil 2.5. m. hiicrede Kirilabilirlik

elde edilir. Eger m. hiicre kirilamaz ise, M—1 ve n—1 olacak sekilde iki seride ayrilir.

Dolayisiyla f_, ve f , farkli doseme yapilabilir. Yani,
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1 2 m-1 m m+1 m+2 m-+n
Sekil 2.6. m. hiicrede kirilamaz

elde edilir. Dolayisiyla bir hiicre ya kirillabilir ya da kirllamaz oldugundan
f.f, +f,,f , farkli doseme yapilabilir.

m-1 "n-1

Ozellik 2.2.4: n>0igin, (gj+(n;lj+(n;Z]Jr...(n[rl{/nz/jjj: f, dir.

Ispat: Bu ozelligi timevarim yontemi ile ¢ozelim.

i) N=2 icin,

2) (1
[Oj + EJ =2 ve F, =2 oldugundan esitlik saglanr.

ii) nve Nn—1i¢in dogru oldugunu kabul edelim.

i) n+1 igin,
=" " oldugunu it Dolayistyla;
oLk K1 oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla;

18



Soru: n uzunlugundaki serit de kag farkli doseme yapilabilir?

cevap 1: f_tane n-serit vardir.

cevap 2: n seritte kag tane kesin olarak i tane domino kullanilmistir? Cevabin sifirdan
farkli olmas1 i¢in 0<i< % olmak zorundadir. Boyle seritlerde N—2i Kkare

kullanilmasi gerekli ve dolayisiyla n—i serit kullaniyoruz.

NN

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

. . . 7
Sekil 2.7. 10-seritte 3 domino (3] farkli sekilde segilir.

Yukaridaki seritte 10 ddsemede 3 domino ve 4 kare kullanilmistir. n—1 fayanstan i tane
n—i

domino { .

) kadar secilir. Dolayisiyla,
|

n—i

j kadar n-doseme vardir.
|

. n—i\(n—j
Ozellik 2.2.5 : n>0igin, ZMZN( _ j{ _ Jj: f, . dir.

J |

Ispat: Ozellik 2.2.5 de kullanilan tiimevarim metodu ile ispatlanabilir.

19



Kombinatoriyal yoldan ispati i¢in sorulacak soru su sekildedir.
Soru: (2n+1) -lik seritte kag farkli ddseme yapilabilir.

Cevap 1: f, , tane serit vardir.

2n+1

Cevap 2: (2n+1) bir serit mecburen en az bir tane kare icermek zorundadir. Eger bir
karenin sag ve sol tarafindaki kare sayilari esit ise, bu kareye medyan kare denir. Ispat,

medyan kareye dayanmaktadir.

NNWEENNNWN NN
v

medyan kare

Sekil 2.8. Medyan kare

Medyan karenin sol tarafindaki dosemede i tane domino, sag tarafindaki dosemede ise j

tane domino oldugunu kabul edelim. Toplam domino sayist i+ j’dir. Dolayisiyla
2n+1-2(i+ ) tane kare mevcut olup sag ve sol taraftaki kare sayisi esit oldugundan,

her iki tarafta da n—i—j tane vardir. Sol tarafta n—i—j+i=n—j tane kare ve

dominolardan i tanesi domino oldugundan ( J farkli sayida domino segilir. Benzer

n—i
sekilde, sag taraftaki kare ve dominolardan j tanesi domino oldugundan ( ) J tane
J

domino segcilir. Dolayisiyla

=)

farkli sayida doseme yapilabilir.

. n(n
Ozellik 2.2.6 : n>0igin, fzﬂzz(k]fkl dir.
k=1

20



Ispat: f_, =F, oldugundan

o.(n in
[ ] f . :Z(kj F, elde edilir. Fibonacci sayilar i¢in Binet formiilii kullamldiginda

k=1

Ele -l -2

S 2

=ﬁ(a+a)” - A"

aZn _ﬂZﬂ
a-p
i FZn
= f2n—1

oldugu goriiliir. Kombinatoriyal yoldan ispati i¢in sorulacak soru su sekildedir.
Soru: (2n-1)-lik serit de kag farkli ddseme yapilabilir?

Cevap 1: f, , tane farkli déseme yapilabilir.

2n-1

Cevap 2: ilk n fayans arasinda kare olanlarin sayismi diisiinelim. (2n—1) -lik bir
déseme en az biri kare olmak kosulu ile en az n tane fayans (kare ve domino) igermek

zorundadir. Gergekten en az N-—1 tane olursa, maksimum uzunluktaki dosemeyi

bulmak i¢in domino sayisi fazla, kare sayist az olmak zorundadir. Yani, 1 tane kare
kullamlirsa, en uzun ddseme elde edilir. Geriye Nn-2 tane domino kalir.
2(n-2)+1= 2n— 3 uzunlugu elde edilir. Buda 2n—1 uzunlugu ile gelisir. Dolayisiyla
en az n tane fayans olmak zorundadir.

. . . . . n
[Ik n fayanstan k tanesi kare ve (n—Kk) tanesi domino ise, [kj farkli yol ile

2(n—k)—k =2n-k uzunlugundaki yere dosenebilir. Geriye kalan

(2n-1)—(2n-k)=k-1 uzunlugundaki seritte f,_, farkli doseme yapilabilir.

n
Dolayisiyla [kj f._, farkli doseme yapilabilir. Dolayisiyla,

21



L
[k} f., farkli doseme yapilabilir.

k=1

1 2n-k 2n-1

Sekil 2.9. 2n—Kk uzunlugundaki serit, k tane kare n-k tane domino igerir.
Ozellik 2.2.7: n21, 3f =f ,+f , dir.
Ispat: f =F

., bagintist ve Binet formiilii ele alinirsa,

F, ..+F,, =3F,, olmak iizere;
n+3 n+3 n-1 n-1
Fn+3 + I:n—l - < ﬁ N . ﬂ
a—-pf a-p
an+1(a2 +a—2)_ﬂn+1(ﬂ2 +,3_2)
= oy
elde edilir.
1 2 ) 1 2 P L. . . . .
—=(-p) =4 ve == (—a)” =a® esitlikleri yukaridaki esitlikte yerine yazilirsa
n+l 2 2 n+l 2 2
Fn+3+Fn71:a (a +ﬁ ) ﬁ (a +ﬂ )
a-p
n+l n+1
L, A
a-p
= 3Fn+1
bulunur.

Iki farkli kiimeyi asagidaki gibi tanimlayalim.

Kiime 1: n seritteki dosemelerin sayisi olsun. f, tane eleman vardir.

Kiime 2: (n—2) veya (n+2)-lik seritteki désemelerin sayisi olsun. f ,+ f _ tane

eleman vardir.

22



Bu o0zelligi ispatlamak i¢in kiime 1 ile kiime 2 arasinda “1-3 karsilik” tanimini
kuracagiz. Yani; kiime 1’deki her bir nesne i¢in, kiime 2 de ii¢ farkli nesne
olusturabiliriz 6yle ki, kiime 2 deki her nesne bir tanedir. Dolayisiyla kiime 2 nin

eleman sayisi, kiime 1 in eleman sayisinin {i¢ katidir.

Ozel olarak, kiime 1 deki her bir n-gerit icin, asagida uzunluklar1 (n+2) veya (n—2)

olan ti¢ farkli serit olusturuyoruz.

Serit I : n uzunlugundaki bir désemenin sonuna bir domino ekleyerek (n+2)-lik bir

doseme yapilabilir.

Serit IT : n uzunlugundaki bir dogsemenin sonuna iki kare ekleyerek (n+2)-lik bir

doseme yapilabilir.

Serit III : Bu doseme n uzunlugundaki dosemenin son fayansina baglidir. Eger doseme
bir kare ile bitiyorsa, bu kareden dnce bir domino ekleyerek (n+2) déseme yapilabilir.
Eger bir domino ile bitiyorsa bu domino kaldirilir ve (n—2) déseme yapilr.

Dolayisiyla kiime 2 nin eleman sayis1 kiime 1 in eleman sayisinin 3 katidir. Bu da;

3f, ="

,=f..,+ T, oldugunu gosterir.

| -

I I | | | | Serit II

Serit 11T

Sekil 2.10. 1-3 karsilik
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2.3 Serit Ciftleri
Bu boliimde, “kuyruk degisimi” teknigi ile birka¢ 6zellik kanitlayacagiz.

NN NNENN

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011
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Sekil 2.11. i. hiicrede kirilabilir ise i. hiicrede hatali.

Yukaridaki iki désemeyi diisiinelim. Ilk ddseme 1. hiicreden 10. hiicreye, ikinci ddseme
2. hiicreden 11°e kadar. Her iki seritte i. Hiicrede kirilabilir ise, 2<1<10 i¢in i. hiicre
hatalidir denir. Yukaridaki sekilde 1., 2., 5., ve 7. Hiicreler kusurludur. Kuyruk olarak
ise son kusurlu hiicreden sonraki fayanslar olarak adlandirtyoruz. Ornegin yukaridaki

sekilde, son iki fayans kuyruktur.

Kuyruk degisimi, Simson formiilii ve Cassini 6zelligi icin temel 6zelliktir. Ik bakista,
(-1D" teriminin kombinatorial o6zelligi i¢in kullamigsiz gibi goriilebilir. Yine de, bu

terimi “hata terimi” olarak gorecegiz.
Ozellik 2.2.8: N0 igin, f>=f ,f  +(-1" dir.
Kiime 1: n uzunlugunda iki seritte yapilan désemeler, f f = f ? tanedir.

Kiime 2: (n+1) uzunlugunda ve (n-1) uzunlugunda iki seritte yapilan dosemeler,

f . f . sayist kadardir.

n+l "n-1
Esleme:

Kabul edelim ki n tek olsun. Bu durumda alttaki ve tstteki seritler en az bir kare
icermek zorundadir. i hiicredeki kare ya i. hiicrede ya da i-1. hiicrede “kusurlu” olmak
zorundadir. iki tane n uzunlugunda seritin kuyruk kismini degis-tokus yaptigimizda,
(n+1) uzunlugunda ve (n-1) uzunlugunda ayni kusurlarla iki serit elde edilir. N
uzunlugundaki seritler ile (n+1) ve (n-1) uzunlugundaki seritler arasinda 1-1 esleme

yapilabilir. (n+1) ve (n-1) uzunlugundaki seritler arasinda kusursuzluk var midir?
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Sekil 2.12. kusursuzluk.

Yukaridaki sekildeki gibi bir kusursuzluk mutlaka vardir. Dolayisiyla n tek iken

f2=1f ,f ,—1dir. ncift iken de kusurlu serit giftleri arasinda 1-1 esleme vardur.

1 2 3 456 7 8 9 10 11

Sekil 2.13. Bir tane kusursuz serit gifti.

Yukaridaki sekilde oldugu gibi sadece 1 tane kusursuz serit ¢ifti vardir. Dolayisiyla
f2=1f f  +1 dir.

n n+l "n-1

Ozellik 2.2.9: >0, > f2=1f f  “dir.

n ‘n+l
k=0

Soru: n-lik ve (n+1)-lik bir seritte kag tane serit yapilabilir?

Cevap 1: f f , tane serit vardir.

n+1

Cevap 2: n-lik seritin tizerine (n+1)-lik seriti yerlestirelim.

1 2 n n+l

Sekil 2.14. iki serit ¢iftinde f f ., farkli d5seme yapilabilir.
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iki seritte 1. Hiicre ile basladigindan dolay1, herhangi serit ¢iftinin 0. Hiicrede bir kusura
sahiptir diye diisiinebiliriz. k. hiicrede kag tane serit ¢ifti son kusura sahiptir? sztane

serit vardir. Dolayisiyla;

i sz :fn fn+l
k=0

26



BOLUM III
LUCAS SAYILARININ KOMBINATORIYAL iSPATLARI

Bu boliimde Lucas sayilarint ve Fibonacci ve Lucas sayilarini igeren oOzelliklerin
kombinatoriyal ~yoldan ispatlarim yapacagiz. Ik olarak Lucas sayilarinin

kombinatoriyal yoldan yorumunu verecegiz.
3.1 Lucas Sayillarimin Kombinatoriyal Yorumu

Lucas sayilarinin, Fibonacci sayilarinda ki seridin iki ucunun birlestirerek elde edilen
halka iizerine dosenen kare ve domino kullanilarak farkli désemelerin sayist oldugunu

gorecegiz. | sayisi olarak, n hiicreden olusan halkaya kare ve dominolar yerlestirilerek
elde edilen farkli serit sayisi olarak diisiinelim. Ornegin; |, =7 ’dir. yani 4-

uzunlugundaki bir halka seklinde bir seride, domino ve kare kullanarak 7 farkli doseme

yapilabilir. Dosemeler asagida su sekilde verilmistir.

Sekil 3.1. I, =7 sayisinin parcalanmasi

N -uzunlugunda bir halka olarak, N -uzunlugundaki bir seridin dairesel hale getirilmis

durumu olarak tanimlayalim. Eger domino n. ve 1. hiicreleri kapsadigi durumlarda “faz

27



dis1” olarak, diger durumlarda “faz i¢i” olarak tanimlayalim. Sekil 3.1’de 5 tanesi faz igi
4-halka iken, 2 tanesi faz dis1 4-halkadir.

Baslangi¢ kosullari ile beraber, N uzunlugundaki halkalarin sayisi1 Lucas dizisine Lucas
say1 dizisi ile ayn1 indirgeme bagmtisini saglar. Yani,

n=3icin I =1, +I _, dir.

Bunu gorebilmek igin halkadaki son désemeye bakalim. Ilk fayans olarak birinci
hiicreyi kapsayan kareyi veya 1. ve 2. hiicreyi ya da n. ve 1. Hiicreyi kapsayan domino
olarak diisiinelim. Son fayans olarak da ilk fayanstan énce gelen fayans: diisiinelim. ik

fayans seridin faz durumunu belirler. | , tane n halka kare ile biterken, | ,tane n
halka domino ile biter. Dolayisiyla,

I.=1_,+I _, esitligi saglanir.

Teorem 2: N>0igin, 1_; Nuzunlugunda bir halkanin domino ve kare ddsemeleriyle

elde edilen seritlerin sayis1 olmak tizere; | =L ’dir.

Burada L, n.Lucas sayisidur.

3.2 Lucas Ozellikleri

Ozellik 3.2.1: n>1igin |_=f + f_, dir.
Bu 6zelligi ispatlayabilmek icin, sorulacak soru su sekildedir.

Soru: N uzunlugunda halkada, kag¢ farkli doseme yapilabilir?

Cevap 1: nuzunlugunda bir halkaya yapilabilecek farkli déseme sayis1 L dir.

Cevap 2: Bir halka ya faz i¢i ya da faz dis1 olabileceginden her iki durumu inceleyelim.

Halka eger faz i¢i ise, bu halka bir seride karsilik gelir ve dolayisiyla f tane farkl

doseme vardir. Halka faz dis1 ise, N—2 uzunlugunda bir seride karsilk gelir ve

dolayisiyla f,_, tane farkl1 doseme vardir. Bu durum asagidaki sekilde ifade edilmistir.
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Sekil 3.2. n uzunlugundaki faz i¢i ve faz dis1 halka

Ozellik 3.2.2: N0 i¢in f, =L f  dir.

Bu 6zelligi ispatlamak i¢in iki farkli kiime tamimlayalim.

Kiime 1: 2n—1 uzunlugundaki bir seritte farkli dssemeler olsun. Bu durumda kiime
dir.

I’in eleman sayist f, ,

Kiime 2: Bir halka ve bir serit diisiinelim 6yle ki halkanin uzunlugu n, seridin
uzunlugu N—1 ise yapilabilecek farkli dosemeler olsun. Bu durumda kiime 2’nin
cleman sayis1 L, f,_, ‘dir.

Bu iki kiime arasinda eleman sayilarini karsilastirabilmek icin, yapilacak eslemeyi su
sekilde tanimlayalim.

Esleme: 2n-1 uzunlugunda bir T~ seridi verilsin. Asagidaki sekilde belirtildigi gibi iki

durum vardir. N. hiicreden kirilabilirdir ya da n. hiicreden kirilamazdir.

Durum I: Durum I1:

n. hiicrede kirilabilir. Nn. hiicrede kirilamaz

I 1 | Lo hNNN] 1 21

n n+1

I Tl ol I I'--.'I--.'x\\\\xx ---------------------------- 1.1\‘1,'--.]

Sekil 3.3. n. hiicreden kirilabilir veya kirillamaz
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Durum 1: T" n. hiicrede kirilabilir ise, N sag tarafta, 1 sol tarafta olacak sekilde faz
ici bir n-halka olusturulabilir. N+1. hiicreden 2n—1. hiicreye N—1 uzunlugunda da

f, farkl1 doseme yapilabilir.

Durum 2: T~ n. hiicrede kirilamaz ise, n. ve N+1. hiicre bir domino ile kaplanir. 1.
hiicreden N—1. hiicreye kadar f_, tane farkli doseme, N. hiicreden 2n—1. hiicreye L,
farkl halka oldugundan f, , =L f ,  dir.

Ozellik 3.2.3: n>0 igin 5f =L +L _, dir.

Bu 6zelligi kombinatoriyal yoldan ispatlamak i¢in iki kiimeyi su sekilde tanimlayalim.
Kiime 1: N uzunlugundaki bir seritteki dosemeler olsun. Kiime 1 in eleman sayisi f,
“dir.

Kiime 2: nuzunlugundaki halkada ya da N+ 2 uzunlugundaki halkadaki farkli
dosemeler olsun. Kiime 2 nin eleman sayist L +L, , dir.

Kiimeler arasindaki eslemeyi asagidaki sekilde olusturalim.

Esleme: Bu 6zelligi ispatlamak icin kiime 1 ile kiime 2 arasinda “1’e 5 bir esleme
kuralim. Kiime 1 deki her bir doseme igin, kiime 2’de birbirleriyle cakismayacak
sekilde 5 farkli N uzunlugunda halka olusturacagiz.

Verilen bir n uzunlugundaki seritten, 5 farkli N uzunlugunda halkanin 4 tanesi su
sekilde olusturulur.

1) Birinci ve n. hiicreleri birlestirerek faz i¢i bir N uzunlugunda halka olusturmak.
2) Iki kare yerlestirerek fazici N+2 uzunlugunda bir halka olusturmak.

3) Bir domino yerlestirerek fazi¢i N+ 2 halka olusturmak.

4) Bir domino yerlestirerek faz dist N+ 2 halka olusturmak.
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Sekil 3.4. n uzunlugundaki halkadan n ve n+2 uzunlugunda 5 farkli halka elde edilir

Besinci halka N uzunlugundaki seridin bir kare veya domino ile baslayip

baslamayacagina baglidir.
Eger bir domino ile baslarsa,
5a. Faz dis1 Nuzunlugundaki bir halkay1 saat yoniinde 1 hiicre kaydirmakla,

Eger bir kare ile baslarsa,

5b. Kareden once bir domino ekleyerek faz i¢i N+2uzunlugunda bir halka

olusturmakla,

5’inci halka elde edilir.

Orzellik 3.2.4: N>0 igin > f L =(n+2)f, dir

r=0
Kombinatoriyal yoldan ispati i¢in asagidaki kiimeleri tanimlayalim.
Kiime 1: N uzunlugundaki désemelerin kiimesi olsun. Bu kiimenin eleman sayisi

tanimdan f_ dir

Kiime 2: A bir I'uzunlugunda bir déseme ve B O0<T <n igin bir N—r uzunlugunda bir

halka olmak iizere, (A,B) ciftinin kiimesini diisiinelim. Tanimdan bu kiimenin eleman

say1sl Z f.L, , kadardm.

31



Esleme: Kiime 1 ile kiime 2 arasinda “1’e N+2” esleme yapalim. Herhangi bir n
uzunlugunda X doésemesinin r. hiicrede kirilabilir olup olmamasimi durumuna gore
incelenirse,

X, r. hiicresinde kirilabilir ise; asagidaki sekilde ifade edildigi gibi, 1. Hiicreden r.
hiicreye kadar I' uzunlugunda bir serit ve I +1. hiicre ile Nn. hiicreleri birlestirerek n—r

uzunlugunda bir halka olusturalim.

X, r. hiicrede kirilabilir ise;

X: 1 |
r r+l
Al NSO B:
r

X, r. hiicrede kirilamaz ise;

X: |
r r+1
L B:
r-1

Sekil 3.5. r. hiicrede kirilabilir veya kirilamaz

X, r. hiicrede kirilamaz ise r. ve r+1. hiicreleri kapsayan bir domino vardir. Bu
durumda asagidaki sekilde de belirtildigi gibi r —1 uzunlugunda bir déseme ve N—r+1
uzunlugunda bir halka elde edilebilir.

X kirilabilir ise, X=AB olacak sekilde A [luzunlugunda bir déseme, B n-r
uzunlugunda bir halka mevcuttur. B faz i¢i (n-r)-halka olmak iizere (A,B) serit ¢iftini
eslestirelim.

X kirilamaz ise; X=AdB olacak sekilde A, r—1 uzunlugunda bir doseme ve B, n—r+1
uzunlugunda bir halka mevcuttur. Déseme ¢ifti (A,dB)’yi , B faz digg n—-r+1

uzunlugunda bir halka olmak iizere serit ¢iftini eslestirelim. 1<r <n-1 i¢cin bu sekilde
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tam olarak n-—1 adet eslestirme yapilabilir. Ayrica, ' =0i¢in uzunlugu 0 olan bir
déseme ve uzunlugu N olan faz i¢in ve faz dis1 iki halka olusturulabilir. Benzer sekilde
r=n igin uzunlugu nNolan bir serit olusturulabileceginden her N uzunlugundaki
seritten N+2 tane (A,B) veya (A,dB) déseme ¢ifti iiretilir. Boylece ispat tamamlanmis

olur.
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