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OZET

I'’(N) KONGRUANS ALT GRUBUNUN ALT YORUNGESEL
GRAFLARI

BIYIKLI, Duygu
Nigde Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Danisman: Yrd. Dog. Dr. Serkan KADER

Agustos 2012, 49 sayfa

Bu c¢aliymada TI'°(N) kongriians alt grubunun yapisi incelendi. Birinci béliimde,

konuyla ilgili kisa bir tarihge verildi. Ikinci boliimde Oklid olmayan kristalize gruplarin

yapis1 irdelendi. PSL(2,R), I'- Modiiler grubu, kongriians alt gruplarmmn bazi
ozellikleri ve temel bolgeler, graf teori, imprimitif hareket ile ilgili ihtiya¢ duydugumuz
temel tanimlar verildi.. Ugiincii boliimde I'°(NV) nin transitif olarak ettigi bir yoriinge
bulundu. T°(N) nin alt ydriingesel graflarinda kenar sartlar1 belirlendi ve bundan

faydalanilarak alt yoriingesel grafin kendisiyle eslesmis kenar ve iliggen ihtiva etmesi

icin gerek ve yeter sartlar elde edildi.

Anahtar sozciikler: Modiiler grup, Kongriians alt gruplari,Grup hareketi, Alt yoriingesel graflar,.
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SUMMARY

SUBORBITAL GRAPHS OF THE CONGRUENCE SUBGROUP TI'°(N)

BIYIKLI, Duygu
Nigde University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Assistant Professor Dr. Serkan KADER

August 2012, 49 pages

In this study, the structure of the congruence subgroupI'’(N) is examined.In the first

chapter, a brief history is given on the subject. In the second chapter, the structure of
Non-Euclidean Crystalllographic Groups is discussed and some properties of

PSL(2,R), I' -Modular group, congruence subgroups and also the preliminary
definitions we require for fundamental domains, graph theory and imprimitive action
are given. In the third chapter, an orbit which I'’(N) acts on transitively is found. Then
we obtained edge conditions in suborbital graphs of I'’(N)and by using them necessary

and sufficient conditions for which the suborbital graph contain self-paired edge and the

triangle are obtained.

Keywords: Modular Group, Congruence subgroups, Group action, Suborbital graphs..
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a||b

a=b(modn) :

(a,b)
F
Gx
G

X

H(E)
0(C)

SIMGELER VE KISALTMALAR

: Kompleks sayilar kiimesi

: Genisletilmis kompleks sayilar kiimesi ( Riemann Kiiresi)

: Euler fonksiyonu
: Modiiler grup

: T nin m | ¢ olan bir alt grubu
: T'y(m) nin PSL(2,R) deki normalliyeni
: Gergel katsayili, lineer, kesir doniisiimlerinin grubu

: Genisletilmis reel sayilar kiimesi
: Genigletilmis rasyonel sayilar kiimesi

: C de iist yar1 diizlem

: A grubu B grubunun alt grubudur
: B alt grubunun A4 daki indeksi

: a sayis1 b sayisini boler

. a sayis1 b sayisini bolmez

: a sayis1 b sayisinin bir tam bdlenidir

n sayisi (a—b) sayismi boler

: a ile b sayismin en biiytlik ortak boleni

: F klimesinin i¢i

: x noktasmin G -yoriingesi

: x noktasmin G deki sabitleyeni
: E kiimesinin hiperbolik alan1

: Parcaly, siirekli, diferansiyellenebilir bir C egrisinin hiperbolik uzunlugu
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BOLUM I

GIRIS

19. ylizyilin sonlarma dogru ayrik gruplar teorisine temel teskil edebilecek bazi 6nemli
sonuclar ilk defa Henry Poincare tarafindan goz oniine getirilmis ve eliptik fonksiyonlar
teorisinin genellestirilmesi i¢in kullanilmistir. Lineer kesirli doniistimler grubu 6zellikle
19. yiizyilda Oklid olmayan geometriler ve Invaryant teorinin kesfiyle birlikte biiyiik
onem kazanmis, topolojik grup yapisina uygun olmasi nedeniyle gerek analiz, gerekse
cebirsel yontemlerle derinlemesine incelenmistir. Eliptik egrilerin aritmetigi, integral
kuadratik formlar ve eliptik modiiler fonksiyonlar teorilerindeki 6nemi nedeniyle en ¢ok

PSL(2,R) nin ayrik bir alt grubu olan I modiiler grubunun kongriians alt gruplar1 olan

[(N), T,(N) , T°(N), T',(N) gruplari iizerinde ¢aligtlmustir.

I'y(N)’nin PSL(2,R)’deki normalliyeni tizerinde ilk ¢alisma Felix Christian Klein ve
Robert Fricke tarafindan yapilmis, 1951°de Bruno Schoeneberg ve 1964°te J. Lehner ile
Morris Newman tarafindan I'j(N) ’nin Weierstrass noktalarmi bulma probleminin
normalliyene bagli oldugu ifade edilmistir. Daha sonra 1970°te Arthur Oliver L. Atkin
ile J. Lehner’in ¢aligmalarmi yazdigi1 “Hecke Operators on I'j(N)” adli makalede
normalliyenin 6nemi vurgulanmis ancak normalliyenin elemanlarinin net bir sekilde
karakterize edilmesi John Horton Conway ve Simon Phillips Norton tarafindan

verilmistir.

1973’ te Bernd Fischer ve Bob Griess’in ¢alismalarinda bagimsiz olarak, mertebesi
2%.3.5°.7°.11.13°-17-19-23-29-31-41-47-59-71

olan yeni bir basit M grubu i¢in deliller iiretmesi ve Robert L. Griess’in varligmi

ispatlamasmin ardindan bu yeni basit grubun ozellikle I'j(N)’nin PSL(2,RR) ’deki

normalliyeni ile ilgili olmasi normalliyeni tekrar 6n plana getirmistir.1979’da John
Horton Conway ve Simon Phillips Norton bu basit grubu Monster olarak adlandirarak
“Monstrous Moonshine” (Dev Ayis1g1) adli ¢aligmalarinda normalliyenin elemanlarma

son seklini vermislerdir. Sonraki donemlerde Andrew P. Ogg [M] yi bolen p asal sayilar1



icin PSL(2,R)’deki normalliyeninin belirledigi fonksiyon cisminin sifir cinsine sahip

oldugunu gosterdi. A. Pizer, bu asallarin 2-agirlikli modiiler formlarla quaternion cebir
teta-serisini iliskilendiren Hecke konjektiiriinii saglayan yegane asallar oldugunu

gosterdi.

Heinz Helling 1970 yilinda “On the commensurability class of the rational modular

groups” adli caligmasinda N karesiz ( N nin karesiz olmasi i¢in gerek ve yeter sart p

asal ve p| N olmak iizere (N ,E) =1 olmasidrr.) oldugunda normalliyen gruplarinin
P

maksimal ayrik grup oldugunu ve I' modiiler grubu ile orantili olan her ayrik A
grubunun bu gruplardan birine eslenik oldugunu gosterdi. Ayrica A ile belirlenen
fonksiyon cisminin cinsi sifir ise normalliyen ile belirli fonksiyon cisminin cinsi de
sifirdir ve eslenik yapan her eleman p, g ver ortak ¢arpani olamayan tamsayilar olmak

uzere

Z—)—pz+q
r

bi¢imindedir.

Normalliyen, PSL(2,R)grubunun ayrik bir alt grubu ve sonlu iiretilmis oldugundan,

topolojik ve geometrik 6zelliklerini veren bir simgeye sahiptir. Bu simge problemi bir
bakima bir ayrik grubun kimligidir. Simgedeki parametreler; grubun cinsi, iiretici eliptik
elemanlarin mertebeleri ve parabolik smif sayisidir. Simge problemi ayrik gruplar
iizerine calisan bilim adamlarinin bu yolda daha fazla c¢aba sarf etmelerini
gerektirmektedir. NEC gruplarinin  (Non-Euclidean Crystallographic Groups) yiizey
sembolleri diizenli bir sekilde H.C. Wilkie tarafindan incelenmistir. Daha sonra A.M.
Macbeath, NEC gruplarinin simgelerine genis bir ac¢iklama getirmistir. 1974’te David
Singerman “On the structure of non-euclidean crystallographic groups” adh

makalesinde PSL(2,RR) nin herhangi bir ayrik I" alt grubu verildiginde simgesi verilen

sonlu indeksli bir alt gruba sahip olur problemini ¢6zmiistiir. N sayisinin karesiz olmasi
durumunda simge problemini Colin Maclachlan 1981 yilindaki “Groups of units of zero
ternary quadratic forms” adli ¢alismasinda ¢ozmiistiir. Fakat N sayisinin keyfi olmasi
durumunda yukaridaki problem olduk¢a zor bir hal almakta olup hala aciktir. Sayet her

N sayist i¢in simge bulunabilirse bunun M basit grubu ile nasil bir baglantis1 oldugu da



ayr1 bir durumdur. Ancak 1992 yilinda “The signature of the normalizer of I'j(N) ” adl

calismada M. Akbas ve D. Singerman normalliyenin parabolik sinif sayisini verdiler ve
3, 4 ve 6 mertebeli eliptik lretici elemanlar1 da tam olarak belirlediler. Dolayisi ile

geriye 2 mertebeli iiretici elemanlarin sayisini ve g cinsini bulma problemi kalmstir.

Bu ¢alismada I'°(N) kongriians alt grubunun alt ydriingesel graflar1 arastirilmustir.

Boliim II de temel kavramlar verilmistir. Boliim III te ise I'°(N) nin Q iizerindeki

hareketi incelenmis, alt yoriingesel graflarindaki kenar sartlar1 verilmistir. Ayrica

graflardaki ikili devre ve liggen olma bulunmustur.



BOLUM II
TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Topolojik Gruplar

Tanim 2.1. (G,-) bir grup ve ayn1 zamanda bir topolojik uzay olsun. Bu takdirde

VM:GxG—> G

iym:G—— G

g——>g‘]

dontistimleri siirekli ise G ye bir topolojik grup denir.

Tanim 2.2. G bir topolojik grup ve X bir topolojik uzay olsun. Bu takdirde

NGxX—> X
(g,x) - /\(g,x)=:g/\x

siirekli bir doniisiim ve

() gA(hnx)=ghax , gheG, xeX

(ii) enx=x,eeG, xeX

sartlar saglaniyorsa [G,X,A] iglisine veya [G, X ] ikilisine bir topolojik déniisiim

grubu adi verilir. Bu durumda G ye X iizerinde hareket eder veya G ye X lizerinde bir

hareket grubu denir.

Onerme 2.3. [G, X] bir topolojik déniisiim grubu ve x,yeX olsun. Bu takdirde
xry<<>dgeG: gx=y

seklinde tanimlanan ~ bagintis1 X lizerinde bir denklik bagintisidir.

Tamm 2.4. "=" bagmtisinin denklik smiflarina hareketin yériingeleri denir. Ayrica
xeX noktasini igeren yoriingeye x-in yoriingesi denir ve bu Gx:={gx|geG}

kiimesidir.



Tamm 2.5. G, X iizerinde hareket etsin ve x,y € X keyfi olsun. gx = y olacak bigimde

bir g € G elemani varsa G ye X tizerinde transitif olarak hareket ediyor denir.

Bu tanimma gore hareket transitif ise Vxe X icin Gx=X elde edilir. Yani bir tek

yoriinge vardir. Yoriinge grubun transitif olarak hareket ettigi kiimedir.

Onerme 2.6. [G, X] bir topolojik doniisiim grubu olsun. p: X —>% doniisiimiinii
x — Gx

g0z Oniine alalim. Bu durumda

"U c f% aciktr ;<> p'(U)c X agiktir "

tanimu ile verilen ag¢ik kiimelerin topolojisi ile /% ye bir yoriinge uzayr diyecegiz. p

dontistimii acikea siireklidir ve projeksiyon olarak adlandirilir.

Tamm 2.7. G bir grup ve H<G olsun. H alt grubuna gore sag ve sol denklik siniflarmin

sayist aynidir. Bu sayiya H alt grubunun G igerisindeki indeksi denir ve |G:H | ile

gosterilir.

Tanmim 2.8. G, X lizerinde hareket etsin ve xeX olsun. G, :={g € G| gx = x} kiimesine

x noktasinin sabitleyeni denir.

Tanmm 2.9. G bir grup olsun. C:={ge G|VxeG icin gx=xg} kiimesine G nin

merkezi denir.

Tanim 2.10. G bir grup olsun. G =(a) olacak sekilde bir a € G varsa G ye bir devirli
grup denir.

Tamim 2.11. G bir grup ve H <G olsun. N (H):= {g eG| gHg™ :H} kiimesine H

nin G deki normalliyeni denir. Normalliyen, H y1 normal alt grup olarak iceren en

biiytik kiimedir.

Tamm 2.12. Bir 7 déniisiimiiniin periyodu ( veya mertebesi) T" =1 esitligini saglayan

en kiiciik pozitif tamsayidir. Boyle bir m yoksa T ye sonsuz periyotludur denir.



Tanim 2.13. Ne€Z icin 1<a< N ve (a,N)=1 olan a tamsayilarinin sayis1 ¢(N)ile

gosterilir. Bu fonksiyona Euler fonksiyonu denir.

m= pp;..p: ise bu takdirde
g,,(m):m(l_ij(l_ij...(l_ij
p] pz ps

2.2 Oklid Olmayan Kristalize Gruplar

dir.

1) Gile C, :=Cu{x} genisletilmis kompleks diizlemin

(A) {z—) a2+2 | a,b,c,d e R ve ad—bc:l}
cz+

az +b
cz +d

(B) {z—) | a,b,c,d eR ve ad—bc:—l}

bicimindeki  doniisimlerin  grubunu  gdsterelim. ¢ nin  her bir elemani

U= {z eCl|Imz> 0} iist yar1 diizlemin kendi iizerine bir konform veya ters konform

homeomorfizmasidir.

(A) bicimindeki doniistimlerin grubunu PSL(2,R) ile gosterecegiz. Bu grup G de 2

indeksli bir alt gruptur. ¢/ nun her konform homeomorfizmi PSL(2,R)dedir [12].

G iizerinde bir topolojik yap1 agsagidaki bi¢imde olusturulabilir:

T = {(a,b,c,d ):ad —bc = il} cR* alt kiitmesini alalim. Bu alt kiime tizerinde R* deki
adi topolojinin kondurdugu alt uzay topolojisini gz 6niine alalim. Bu 7 alt uzayinda
(a,b,c,d) ile (-a,—b,—c,—d) noktalarim dzdeslestirirsek G, 6zdeslik topolojisi ile bir
topolojik grup yapisina sahip olur. G topolojik grubu PSL(2,R) ve G \PSL(2,R)

olmak tizere iki bilesene sahiptir.



G nin ayrik alt gruplarina Oklid olmayan kristalize gruplar, kisaca NEC gruplar: adi

verilir.

Katsayilar1 reel ve determinanti 1 olan 2x2 tipindeki matrislerin grubunu

b
SL(2,R)= {(a d] ra,b,e,d eR, ad —bc = 1}
c

ile gosterelim. SL(2,R) nin kendi merkezi {*I} ile bolimiinden

PSL(2,R) =SL(2,R)/{+I}

grubu elde edilir. Burada
a b -a -b
ve
c d —-c —d
elemanlar1 6zdes olarak ayni kabul edilir ve ayn1 elemanla temsil edilir.

PSL(2,R) grubu U= { zeC:Im(z) > 0} iist-yar1 diizlemi iizerinde

a b az+b
1 Z—>
c d cz+d

ile hareket eder.

U iist yar1 diizlemi, Oklid olmayan (hiperbolik) diizlemin bir modeline asagidaki
bigimde doniistiirtilebilir:
Bir yay elemaninin ds hiperbolik uzunlugu

) dx* +dy*

2

y

ds

ile tanimlanir. Boylece parcaly, siirekli, diferansiyellenebilir bir C egrisinin hiperbolik

uzunlugu

(C):= [ ds =j—\’dx2y+dy2

ve Olctilebilir bir £ kiimesinin hiperbolik alani
dxd
u(E) = [[ =5
E

y
olarak tanimlanir. Yukaridaki metrigin geodezikleri, reel eksene dik yar1 cemberler ve

yar1 dogrulardir. Bunlar hiperbolik dogrular olarak adlandirilir.



U Tst yar1 diizlemde iki nokta arasindaki hiperbolik uzaklik, bu iki noktay: birlestiren
bir tek hiperbolik dogru pargasinin uzunlugudur. Bu metrikle tanimlanan topoloji,
bilinen Oklid topolojisine es degerdir. Yani bir topolojideki acik kiime, diger topolojide
de aciktir. Hiperbolik uzaklik ve alan PSL(2,R) nin doniisiimleri altinda invaryant kalir
[12].

Sekil 2.1 Hiperbolik dogrular

2) Simdi G nin elemanlarm1 yon durumlarina ve sabit nokta kiimelerine gore

siniflandiralim:

() T ePSL(2,R)\{/} déniisiimiiniin sabit noktalarim bulalim. Bunun igin, a2+2 =z
cz+

yazilirsa,

cz’+(d—a)z-b=0 2.1

denklemi elde edilir. Bu denklemin kokleri 7 nin sabit noktalaridir. 7 nin en fazla iki

sabit noktas1 vardir. (2.1) denkleminin kokleri ise,

—(d—a)$ (a+al)2 -4
127 2¢

olarak bulunur. Burada ii¢ durum s6z konusudur;

1) |a+d|>2 ise, iki farkh sabit nokta vardir ve bunlar R U{eo} iizerindedirler. Bu

durumda 7 ye bir hiperbolik doniigiim ad1 verilir.

2°) |la+d|=2 ise, birbirine esit 1iki sabit nokta vardir ve bunlar

R U {eo} iizerindedirler. Bu durumda T ye bir parabolik doniisiim adi verilir.



3°) |a+d|< 2 ise, birbirinin eslenigi olan iki kompleks sabit nokta vardir. Bu sabit

noktalardan biri acikca U kiimesindedir. Bu durumda 7T -ye bir eliptik doniisiim adi

verilir.

(i) Simdi de T € G\ PSL(2,R) olsun. Bu durumda z = %22

cz+d
czz+dz—az -b=0 (2.2)

yazilirsa

denklemi elde edilir. (2.2) denkleminde z=x+iy ve z=x—iy ifadeleri yerlerine
yazilirsa,
c(x+iy)(x—iy)+d(x+iy)—a(x—iy)-b=0=
c(x* +y)+dx—ax+i(dy+ay)-b=0=

c(x*+y)+(d—a)x—b=0
(d+a)y=0

bi¢iminde iki durum elde edilir. Bu iki durumu inceleyelim:

I') a+d#0 ise y=0 dir. Bu durumda cx’ +(d —a)x—b =0 denklemi elde edilir. Bu
denklemin diskriminant1

A=(d—a)’ +4bc=d* —2ad +a* +4bc
dir. Buradan ad-—bc=-1 esitligi kullanmilirsa A=(a+d)’+4>0elde edilir.
Dolayisiyla T nin iki farkli sabit noktasi vardir ve bunlar Ru{oo} iizerindedirler. Bu

durumda 7 ye bir kayan-yansima denir.

2y a+d=0 ise (a+d).y=0 |esitligi 0Ozdes olarak gercekleseceginden

c(x* +y*)+(d—a)x—b=0 esitligi geregi T nin sabit noktalar1 kiimesi bir cemberdir.

a+d=0ve ad—bc=-1 esitlikleri yardimiyla bu ¢emberin merkezinin (2,0] ve
c

1 . .
yarigapimin —| oldugu goriiliir. Bu durumda 7' doniisiimiine bir yansima adi verilir.

|c

Buna gore G nin, hiperbolik, parabolik, eliptik, kayan-yansima ve yansima diye

adlandirilan bes tip eleman1 vardir.



Buna gore G nin, hiperbolik, parabolik, eliptik, kayan-yansima ve yansima diye

adlandirilan bes tip eleman1 vardir.

Tamm 2.14. 7, ve T, , G grubunun herhangi iki elemani olsun. 7, =TT,T" olacak

sekilde bir 7 €G elemani varsa 7, ve 7, birbirinin eslenigidir denir.

Onerme 2.15. T, ve T, birbirinin eslenigi iseler ayni tiptendirler.

G nin elemanlarin1 iz (trace) lerine, a+d, ve ayrica determinantlarina gore

siniflandrabiliriz.

G nin eslenik elemanlarmin ayni tip oldugu gergegi kullanildiginda, doniistimlerin her

biri bir dogal gosterime sahiptir. Dogal gosterimler asagidaki sekilde smiflandirilir:

Eleman Tiirt

Hiperbolik
Eliptik
Parabolik
Kayan-yansima

Yansima

Dogal Gosterim

z—>Az (A>1)
w—1I 0 Z—1

ZowW, -=¢" -, O0#2nrm
Wi Z+1

z—>z+1

z—> Az (l<—1)

z—>—-Z

Tanim 2.16. A, PSL(2,R)nin bir alt grubu olmak iizere I-birim matrisinin UNA={I}

sartin1 saglayan bir U-komsulugu varsa Aya PSL(2,R) nin bir ayrik alt grubu veya

Fuchsian grup adi vertilir.

Her sonlu iiretilmis Fuchsian grubu da asagidaki gibi bir gosterime sahiptir:

Ureticiler : a,,b,,...,a,,b, (hiperbolik)
X,...x.  (eliptik)
p]a'-'aps (parabOIil()

]b Hx Hpk—l
=1

[s)

~ mo__ _m,
Bagmtilar : x" =...=x H

i=l1
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Simge: (g ; my...,m. ;s ).

Burada g-grubun cinsini, m;- lretici eliptik elemanlarin mertebelerini ve s-parabolik
sinif sayismni temsil etmektedir. Simge, tizerinde ¢alisilan grubun invaryantlarini ortaya

koymasi bakimindan son derece 6nemlidir [5].

Tanmim 2.17. A bir Fuchsian grubu olsun. Bu takdirde

0 Jrw=u

TeA

(i) VT e A\{I} icin FANT(F)=.

sartlarin1 saglayan F kapali kiimesine A i¢in bir temel bolge ad1 verilir

Tamm 2.18. A bir Fuchsian grup ve pell, VyeA\{l}i¢in y(p)# pkosulunu
saglayan bir nokta olsun. d hiperbolik metrik olmak iizere
F= {z eU | VgeA igin d(z,p) < d(g(z),p)}

kiimesine, A i¢in Dirichlet Bélgesi denir.

az+b

Tanm 2.19. A<PSL(2,R), TeA ve T(z)= , c#0 olsun. I(T):|cz+d =1

cz+
cemberi, 7' nin izometrik ¢emberi olarak adlandirilir. | 7" (z) |=1< zel(T) oldugundan

izometrik ¢ember, diferansiyel Oklid uzunlugunu degistirmeden 7 ile doniistiiriilen

noktalarin geometrik yeridir. F, ; A da sonsuzun A_ sabitleyeni i¢in bir temel bolge ve

0

K'; Anin tiim izometrik ¢cemberlerinin disinda kalan bolge ise F'=F, NK , Ai¢in bir

temel bolgedir.

Tamim 2.20. X bir baglantili, Hausdorff topolojik uzay1 olsun. Br 4 c X ve B < C
acik alt kiimeler olmak tizere ¢ : 4—B homoemorfizmasma X iizerinde bir kompleks

kart ve (A4,) ciftine X in bir koordinat komsulugu denir.

Tanmm 2.21. Eger ¢, o(pz_l 10y (A4, N Ay) > (4 N A4,) fonksiyonu holomorf ise

(4,9, ve (4,,9,) koordinat komsuluklart uyumludur denir.
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Tanmim 2.22. Koordinat komsuluklarinin bir (4,,¢; );c; ailesini alalim.
(1) X = u(Al.)
(2) V(ij)elxl i¢in (4;,¢; ) ile (4;,¢; ) uyumludur,

kosullarinmn saglanmas: halinde (4;,¢; )ic; ailesine bir értiim adi verilir. Iki 6rtiimiin

birlesimlerinin de bir 6rtiim meydana getirmesi halinde bu ortiimler esdegerdir denir.

Bu ortiimlerin kiimesi iizerinde bir denklik bagimtisi tanimlanir ve denklik smifina da bir

kompleks yapi ad1 verilir.

Tamm 2.23 (Riemann Yiizeyi). Bir baglantili Hausdorff topolojik uzayina bir kompleks

yapiyla birlikte bir Riemann yiizeyi ad1 verilir.

Her noktasinm bir komsulugu R’ nin bir a¢ik alt kiimesine homeomorf olan bir
baglantilit Hausdorff uzayina bir yiizey ad1 verilir. Eliptik eleman icermeyen keyfi bir A-
Fuchsian grubu da PSL( 2,R) nin bir alt grubu olarak ¢/ {izerinde hareket eder ve

boliim topolojisi ile meydana gelen boliim uzayi bir yiizeydir.

Diger taraftan U/ daki kompleks yap1 4/, -yiizeyine transfer edildiginde bir Riemann
A g

yiizeyi elde edilir. Eger A eliptik eleman igeriyorsa sonug yine bir Riemann yiizeyidir,

ancak bu durumda U —>% izdiisiimli dallanmistir. Ancak olusan ylizey kompakt

degildir, bunu saglamak i¢in U yerine U U {oo}almir [12].

Teorem 2.24. Her basit baglantili Riemann ylizeyi asagidakilerden birine konform
esdegerdir [12]:

(i) C_-Riemann Kiiresi

(ii) C-Kompleks Diizlem

(iii) ¢/-Ust Yar1 Diizlem.

Bu Riemann yiizeylerinin otomorfizm gruplar1 agagidaki gibidir;

12



Teorem 2.25 [12].
(i) Aut(C_)=PSL(2,R)

(ii) Aut(C)z{z —az+b:a,beC,a+ 0}

(iii) Aut(i/)=PSL(2,R) .

Teorem 2.26. % kompakt ise A parabolik eleman icermez [12].

2.3 PSL(2, R) deki Parabolik ve Eliptik Altgruplar

Teorem 2.27. PSL(2,R) nin bir parabolik (eliptik, hiperbolik) elemaninin PSL(2,R)

deki merkezleyeni, ayni sabit nokta kiimeli tiim parabolik ( eliptik, hiperbolik )

elemanlardan meydana gelir [6].
Teorem 2.28. Her Abel, Fuchsian grup devirlidir [12].

Tanim 2.29. A bir Fuchsian grup olsun. A nin birim elemandan ve parabolik (eliptik)
elemanlardan olusan devirli bir maksimal alt grubuna A nin bir parabolik (eliptik) alt

grubu denir.

Tanmm 2.30. Bir A Fuchsian grubunun parabolik (eliptik) alt gruplarinin eslenik

siniflarmin sayisma A Fuchsian grubunun parabolik (eliptik) sinif sayisi denir.

Tanmm 2.31. A bir Fuchsian grup olsun. Bir re Q=Qu {0} noktast keyfi
verildiginde y (r) =r olacak sekilde bir y € A parabolik elemani bulunabiliyorsa, bu

noktaya A Fuchsian grubunun bir parabolik noktasi veya cusp’1 denir. y nin parabolik

noktalarinin kiimesine y nin cusp kiimesi denir.

Benzer sekilde zel{ noktasi keyfi verildiginde o (z)=z olacak sekilde bir o € A

eliptik elemani bulunabiliyorsa bu noktaya , A nin bir eliptik noktas: adi verilir.

13



2.4 Modiiler Grup

PSL(2,R) nin iizerinde en ¢ok ¢aligilan alt grubu olan Modiiler grup,
I'=PSL(2,Z)= SL(2,Z)/{iI} = {z —>T1z:Te SL(Z,Z)}

ile tanimlanir.

Bu grup asagidaki gibi 2x2 lik tamsayilar matrisiyle de temsil edilebilir:

A= , detA=1.
c d

A ve —-A aym doniisimi temsil ettiginden s6z konusu matrisi negatifi ile es

tutacagiz. Boylece matris ve doniisiim arasinda bir ayrim yapilmayacaktir. Ayrica

a b ka kb
ve , k=0
c d ke kd
matrisleri yine ayn1 doniistimii temsil ettiginden, matris hesaplamalarinda uygun oldugu

yerde bu matrisleri esit gibi yazabiliriz ( burada determinantin 1 olma sarti

aranmayabilir).

11 0 -1
Teorem 2.32. I' modiiler grubu T= (0 1] ve Uz(l 0] matrisleriyle tretilir.

Ispat. Once T icin Ford bolgesini bulalm.T" da oo un sabitleyeni I', ile gosterilsin.
1
F = {z eU:|Rez| < 5} olsun. Bu F seridi , I'_ sabitleyeni i¢in bir temel bolgedir.

En genis izometrik ¢emberler 1 yarigaplidir ve bu ¢emberlerin merkezleri reel eksen

iizerindeki tam sayilardir. Sadece merkezleri 0,-1,1 olan li¢ cember F, ile kesisir.

1 3
Burada p =—5+i7 ve —E=l+i§ olmak tizere 0-merkezli cember p,—p da;
I-merkezli ¢cember —p da; -1 merkezli cember p da F, ile kesisir. Diger

. 1 o . o
cemberlerin yarigapi 5 den kiiciik veya esittir. Bu nedenle sekilde goriildigii gibi F

bolgesi lizerinde bu cemberler 6nem tagimaz. Buna gore;

F:{(x,y)eRZ:x2+y221,|x|£%, y>0}

14



kiimesi I modiiler grubu i¢in bir temel bolgedir.

A

v

-2 -1-12 0 121 2

Sekil 2.2 T nin F temel bolgesi

T(z)=z+1 igin T(z)=s ve U(z):—l icin U(s,)=s, oldugundan (s,,s,")
z

ve (sz,sz') kongrii kenar ¢iftleridir. Bu nedenle 7 ve U doniisimleri I’ modiiler

grubunu Tretir. Burada 7 bir parabolik eleman ve U, 2. mertebeden bir eliptik

1
elemandir. Buna gore; TU = (1

-1
Oj 3. mertebeden bir eliptik, V' :=TU olmak iizere

1 z—1
r,v(z)=— ve V(z)=
z z

elemanlariyla da iretilir. Dolayisiyla da

U’=V’=1 dr. Buradan T nm iireticileri U ,T,V oldugundan I' nin simgesi

(0;2,3,0) olur.m

Simdi de ' nin cusp kiimesi Q = Qu{oo} tizerindeki hareketini inceleyelim. Q
1
nin elemanlari (x,y)=1 olmak iizere * olarak yazilabilir. Burada oo = 0= o drr.
y

A oldugundan bu gosterim tek tiirlii degildir. 7 € I ise
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T x :ax+by ve T —x :—ax—by:ax+by:T x
y cx +dy -y —cx—dy cox+dy y
oldugundan T nin Q iizerindeki hareketi 1y1 tanimhdir.

ax+by
cx+dy

Eger (x, y) =1 ve ad —bc =1 ise indirgenmis formdadir.

indirgenmis formda olmasin. Buna gore n|ax+by ve

Aksini varsayalim; ax+by
cx+dy

n|cx +dy olacak sekilde bir ne Z elemani vardir. Bu durumda £,/ € Z igin

ax + by =kn (2.3)
ve
cx +dy =(n (2.4)
dir.

(2.3) esitliginin her iki tarafi d ile (2.4) de —b ile ¢arpildiginda

(ad —bc)x = (kd —bl)n (2.5)
ve benzer sekilde (2.3) esitligi — ve (2.4) esitligi a ile ¢arpildiginda

(ad —bc)y = (al—ck)n (2.6)

elde edilir. (2.5) ve (2.6) den n

x,y celiskisi elde edilir.

Teorem 2.33. I , @ iizerinde transitif olarak hareket eder.

Ispat. %’26(@ ;%ig ve (a,b)=(c,d)=1olsun. Bu durumda af-bax=1 ve
co -dy =1 olacak sekilde a,f,0,y € Z tam sayilar1 vardir. Burada
az+ao cz+y
= ve zZ) =
@ ne)=""%

seklinde tanimlanirsa & (o) :% ve 1() :g olacak sekilde bir ¢:=né'el

dontistimii vardir. Dolayisiyla I, Q iizerinde transitif olarak hareket eder.
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Teorem 2.34. I' nin oo noktasinin sabitleyeni I sonsuz devirli bir gruptur.

Ispat. TeT ve T(w0)=o0 olsun. T(z)= az+b ise T(0)=o0 oldugundan c=0 ve
cz+
ad =1 dir. Buradan T(z)= %z +Z =a’z+m=z+m (m=b veya m=-b) bulunur.

11
Dolayisiyla U(z)=z+1 olmak iizere T = <(0 1]> dur.

2.5 Modiiler Grubun Kongriians Alt Gruplan

Kongriians alt gruplar1 eliptik egrilerin aritmetigi, integral kuadratik formlar, eliptik
modiiler formlar gibi konulardaki 6nemleri itibariyle modiiler grubun iistiinde en ¢ok
durulan alt gruplaridir. Ilk hesaplamalar F.Klein, R. Fricke, A. Hurwitz tarafindan
yapilmis, sonraki donemde A. Ogg, B. Schoeneberg, J. P. Serre bu konudaki caligmalari

ileri seviyelere tagimiglardir.

Tamm 2.35. N pozitif tamsay1 olmak tlizere I nin temel kongriians alt grubu
a b
F(N)::{( d]ef |la=d=1modN ,b=c=0 modN}
c

ile tanimlanir. ' nin I'(NV)-temel kongriians alt gruplarini igeren herhangi bir alt
kiimesine kongriians alt grubu denir. Uzerinde en ¢ok calisilan bazi kongriians alt

gruplari;

b
F,(N)::{(a d]ef|aEdEImOdN,CEOmOdN}
C

I“O(N)::{(LcZ Zjel“ |cs0 modN}
FO(N):z{((Cl Z]ef|szmodN}

gruplaridir. Bunlar arasindaki iliski keyfi NeZ i¢in

[(N)<T(N)<T,(N)<T

bi¢imindedir.
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Ayrica I'(N), T nin normal bir alt grubudur, dolaystyla I'( N),I'y (N ) ve I, (N )nin de

normal alt grubudur. Diger taraftan I', (N) <T' (~) dir. Buna gére indeksler N >2 igin

1 2 1
N)=[D:DyW)|=N[ ][ 1+= |, [T: 0.V ==-]]| - |.
(W)= (er] ™) 2 ( p]

p|N p|N
u(N) N? ( 1]
——==":T(N)=— l-—
dir.
N =2 durumunda |[':T'(2)|=3, [[:T,(2)|=3, [:T(2)|=6 bigimindedir. N >2 igin
yukarida verilen indekslerden
C:T(V) N ( 1] p(N)
I (M):T'(N))=—L=— 1—— =—=;
[Fo@): T, () IC:Ty(N)| 211;[ p 2
IC:T(N)|
I''(N) I'(N)|=—=N
0, (N):T(N))| C0,)

elde edilir.

I'y(N), I'(N) ve I'(NV)’nin cusp kiimesi de Q dur. Ciinkii bunlar T nin sonlu indeksli

alt gruplaridir ve bir A-Fuchsian grubunun sonlu indeksli herhangi bir alt grubu da A ile

ayni1 cusp kiimesine sahiptir [25].

Teorem 2.36. I' () nin Q iizerindeki hareketi transitif degildir.

Ispat. Aksini varsayalim ve 0, o € Q segelim. Bu durumda

v o

b
olacak sekilde bir ( , ] eI',(N) eleman: vardir.
¢cN d
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Bu esitlikten b = 1 ve d = 0 elde edilir. Determinant géz oniine alindiginda bunun ¢ = -1

a
ve N =1 olmasiyla, diger bir ifadeyle ancak (

N ]e I" olmasi durumunda mimkiin
c

oldugu goriiliir.

2.6 Temel Bolgenin Cinsi

Bir kompakt, yonlendirilebilir X- Riemann ylizeyini gz Oniine alalim. X de reellerin
kapali birim araliginin bir homeomorf resmine X iizerinde bir basit yay (simple arc) adi
verilir. Bir yaymn bitim noktasi ile bir sonrakinin baslangic noktasinin birlesimiyle

olusan yaylarin sonlu bir dizisine X iizerinde bir egri (curve) denir.

Bir egrinin baslangic noktasi ile bitim noktasi ¢akisiyorsa bu egriye bir kapali egri ad1
verilir. Oklid diizlemindeki bir kapali dairenin X deki bir homeomorf resmine X

iizerinde bir poligon adi verilir.

Simdi 3, X iizerinde sonlu sayidaki noktada kesisen sonlu sayida egrinin meydana
getirdigi bir sistem olsun. Ayrica 3 nin biitlinleyenlerinin baglantili bilesenlerinin
kapanislar1 poligonlar olsun ve kesisimleri de ya tek bir nokta ya tek bir kenar ya da bos

kiime olsun. Egrilerin boyle bir sistemine X in bir poligonal ayrismasi denir.

Bir poligonal ayrismada meydana gelen kose, kenar ve yiiz’lin anlami ag¢iktir. Bunlarin

sayisini sirastyla v,e ve f ile gosterecegiz.

Teorem 2.37 (Euler). X in her poligonal ayrismasinda v—e + f sayis1 invaryant kalir

[25].m

Tanmm 2.38. g:zl—%, kesisimleri bos olan ve X i ayristirmayan kapali

egrilerin maksimal sayisidir. Bu 6nemli topolojik invaryanta X in cinsi (genus) denir.

Teorem 2.39. I' (V) kongriians alt grubunun temel bolgesinin cinsi

dir. Burada
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0 , 9N 0 , 4N
€p = =3 > &= -
g(n(pn , 91N g(l{pn , 4IN

dirve o, = Zqo((t, ]\% )) bi¢cimindedir . ¢ -Euler fonksiyonu olmak {izere,

iy
. 0 , p=2 0 , p3
(_—] =4 1 , p=lmod4 , (_—3] =4 1 , p=1mod3
P71, p=3mod4 PVl p=2mod3

dir[25].m
N< 25 i¢in elde edilen sonuglar1 verelim;

g=0 N=1,...,10, 12,13, 16, 18, 25 i¢in;
g=1 N=11, 14, 15, 17, 19, 20, 21, 24 i¢in;
g=2 N=22,23 i¢in;

2.7 Baz1 Kongriians Alt Gruplarinin Normalliyenleri

Teorem 2.40. I'(N)’nin PSL(2,R) deki normalliyeni I" dir.

Ispat. N, T(NV)’nin PSL(2,R) deki normalliyeni olsun.

I'(N)<T < PSL(2,R)

oldugundan, I'< X. Ancak N, PSL(2,R) de dongiisel-olmayan bir Fuchsian grubunun

normalliyenidir, dolayisiyla o da Fuchsian’dir. Fuchsian gruplarinin sonlu indekse sahip

tiim alt gruplarinin bir siiflandirmasini bulabiliriz, buradan I nin herhangi bir Fuchsian

grubunun sonlu indeksli bir alt grubuna karsilik gelmedigi goriiliir. Diger taraftan I y1

sonsuz-indeksli bir alt grup olarak igeren hi¢gbir G-Fuchsian grubu yoktur, aksi halde G

nin herhangi bir temel bolgesinin alani 0 olurdu. Sonug olarak I'< N olamaz, I'= N elde

edilir.
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I,(N), N=#4

Teorem 2.41. I';(N) nin PSL(2,Z) deki normalliyeni
I_10 (N) s N = 4

Ispat. T, (N)nin PSL(2,Z) deki normalliyeni ¥ olsun. I';(N) <T,(N) oldugundan

I'y(N) < X. Tersini gosterelim.
a b I 1
A= eN ve el (N)
c d 0 1

AllA“FN
0 1 el[(N)

alalim. Buradan,

ve daha agik yazildiginda,

ad —ac—bc *
2 el'[(N)

cd—c —cd —bc+ac+ad

boylece,
l1—ac *
2 el'[(N)
—c 1+ac
buna gore,
—c> =0(mod N) ve 1—ac=1+ac=1(mod N)

ya da

—c> =0(mod N) ve 1—ac =1+ac=-1(mod N)
Birinci durumda —c* =0(mod N) ve ac=0(modN) kongriianslarindan  N|c* ve
Nlac. Eger (a,N)=1 oldugunu gosterirsek, N |acoldugundan N|c, dolayisiyla
aradigimiz neticeyi 4 €' ((N) ‘yielde etmis oluruz. Siiphesiz (a,N)#1 ise 3 peP oOyle

ki pla ve© plN. N|c? oldugundan p|c? ve p-asal oldugundan p| ¢ olur. Ancak

p la ve p | ¢ olmast ¢eliskidir, ¢iinkii (a, c)=1 dir.

Ikinci durumda 1-ac=-1(modN) ve l+ac=-1(modN) denklemlerinden
=-2(mod N) elde edilir. Boylece N | 4 yani N=1, 2, veya 4 olur. Bu durumlarda
I''(N)=T (N) , dolayisiyla normalliyenlerin sirasiyla I'j(1),I,(2) ve I';(4) e karsilik

geldigi goriiliir.
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Teorem 2.42. T' (N) nin PSL (2,R) deki normalliyeni

Nor(N) =

b
A :ade’ _bc%2 =e>0

ae

cN '
A de

dir. Buradaki biitiin harfler tamsayi, e|| %2 ve h, hZ‘N sartin1 saglayan 24’iin en

bityiik bdlenidir. (#|s yani "7, s’nin bir tam bdlenidir :<:>(r, A ) =1 dir) [1].

Teorem 2.43. NeZ keyfive N =2%3%p.“ ... p ° asal ¢arpanlarna pargalanis1 olsun.

Nor(N) nin @ iizerinde transitif olarak hareket etmesi i¢cin gerek ve yeter sart
o, < 7T,a,<3vea;<1:i=3, ...,n

olmasidir [4].m

Teorem 2.44. p, %2 nin farkl asal ¢arpanlarinin sayisi olsun ve

1; 2°,2°2°|N 1; 9|N
& = > &)= . .
] 0 ; aksi takdirde 2 0 ; aksi takdirde

olmak tizere rz(%) (Ej olsun. Bu takdirde I'j(N)’ nin Nor(N) deki indeksi

| Nor(N) :Ty(N)|=2"h’r dur [22].m

Lemma 2.45. Bir K €Q (s#0), (k,s)=1 rasyonel sayis1 verildiginde A(Ej = (ﬁj ,
s s S,

s;|N kosulunu saglayan bir 4eI'((N) vardr [1].

a a
Lemma 2.46. d |N ve (a,d)=(a,,d)=1 olmak lzere A(d']:( 2]olsun. Bu

takdirde t:(d"dﬁj olmak tizere a, =a, mod¢ dir [1].
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Lemma 2.47. d | N ve (a,,d)=(a,,d)=1 olsun. Bu durumda ¢ = (d,gj olmak tizere

(3] ve (22] I',(N) altinda esleniktir < a, =a, mod¢?

dir [1].

Teorem 2.48. d | N olsun. % nin I'j(NV) ile hareketiyle olusan yoriinge
a X A b% N
=<—ecQ:(N,y)=d,a=x—mod| d,—
(d] {y@( ) d ( dj}

kiimesidir. Ustelik (Z], d | N yoriingelerinin sayis1 Y :Zqo((d,%)), o-Euler
d|N

fonkiyonudur [4].

2.8 Imprimitif Hareket

Tanim 2.49. (i) X bir kiilme olsun. & : X—X bire-bir, orten ise ’ye X in bir
permiitasyonu denir. X in tim permiitasyonlarinin kiimesi S ile gosterilir.
(i) &,& eS8 ise £o&, eS* oldugu agiktir. S grubuna X iizerinde simetrik grup

denir. S* in alt gruplarma da X iizerinde permiitasyon gruplar: denir.

Tamm 2.50. G, X iizerinde bir permiitasyon grubu olsun. Bu takdirde G, X iizerinde

hareket eder. Gergcekten ge G ise g:G—G bire-bir ve orten bir doniisiimdiir. Bu durumda
gr:=g(x) olarak alimirsa (g,g,)x = g,(g,x) ve lx = x oldugu agiktir. Bu harekete G

nin X iizerindeki dogal hareketi denir ve "(G,X) permiitasyon grubu" ifadesi kullanilir.

Tamm 2.51. (G,X) bir transitif permiitasyon grubu ve "=", X iizerinde bir denklik
bagintis1 olsun. x,yeX i¢in x = y oldugunda VgeG i¢in g(x) = g(y) ise "~" bagmtisina

bir G-invaryant denklik bagintisi denir.

Tanim 2.52. Bir G-invaryant denklik bagmtisinin denklik smiflarina denklik

bagintisimin bloklar: denir.
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Bu tanima gore;
i) Ozdeslik bagintisi: X = y <> x=y
1) Evrensel baginti: Vx,yeX i¢cin x= y

bagmtilariin G-invaryant denklik bagintilar1 oldugu aciktir. Bu bagntilara agsikar

(trivial) bagintilar ad1 verilir.

Tamm 2.53. X iizerinde yukaridaki asikar bagintilarin disinda bir G-invaryant denklik
bagintis1 yoksa (G,X)’e primitif (ilkel), aksi halde imprimitif (ilkel olmayan) denir [6].

Lemma 2.54. (G,X) bir transitif permiitasyon grubu, H<G ve bir aeX i¢in
G, <H olsun. Bu takdirde ge G, heH igin

g(a) = gh(a))
bir G-invaryant denklik bagintisidir. Ayrica

"~ "0zdeslik bagmtisidir << H = G, "=" evrensel bagintidir < H=G
dir [6].

Lemma 2.55. (G,X) bir transitif permiitasyon grubu olsun. (G,X) hareketi primitiftir <

VxeX i¢in Gy, X in maksimal bir alt grubudur [6].

Teorem 2.56. (G.X) bir transitif permiitasyon grubu olsun. G, <H <G 1ise
gla)=h(a) & g'heH

iyl tanimli bir G-invaryant denklik bagintisidir. Denklik smiflarmin sayis1 da |G:H |
indeksidir [6].
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2.9 Graf Teori

Tamm 2.57. X # J bir kiime, A € X x X bir bagmt1 olsun. G=(X,A) ikilisine bir graf
(graph) denir. X in elemanlarina grafin késeleri ve A’nin elemanlarina grafin kenarlari
adi verilir.

(a,b)eA ise bu durum a—b ile gosterilir. Eger (a,b)eA veya (b,a)eA ise a ile b bir

kenar ile baglanmistir denir. Bu durumda a ve b ye komsu késeler denir.

Tanim 2.58. G=(X,A) bir graf ve Ac X olsun. G' =(A4,A N Ax A) grafina kose kiimesi

A olan G nin bir alt grafi ad1 verilir.

Tamm 2.59. a=a,,a,,...,a, =b bir G-grafinin koselerinin bir dizisi olsun. Eger
1<i<n i¢in a, ; ve a, bir kenar ile baglanmislarsa a’dan b’ye n-uzunlugunda bir yol
vardwr denir.

Eger a=b ve a,,a,,...,a, ; koselerinin timii farkli ise bu yola n-kenarilt bir devre

denir. Ayrica a,,a,,, ikilileri i¢gin a,— a,,, ise bu devreye yonlenmis bir devre (circuit)
denir.
Ug kenarh bir devreye bir iiggen, dortkenarh bir devreye bir dértgen ve alt1 kenarli bir

devreye bir altigen denir.

N I

Ikigen  Hiper. Uggen Hiper. Dortgen Hiperbolik Altigen

Sekil 2.3 Devreler

Tanim 2.60. G=(X,A) bir graf olsun. X lizerinde bir =-bagmntisimni sdyle tanimlayalim:

"a=xb < a=b veya a’dan b’ye bir yol vardir ”.

Acik olarak, = bir denklik bagintisidir.
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Tamm 2.61. (i) X in kendisi bu =-bagintis1 altinda denklik smnifi ise G-grafina
baglantilidir denir.
(i) Eger Xj, ~-bagintis1 altinda bir denklik smifi ise (X,,AnX,xX,) baglantili bir

graftir ve bu grafa G-grafinin baglantili bileseni denir.

Iki grafin koseleri arasinda 1-1 ve orten bir doniisiim mevcut ve bu doniisiim komsu

koseleri, komsu koselere gonderiyorsa bu iki grafa izomorf graflar denir [29].
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BOLUM 111

I'’(N) KONGRUANS ALT GRUBUNUN ALT YORUNGESEL GRAFLARI

N pozitif tamsay1 olmak iizere I -modiiler grubun bir alt grubu olan

oy =4 “?)er b =0mod N
cd

kongriians grubunu gbéz oniine alalim ve I'(NV)ye 0-in sabitleyinini eklemekle olusan

grubu I (N) ile gdsterelim. Yani

. 10
(V)= <(1 1],F(N)>

olsun. Buna gore

. 1+aN bN
I'(N)= . ra,b,c,d €

tir.

3.1 T°(N) nin Q Uzerindeki Hareketi

(x, ¥) = 1 olan Vx,y e Z sayilari i¢in @ - nin her bir elemani indirgenmis formu ile
y

verilir, == "% oldugundan bu gdsterim tek tiirlii degildir. Burada 0 = % = 9 dir. I'-

y =y

c

a b) (x ax + by
: —d
c d)\y cx+dy

. a
nin Q iizerindeki hareketi, ( ]e I' olmak iizere,

seklindedir
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Teorem 3.1. I'°(N) nin @ iizerindeki hareketi transitif degildir.

. a bN 0 )
Ispat. P eI"(N) olsun. Bu takdirde
c

a BN\(N _aN+bN
c d 1 cN+d

indirgenmis formdadir ve bdylece N, I'°(N) altinda N +1° e resmedilemez. m

Bu durumda I'°(N) -nin transitif oldugu Q -nin bir maksimal alt kiimesini bulmaliyiz.

Bunun i¢in ilk 6nce asagidaki teoremi verelim.

Lemma 3.2. a,b€Z ve (a,b)=1 olsun. Bu takdirde c€Z ve ¢ # 0 ise (a+bx, ¢)= 1

olacak sekilde bir x € Z tamsayis1 vardir.

Ispat. Eger c sayismin her asal boleni a sayisini boliiyorsa (x,c) =1 sartin1 saglayan

x € Z tamsayisi (a+bx, ¢)= 1 kosulunu saglar.

Simdi p|c ve p[a olan bir p asal sayis1t mevcut olsun. Bu durumda

x::Hp
ple

pla

olarak alnirsa (a+bx, ¢)= 1oldugu kolayca gosterilir. m

Teorem 3.3. (k,s)=1 olmak iizere K keyfi rasyonel sayis1 verilsin. Bu A(Ej = A(ﬁj
s s s,

ve k =(k,N) olacak sekilde bir 4eI"*(N) vardir.

Ispat. k, = (N,k) olsun. Bu durumda (k, Ns) = k; ve dolayisiyla (%f] =1 dir. Buna
1 1

gore
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olacak bi¢imde a,,b, € Z tam sayilar1 vardir. Bu durumda agikg¢a (%,aoj = 1°dir.

1

Lemma 3.2’e gore

a,——m,N |=1
kl

olacak bicimde m € Z tamsayis1 vardir.

N: k
azao——sm ve b=by+—m
kl 1

olarak alinirsa ka +&b =1 elde edilir. Ciinkii
1 1

Ns b0+£m +£ ao—&m Z&b0+£a0=l(Nsb0+ka0)=1
k, k k k k, k k,

1

1 1

dir. Boylece (a,N)=1ve (b,a)=1 oldugundan (bN,a)=1 olur. Dolaysiyla

ad —bcN = 1 olacak bigimde c¢,d € 7Z tamsayilar1 vardir. Boylece

A:{a bN]eFO(N) ve A(szA(ﬁ]
c d s s,

bulunur. m

Teorem 3.4. a |N ve (q,,d)=(a,,d,)=1 olsun. Bu durumda % ve Z—‘, '’ (N)

1 2

altinda egleniktir <> ¢ = (a,,ﬁj i¢in d, =d, (modr) dir.

a

Ispat. D oye 40 (N) altinda eslenik olsunlar. Buna gore
1 2
A(z) = az +bN ve ad —bcN =1
cz+

olmak tlizere A (ﬂ] :% olacak sekilde 4 € I'°(N)vardir. Buradan

1 2
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a bN\(a |_aa+bNd, _ a
c d )\ d, ca, +dd, d,

bulunur. Boylece
aa, +bNd,= ¢ a; ve ca; +dd, = ¢ .d,
olacak bigimde ¢ e {1,-1} vardir. aq, + bNd,= ¢ a, oldugundan

aa  bNd, _za

a q a,
olup a=&(mods) ve ad — becN = 1 den ad =1(mod¢) bulunur. Buradan

de=1(mod ¢) olur. ¢ € {1,—1} oldugundan d =& (mod ¢)

ca,+dd, =¢ed, ve t:(a,,ﬁj

1
oldugundan

dd, =¢ed, (modt)
bulunur. Buradan ve d =¢ (mod ¢) den
dy = dy(mod t)

oldugu goriiliir.

=m= E olsun. t = (m,a,) ve (d, d,,a,) = 1 oldugu dikkate alinirsa (md, d,,a,) =t
a

oldugu goriilir. Diger yandan d,=d,(mod t) oldugundan ¢|(d,-d,) dir ve

dolayisiyla

denklemi bir ¢6ziime sahiptir. k,s € Z bir ¢6ziim olsun. Buna gore
mdd,k+d +as=d,

dir. Boylece
d, (mdzk + 1) +as=d,

elde edilir.

b=mak ve a=1-mdk
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alinirsa

bd, +aa,=a, ve N|b
saglanir. Ayrica

d=1+md,k ve c=s
alinirsa

dd, +ca, =d,

az+b N
olmak tizere

olur. Boylece A(z) =
cz+d

det A =ad —bc zd(l—md,k)—c(ma,k) zd—mk(a?a?l +cal)=d—md2k:1

dir. N'| b oldugundan AeT°(N) ve A(ﬂ] =2 elde edilir.m

1 2

Yukaridaki iki teoremden I'’ (V) nin ydriingelerinin kiimesi asagidaki gibi verilir.

Teorem 3.5. a |N olsun. Bu takdirde %— nin T°(N) ile hareketiyle olusan ydriinge

(a]:{ie @:(N,x):a, bEyi mod(a, Ej}
b y a a

kiimesidir. Ustelik I'°(N)altinda bu yoriingelerin sayis1 q)(a,ﬁj dir. Burada ¢ -Euler
a

fonksiyonudur.m

Not: Calismanin bundan sonraki kisimlarinda hesaplamalarda kolaylik olsun diye

N = p asal alinacaktir.

1
Sonuc 3.6. I'’(p) —nin yoriingeleri (1] ve (f] dir.
. , : (1
Ispat: a|p ise a=1 ve a=p dir. a=1 ise (b] olur. Buradan

b=y % mod (1, p/1) = b=1 mod(1)
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1
olup (1] yoriingesi elde edilir. a=p 1se durum benzerdir.m

Lemma 3.7. T°(p)—de 0-1n sabitleyeni sonsuz devirli bir gruptur.

. a bp 0 0 0 .
Ispat: T = P el (p) ve T 71 olsun. Bu takdirde
c

a bp\(0) (bp) (0
cd\1) \ad) U
den bp=0 ve d=1 olur. p asal oldugundan »=0 ve det T=ad —bc=1 oldugundan a=1

10 10
olur. Buradan T = (1 1] elde edilir. Buna gére I'’(p), = <(1 1]>dir. m

Teorem2.56da G, =T"(p),, H=T"(p), G=T"(p) ve X =Q alinirsa agik¢a

I’(p), <" (p)<T°(p)

olur. Buna gore 0-mn sabitleyeni T'°(p),, T'’(p) de maksimal bir alt grup degildir. O

halde Lemma 2.55” e gore asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonuc 3.8. (FO( p),@) bir imprimitif permiitasyon grubudur. m

’(p), (f] yoriingesi iizerinde transitif ve imprimitif olarak hareket eder. Boylece

"= ",(f] yoriingesi iizerinde I (p) ile indirgenmis I'°(p)-invaryant denklik bagmntist

Teorem 2.56 ya gore g,,g, €["(p) olmak iizere

£,(0)~ g,(0) = gl_]gz € F*(p)

seklindedir.

yobp b [P
1 dz 1

1se bu durumda
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a, bp a, b,p 0
= N = r
g (q a ] 2 (02‘% ]e (p)

elemanlar1 i¢in g,(0)=v ve g,(0)=w dir. Buna gore
4 d —-bp\la, b, a,d,— be,p
8 &= =
-c, q c, d, —c,a, +a.c,

a,d =lmodp ve ad,=1modp

olacagindan

olur. Buradan

dad,=d modp
ve determinanttan

ad —bc,p=1yani ad =1modp
oldugundan

d, =d, mod p elde edilir.

Boylece invaryant denklik bagintisi
vewsd =d, mod p

olarak bulunur.

d b,p—b,pd,
—¢b,p+ad,

Impirimitif hareket sonucunda "~ " altinda denklik smiflarmnin sayisi

n(p) =" (p):T" (p)|
(1 0Y o
dlr(1 1] eI'(p) dir. Ornegin
(1 0]2 (1 0](1 0] (1 0]
= = ell(2)
11 1 1){11 21
(1 0]3 (1 0](1 0] (1 0]
= = el'3)
11 2 111 31
tir. Buna gore

T (p):T(p)|=p

dir. [25] ten
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\F:F(N)|=N3H(1—L2]
p

p/N

\

‘F:FO(N)|:NH(1+l]
p

p/N

oldugunu biliyoruz. N = p i¢in hesaplama yapilirsa

IC:(p)|=|C:T°(p)|.T° (»): T ()

I (p):I(p)|
den
Ir° (p):T"(p)|= p-1
bulunur. Buna gore
WeHEHEE
= U U...U
1 1 2 P-1

dir. (3.1) bagintisindan [0]- blogu

(e {0

seklindedir.

3.2 Alt Yoriingesel Graflar

Tanmmm 3.9. (G,X) bir transitif permiitasyon grubu olsun. G nin XxX iizerindeki

hareketini ge G olmak tizere

g:(a,p) > (gla), g(B)), (&, p) e Xx X

ile tanimlayalim. Bu hareketin yoriingelerine G nin alt yériingeleri denir. (a,f) y1

iceren alt yoriingeyi O(a,f) ile gosterelim.

O(a, pP) dan bir G(a,p) alt yoriingesel grafint asagidaki gibi elde edelim:
G(a,p) nin koseleri X in elemanlaridir. Yukarida da verildigi gibi, x, yeX noktalari i¢in
(x, »)eO(a,p) 1se x den y ye yonlenmis bir kenar vardir ve bu durum x—y olarak

gosterilir. Kisaca ¥y — & nin G(a, B ) da bir kenar olmasi i¢in gerek ve yeter sart bir
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T eG vardir 6yle ki T(a)=y ve T(f)=36 dir. Bu kenar1 U-iist yar1 diizleminde bir

hiperbolik geodezik olarak ¢izebiliriz.
Agik olarak O(f, ) da alt yoriingedir. O(a, ) = O(B,a) veya O(a,f) # O(B,) dir.

(i) O(a,p) = O(B,a) 1se G(a,B) = G(B,ax) dir ve bu graf karsilikli yonlendirilmis
kenarlardan olusur. Yani, G(,p) grafinda x—y ise yine G(a,p) gratfinda y—x dir. Bu
durumda G(a,p) grafina kendisiyle eslesmis graf denir.

(i) O(a,p) = O(B,a) 1se G(B,a) , G(a,P) nn oklarmmm ters ydnlendirilmislerinden
ibarettir. Yani, G(o,f) grafinda x—y ise G(f,a) grafinda y—x dir. Bu durumda ise
G(a,p) ve G(p,a) graflarma birbirleriyle eslesmis graflar denir.

O(a,0)={(x,x): xe X}, XxX in kosegenidir. O(a,c) ya uygun G(a,a) alt
yoriingesel grafina agsikar alt yoriingesel graf denir. Bu graf her bir kosesi a€X olan bir

sigramadan ibarettir.

G, X lzerinde transitif olarak hareket ettiginden bloklar: transitif olarak permiite eder,

dolayisiyla alt graflarin hepsi izomorftur.

Yukarida 6zetlenen fikirler ilk defa Sims tarafindan ortaya konmus, daha sonra Biggs ve
White sonlu gruplar i¢in uygulamalar:1 iizerinde durmuslar, ardinda da Tsuzuku bu

diisiinceleri bir kitapta toparlanmistir.

Tamim 3.10. Bir yonlendirilmis devre, m >3 ve v,,v,,...,v, farkli koseleri i¢in

VoV, D oY, DY
seklindedir.
m=3 ise v, > v, => Vv, =V, -e bir iiggen denir.
m=2 1ise v, > v, =V, -¢ kendisi ile eslesmis kenar denir.

Higbir devre icermeyen grafa ise bir orman adi verilir.
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Onerme 3.11. G', (G.X) transitif permiitasyon grubu i¢in bir alt yoriingesel graf olsun.

Bu takdirde

(>i) G, G'-nin otomorfizmalarmin bir grubu olarak hareket eder.

(ii) G, G'-nin koseleri lizerinde transitif olarak hareket eder.

(iii) Eger G’ kendisiyle eslesmis ise bu takdirde G, G'-nin ardigik koselerinin sirali
ciftleri lizerinde transitif olarak hareket eder.

(iv) Eger G’ kendisiyle eslesmis degil ise bu takdirde G, G'-nin kenarlar1 tizerinde

transitif olarak hareket eder.
Bu boliimde I’ (p) nin alt yoriingesel graflarini belirleyecegiz. I' (p), (f] yoriingesi
iizerinde transitif oldugundan her bir alt yoriinge v e (f] icin (0,v) ikilisini ithtiva eder

oyle ki (u,p) = 1 olmak tlizere v 25 dur. Bu altyériingeyi O, ile ve buna karsilik

gelen G(0,v) alt yoringesel grafini da G,, ile gosterecegiz. I'’(p) yodriingeler

iizerinde transitif olarak hareket ettiginden bloklar1 transitif olarak permiite eder.
Dolayisiyla alt graflarmm hepsi izomorftur. Boylece hesaplar1 sadece [0]- blogu i¢in

yapmak yeterlidir.

Teorem 3.12. Z,ie (p] olsun. Bu taktirde —— = ’nin G,,’ da bir kenar olmast i¢in
sy sy

gerek ve yeter sart
() x=ur (mod p):r=0(mod p), y=us(mod p), ry—sx=—pveya

(ii) x=—ur (mod p):r=0(mod p), y=-us(mod p), ry—sx=p

olmasidir.

ispat. U i, G,,’ dabir kenar olsun. Bu taktirde
sy

T(O)zg ve T(fj =§
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olacak sekilde bir 7 e "’ ( p) vardir
T 0} (a pb 0y pb r
1 c d) 1 d s
Buradan pb =t ve s = d seklindedir. » =0mod pdir. Ayrica
A pb pP)_(ap+pbu) _ x
u c d) \u cp+du y
oldugundan
x==x(ap+ pbu) ve y==(cp+du)
elde edilir. Sonug olarak i , j = 0,1 olmak iizere
a pb) (0 p) (pb ap+pbu) ((-1)Yr (=D'x
c d ) \1 u d cp+du -).s (-D).y

elde edilir.

(3.2)

Eger i = j = 0 ise bu takdirde x=wurmod p, y=usmod p ve (3.2) den determinant

almirsa ry—sx =—p elde edilir.

Benzer sekilde, i =1 ve j = 0 ise bu takdirde x =—urmod p, y =—-usmod p ve (3.2) den

determinant alinirsa ry —sx = p elde edilir.

Simdi tersine (1) sart1 saglansin. Yani

x=ur (mod p):r=0(mod p), y=us(mod p), ry—sx=—p

olsun. Bu takdirde

x=ur+kp ve y=us+/Ip

olacak sekilde k,/ € Z tamsayilar1 vardir. Bu degerler ry —sx = —p esitliginde yazilirsa

ry —Sx = r(us+£p)—s(ur+kp) =—p
olup buradan

p(ri—ks)=—p,
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k
yani ks —r¢=1 bulunur. Buradan ve »=0(mod p) oldugundan (y r] e I'’(p) olur
s
ve bu doniistim; 0’1 (1] ye L yu X ’ye resmeder.
s u v

Benzer sekilde eger (i1) gegerli ise
X=—ur+mp ve y=-us+np

olacak sekilde m,n € Z tamsayilar1 vardir. Bu degerler ry —sx = p esitliginde yazilirsa

ry —sx = r(—us+np)—s(—ur+mp) =p
olup buradan
p(rm—ms)=p,

m
yani —ms+rn=1 bulunur. Buradan ve »=0(mod p) oldugundan (
n

r
] e T'(p)

olur ve bu doniisiim de 0’1 (1] 'ye 2 yu X ’ye resmeder.m
s u v

Teorem 3.13. uv=-1mod p ise bu takdirde G,, ile G, eslesmis alt yoriingesel

graflardir.

Ispat. 1. Durum x=uwr (mod p):r=0(mod p), y=us(mod p), ry—sx=—p ise,

buradan
vx=vur (mod p) = r=-wx (mod p):x=0(mod p)
ve sx-ry =1
uy =uvs (mod p) = s=-uy (mod p)
oldugundan SN G,, olur. Buradan G, ile G, eslesmistir.

y S

2. Durum x=-ur (mod p):r=0(mod p), y=-us(mod p), ry—sx=p ise,
buradan

vx=-vur (mod p) = r=wx (mod p):x=0 (mod p)

-ry=-1
uy=-uvs (mod p) = s=uy (mod p) }Ve o

oldugundan SN G,

, olur. Buradan G, ile G, eslesmistir.m
y s ’ ’

v
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Teorem 3.14. G,, nin kendisiyle eslesmis olmasi igin gerek ve yeter sart

u* =—-1mod p olmasidir.

Ispat 7 = ” : Kabul edelim ki G,, kendisiyle eslesmis olsun. Boylece

(O,BJ—T{E, 0] olacak sekilde bir 7 e T°(N) vardir. Buradan
u u
T :(“ _p]eFO(N)
k —u
dir. det 7 =1 oldugundan —u” +bp =1 yani
u’>=-1mod p

bulunur.

"¢ " u'=—1mod p ise buradan u’+bp =-1 olacak sekilde bir b € Z vardr.

p]eFO(N) dir ve bu donisim ile 052 ve £50 olur. G

,u
u u P

Boyl “
ovlece
Y b

kendisiyle eslesmistir.m

33 F o Alt Grafi

Bu boliimde (0,£] ile koseleri [0]- blogunun elemanlar1 olan G(O,Ej alt
u u

yoriingesel grafinin alt grafin1 gosterecegiz. Kisaca F (0,£] yerine F, = yazacagiz.
y ,

Buna gore Teorem 3.12 den asagidaki teorem elde edilir

Teorem 3.15. Z,EE[O] olsun. Bu takdirde £—>£ nin F,. de bir kenar olmasi i¢in
sy sy ’
gerek ve yeter sart

() y=us(mod p) , ry—sx=—-p veya

(i) yE—us(mod p) , TY—SX=0p

olmasidir.m
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Teorem 3.16. I (p), F ,» nun koselerini ve kenarlarini transitif olarak permiite eder.

Ispat. v,we[0]olmak iizere v ve w F,, ’da iki kose olsun. '’(p), (f] iizerinde

transitif ~ oldugundan gu)=v olacak sekilde  bir g eI'’(p)vard.
u~0 ve ~-I"(p)invaryant denklik bagintis1 oldugundan

g(u)~g(0) yani v ~ g(0)
dir. Boylece g(0)<[0] oldugundan geI " (p)dirr ve [0] blogunu korur. Buradan
I'(p), F,, ninkdselerini transitif olarak permiite eder.

Simdi  v,we[0] olmak tizere v—>wvex—y, F, da iki kenar olsun. Bu takdirde

vww)eO,. ve (x,y)eO  dur. Boylece S,T eI'’(p)igin
p.u p.u

S(0)=v, S(ﬁj —w ve T(0)=x, T(Ej —y
u u
dir. S(O),T(O) €[0] oldugundan S,T eI""(p)dir. Ayrica
TS"'(v)=x ve TS'(w)=y
dir, yani TS™' eI’ (p) dir. Béylece I (p), F ,» in kenarlarini transitif olarak permiite

eder.m

€Q icin s>1, y>1 olmak {iizere Z_2—_1 olsun. Bu takdirde

Lemma 3.17. f’f
sy sy

r X
— ve — arasinda tam say1 bulunmaz.
s y

Ispat. Kabul edelim ki Tek<t sartin1 saglayan bir k € Z vardir. Buradan
S y

r<ks ve ky<x
dir. Buna gore
l=sx—ry>sx—sky=s(x—ky)>s

celiskisi elde edilir.O halde boyle bir tamsay1 bulunamaz.m
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Teorem 3.18. F,, nun kenarlari U={ze C:Im(z)>0} ist-yar1 diizlemi tizerinde

kesismez.

Ispat. Genelligi kaybetmeden

02, N, NP o AP P BP

u l+yp l+yp l+yp u l+y,p

alalim. Burada x,,x,,y,,v,, p,u € Z" dir. Buradan

1+yp >u>1+y2p
X X,

dir. Diger taraftan kenar sartlarindan
X=X — p'(xlyz — N0 ) =-1

olur. Lemma 3.17 den sonug elde edilir.m

Teorem 3.19. F,  nin kendisiyle eslesmis bir kenar ihtiva etmesi i¢in gerek ve yeter

sart u* =—1mod p olmasidur.

Ispat. Transitiflikten kendiyle eslesmis kenari %—) LN 0 alabiliriz. Teorem 3.15.(i1)

u

den u”> =-1mod p bulunur. Gerek sartin ispar1 Teorem 3.12 ye benzer sekilde yapilir.m
Burada ihtiyag duydugumuz bazi tanim ve teoremleri verelim.

Tamm 3.20 ( Legendre Sembolii ). p tek asal say1 olsun. (;] degerlerine Legendre
P

sembolii denir ve
1, p|avex’=a mod p ¢oziimii var

(ﬁ]; 0, pla
P

-1, p|a vex’ =a mod p ¢dziimii yok

seklinde tanimlanir [24].

Teorem 3.21 ( Euler Kriteri ). Eger p tek asal say1 ve (a, p) =1 ise bu takdirde
p-1

(ﬁ]ﬂ dir < (a)2 =1modp
p

dir veya, denk olarak,
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dir [24].m

Asagidaki teorem Legendre sembollerinin hesaplanmasinda bize kolaylik saglayacaktir.

Teorem 3.22. (i) (@] = (1] (2]
p P\ P

(ii) a=bmod p ise, bu takdirde (ﬁj - (2]
p p

(iii) (a_zj =1 ve boylece (lj =1
p P
—1 -l

i) | = |=(-1

iv ( p ] (-1)

dir [24].m

Teorem 3.23. p ve g farkli tek asal sayilar ise, bu takdirde

(Blopor

Teorem 3.24 (Wilson Teoremi). P nin asal olmasi i¢in gerek ve yeter sart

dir [24].m

(p—1)!=-1(mod p) olmasidir [20]..m

Teorem 3.25. F, kendisiyle eslesmis bir kenar igermesi igin gerek ve yeter sart

p=1(mod4) veya p=2olmasidir.m

Ispat. Teorem 3.19 dan biliyoruz ki F, .« hun kendisiyle eslesmis bir kenar ihtiva etmesi
igin gerek ve yeter sart u” =—1(mod p) olmasidur.

Eger p =2 ise u =1 ¢0zlimiine sahiptir.

p bir tek asal say1 olsun. Wilson Teoremi

(1.2.3.....pT‘lj(P—“..-(p-k)..-(p-z)(p-1)]E-l(modp)

2

seklinde yazilirsa buradan
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ﬁk(p—k)z—l(modp)

olur. k(p—k)=-k’(mod p) oldugundan

-1 -l -l
2 2 2

=TTk (p-K)=TT-* =(-1)= | [Tk | (modp)
k=1 k=1 k=1

p-1

elde edilir. p=1(mod 4) ise oldugundan (-1) 2 =1 oldugundan

2 _ . . e s ee qoe a1 e . .
u = —l(mod p) nin bir ¢oztimidiir. Dolaysiyla F, , bir iki gen igerir.

Tersine F,, kendisiyle eslesmis bir kenar i¢ersin. Bu durumda u’ = —l(mod p) nin bir
p-1

¢oziimii vardir. O halde Tanim 3.20 den (_—1] =1 dir. Teorem 3.22 ye gore (1) 2 =1
p

olmalidr ki bu ancak pT—l ciftken miimkiindiir. Yani keZ tamsayr icin

p-1 = 2k olmak tizere p = 4k +1olmalidir. Bu da p=1 (mod 4) olmas1 anlamina
gelir.
u* =—1(mod p) nin bir ¢dziimii meveut oldugunda p =3 (mod 4)olamaz. Ciinkii bu

Pl
durumda (—1) 2 =1 dir ve p=3+4( olacak sekilde bir ¢ € Z tamsayisi vardir. Ancak
buradan

p-1 3+4/-1 2+4/1

L) s (1) =) =)

celiskisi elde edilir.
Sonu¢ olarak 7, kendisiyle eslesmis bir kenar ihtiva ediyorsap=1 (mod 4)

veya p = 2dir.m

Ornek: p=5 olsun. |U5| =@(5) =4 oldugundan u =1,2,3,40lur. F,, sadece u=2,3
icin  kendisiyle  eslesmis  bir  kenar  igerir. p <100 olmak  {izere
p=5,13,17,29,37,41,53,61,73,79,97 icin elde edilen alt graflar kendisiyle eslesmis bir

kenar igerir.
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Sekil 3.1 Fs, ve Fj,graflarinda kendisiyle eslesmis kenarlar

Teorem 3.26. F,, nun yonlendirilmis ticgen ihtiva etmesi i¢in gerek ve yeter sart

u’+u+1=0(mod p) olmasidr.

ispat.% —>——>——>— F,, da yonlendirilmis tiggen olsun. '(p) T (p), F,, nun
kenarlarini transitif olarak permiite ettiginden0 — L 5% 50 olarak alabilirz.

u y

SN % icin kenar sartlarindan
y

1=uy(mod p)ve x=p

olur. £ 5% oldugundan P P dir. Buradan
u -y u -y

y=u’(modp)ve y=u-1,
yani

u’ —u+1=0(mod p)

bulunur. Ayrica PP e
u -y

y=-u’(modp)ve y=u+1

oldugunda
u’ +u+150(m0dp)

elde edilir.
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Simdi tersine u” u+1=0(mod p) olsun. Buradan +u +1=-u’(mod p) olur.

u+1=-u’(mod p) ise bu takdirde Ly P imakiizere £ — -2 elde edilir.
u u+l u u+l

—u+1=-u’(modp) ise u-1=u’(modp)olup buradan

SN

< P olmak tzere
u-—1

P - P bulunur.
u u—1

Sonug olarak 1 +u+1=0(mod p) ise 9_>£_>L

- 9 iicgeni elde edilir.m
u utl 1
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BOLUM 1V

SONUC VE ONERILER

Cebirin temel konularindan olan “Bir grubun bir kiime tizerindeki etkisi(hareketi)”
konusu bu calismada I'°(N) kongriians alt grubu ve Q genisletilmis rasyonel sayilar

kiimesi i¢in uygulanmistir.

2x2’lik Matris cebirinin geometrik yorumu, “dlizlem {zerinde hareket” olarak

Ozetlenebilir. Modiiler grubun alt-liggensel ve {ist-liggensel matrislerinin gruplari
sirastyla T(N) ve T°(N) kongriians altgruplaridir. Dolayisiyla karakterize ettikleri

diizlem tizerindeki hareketin 6zelliklerinin bilinmesi olduk¢a 6nemlidir.

Bu calismada cusp noktalarmin kiimesi Q iizerinde I'’(N) kongriians altgrunun

hareketi incelenmistir.

I'’(N)’nin Q iizerindeki transitif hareketinin yoriingeleri elde edilmistir. T°(N) nin

Q iizerindeki imprimitif hareketinin bloklar1 elde edilmistir.

Graf teori ile hareketin yapisini karakterize etmek i¢in 6nce kenar sartlari, daha sonra

devre sartlar1 bulunmus, bdylece I'’(N) igin altydriingesel graflar elde edilmistir.

Acikca goriildiigli tizere, imprimitif hareketin tabiatint H-grubunun sec¢imi
belirlemektedir. Dolayisiyla bu ¢alismada secilen I (N) grubu yerine farkli secimler

yapilarak hareketin yapisi incelenebilir.

H-grubunun se¢imindeki farkliliklarin graflardaki devrelerin tiiriinii degistirmemekle
beraber, gerek ve yeter sartlar olarak farkli kongriians denklemleri ortaya ¢ikarabilir. Bu

denklemler ve ¢oziimleri incelenebilir.

Bu calismada elde edilen sonuclarn geometrik gorselleri i¢in yiizey-dosemeleri

(tessellations) tizerinde ¢alisilabilir.
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[,(N) ve T'’(N) kongriians alt gruplar1 birbirleriyle simetriktir. I';(N) kongriians alt
grubunun hareketinin, siirekli kesirlerle iliskisi ¢esitli ¢alismalarda ortaya konmustur.

Dolayisiyla simetrik yapi gdz Oniine almarak, benzer bir ¢alisma T'°(N) igin de

yapilabilir.
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