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OZET

LINEER STiFF DIFERANSIYEL DENKLEM VE STiFF DENKLEM
SISTEMLERININ COZUMLERININ FARKLI RUNGE-KUTTA METODLARI
KULLANILARAK HESAPLANMASI

KOME, Cahit
Nigde Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Ana Bilim Dali

Danigsman : Yrd. Dog. Dr. Mehmet Tarik ATAY

Ocak 2013, 117 Sayfa

Bu yiiksek lisans ¢aligmasinda lineer stiff diferansiyel denklem ve stiff diferansiyel
denklem sistemlerinin farkli Runge-Kutta metodlar1 kullanilarak c¢oziimlerinin
hesaplanmasi arastirilmistir. Ilk olarak adim sayis1 ve mertebe arasmdaki bagmti
incelenerek bu metodlarin tarihsel gelisim siirecleri incelenmistir. Daha sonra metodlar1
yazmakta gerekli olan Butcher Tablosu ve bu tablodan yola ¢ikarak mertebe sartlari
arastirilmis ve Butcher Tablosunda yer alan katsayilarin hesaplama yontemleri
incelenmistir. Hesaplanan farkli katsayilar ile bazi farkli metodlar incelenmis ve bu
metodlar stiff diferansiyel denklemlere uygulanarak aralarindaki yaklagim farklari
incelenmistir. Ayn1 zamanda bulunan metodlara ait kararlilik bdlgeleri Dahquist test
denklemi kullanilarak elde edilmistir. Bulunan kararlilik bdlgeleri dogrultusunda
metodun farkli adim uzunlugu kullanilarak c¢oziimleri elde edilmistir. Kararlilik
bdlgesinin biiyiikliigiine gore metodlarin stiff diferansiyel denklemler i¢in hangi adim

araliginda daha 1yi sonug verdigi incelenmistir.

Anahtar Sozciikler: Runge-Kutta metodlar, stiff diferansiyel denklemler, kararlilik analizi, Butcher

tablosu.
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SUMMARY

COMPUTATION OF SOLUTIONS OF LINEAR STIFF DIFFERENTIAL
EQUATIONS AND STIFF SYSTEMS OF DIFFERENTIAL EQUATIONS BY
USING DIFFERENT RUNGE-KUTTA METHODS

KOME, Cahit
Nigde University
Institute of Science

Mathematics Department

Supervisor : Asst. Prof. Dr. Mehmet Tarik ATAY

January 2013, 117 Paper

In this master thesis, computation of linear stiff ordinary differential equations and stiff
systems of differential equations by wusing different Runge-Kutta methods are
researched. Firstly, relations between stage and order of these methods are investigated.
Then, historical development of these methods are investigated. Coefficients of Butcher
table, which are essential for writing this table and computation techniques for this
coefficients are investigated. Some different methods are researched with this computed
coefficients and these methods are applied to stiff ordinary differential equations. In
addition, approximation differences between them are researched. Also, stability
regions of these methods are found using Dahlquist test equation. Through these
stability regions, some solutions are obtained using different step size. Finally, it is
investigated that step size is appropriate for stiff ordinary differential equaitons

according to stability regions.

Keywords: Runge-Kutta methods, Stiff differential equations, stability analysis, Butcher table.
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BOLUM I
GIRIS
1.1 Genel bilgiler

Fiziksel olaylarla ilgili problemlerin incelenmesinde problemin 6zelliklerini tagiyan bazi
matematiksel modeller kurulmaktadir. Bu tiir modellemelerde genellikle bilinmeyen
fonksiyon ya da fonksiyonlara ait bagimsiz degiskenleri ve bu fonksiyonlarimn tiirevlerini
iceren bir denklem ortaya ¢ikmaktadir. Bir degisken ve bu degiskenin fonksiyonu ile bu
fonksiyonun belirli tiirevleri arasindaki bu bagintiya “Diferansiyel Denklem”
denmektedir. x bagimsiz degisken ve y(x) bagimh degisken olmak iizere n. mertebeden
bir adi diferansiyel denklem F (x, vy, . ,y(”)) = 0 seklinde gosterilebilir. Bu
sekildeki bir adi diferansiyel denklemin ¢6ziimii f(x,y,C) = 0 seklindedir. Bu ¢6ziime
adi diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii, C’nin her bir degeri i¢in elde edilen ¢oziime
ise 0zel ¢ozlim denir. Diferansiyel denklemlerin gercek ¢oziimlerinin yani sira yaklasik
cozlimleri de bulunmaktadir ve bu yaklasik ¢oziimler niimerik metodlar vasitasiyla
hesaplanabilmektedir (Basarir ve Tiirker, 2003). Ciinkii bir¢ok diferansiyel denklemin
gercek c¢oOziimii bulunmamakta ya da gercek ¢oziimiindeki yasanan bazi zorluklar
sonuca ulagsmay1 zorlastrmaktadir. Bu gibi durumlarda diferansiyel denklemlerin
yaklagik degerlerini hesaplamak i¢in niimerik metodlardan faydalanilmaktadir.
Diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinde denklem gercek coziimiin katkist olmadan
sayisal olarak bulunmaktadir. Diferansiyel denklem ile birlikte verilen sartlar
diferansiyel denklemin analitik ¢Ozlimiindeki sabitleri belirlediginden diferansiyel
denklemin sayisal ¢oziimii verilen sartlar ile ele alinmalidir. Verilen sartlar analitik
¢Ozlimiin aksine sayisal ¢oziimiin baslamasina yardim eder ve bu sartlar degistiginde
diferansiyel denklem ayni olsa bile denklem bastan tekrar ¢oziilmelidir. Diferansiyel
denklem n. mertebeden ise ¢6zlimde ortaya ¢ikan n sabitin belirlenmesi i¢in n tane
sartin verilmesi gerekir. Bu sartlar belirli noktalarda bilinmeyen fonksiyonun kendisi ve
tirevleri arasinda yazilan baglantilardir. Bu sartlar 6rnegin ikinci mertebeden bir
diferansiyel denklem igin bir veya iki noktada f(x,y,y') =0, glx,y,y") =0
seklindedir. Bir n. mertebeden diferansiyel denklemin verilen sartlarinda n. mertebeden
tirev terimleri bulunmaz. Sayet boyle terimler bulunursa n. mertebeden tiirev
diferansiyel denklemden diger tiirevler cinsinden bulunarak elimine edilir. Diferansiyel
denklemin sabitlerini belirlemek i¢in verilen sartlar bir noktada verildiginde bu
probleme baslangi¢c deger problemi ad1 verilmektedir.
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Bir n. mertebeden fi(x,v,y’,..,y"1),(i=1,2,..,n) seklinde baslangic sarti
verildiginde ve bu sartlar bir noktada, 6rnegin x=a noktasinda yazildiginda bu » tane
esitlikten y(a),y'(a),y" (a), ...,y* 1(a) degerleri bulunur. Bu nedenle n. mertebeden
bir diferansiyel denklemin tek noktada fonksiyonun kendisi ve (n-1). Dereceden
tiirevlerinin verilen degerlere esit olacak sekilde c¢oziilmesi problemine diferansiyel
denklemlerde baslangi¢ deger problemi ad1 verilir. Diferansiyel denklemlerde baslangic
deger problemi F (x, v,y,y", ., y(”)) = 0 ifadesi n. mertebeden bir diferansiyel
denklem olmak iizere analitik olarak  F(x,y,’,y",..,y™)=0 ve y(a)=
y,Y'(@) = y,,9"(@) = y3, ..., y*V(a) =y, seklinde yazilmaktadir. Bu tip
diferansiyel  denklemlerin  yaklasik c¢oziimleri i¢cin niimerik  metodlardan
faydalanacagimizi daha 6nceden belirtilmisti. Niimerik metodlarn ortaya cikis1 daha
evvel zamanlara dayansa da ilk makaleler XIX. yiizyilda J. C. Adams ve Francis
Bashforth tarafindan yazilmigtir. Daha sonra 1885 yilinda Alman matematik¢i Runge
bazi yeni caligmalar yaparak metodlarin mertebesinin varligmi ve bu mertebelerin

yaklasik ¢oziimlerde etkin rol oynadigini gézlemlemistir.

Fotograf 1.1. Carl David Tolmé Runge (1856-1927)

1900’1t yillarm basinda ise Heun ve Kutta, Adams-Bashforth ve Runge’nin
calismalarina onemli katkilarda bulunarak daha yiiksek mertebeden metodlar elde
etmislerdir. Ozellikle Kutta’nin Runge metodlarindan yararlanarak bulmus oldugu yeni
metodlar Runge-Kutta metodlar1 olarak anilmaya baslamistir. Heun, Runge’nin bazi
metodlarini gelistirerek 2. ve 3. mertebeden yeni metodlar elde etmeyi basarmistir. 1925
yilinda E. J. Nystrom Kutta’nin bulmus oldugu bazi metodlar1 yeniden diizenleyerek
literatiire kazandirmis ve ayni zamanda 2. mertebeden adi diferansiyel denklemlerin

Runge-Kutta metodlar1 ile nasil hesaplanacagini gostermistir.
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Fotograf 1.2. Wilhelm Martin Kutta (1867-1944)

1900’1i yillarin sonuna dogru J. C. Butcher Runge-Kutta metodlar1 {izerine farkl
calismalar yaparak daha yiiksek mertebeli yeni metodlar1 bulmustur. Bu ¢alismasinda
ise Grafik Teorisi’nden yararlanmis ve koklenmis agaglar vasitasiyla metodlarin
mertebe sartlarin1 grafiksel olarak gostermistir. Boylece yeni tiirevleri elde etmek daha
kolay olmustur. Bu ¢alismada Butcher tablolar1 ve kdklenmis agaclar ile bir metodun
nasil elde edildigi incelenip yeni bulunan metodlarin lineer stiff diferansiyel denklem ve
denklem sistemleri i¢in optimum sonuglar1 hesaplanacaktir.  Stiff diferansiyel
denklemler, hesaplanmasi zor c¢ok maliyet gerektiren denklemlerdir. Bu tip
denklemlerde biri cok ¢abuk degisen digeri ise yavas degisen terim grubu veya gruplari
bulunmaktadir. Fiziksel olarak bu terim gruplarindan biri sistemin gecici (transient)
diger ise kalici (steady state) ¢oziimiidiir. Gegici ¢6zlim ¢ok kisa bir zamanda sonmekte

digeri ise ¢oziimii belirlemek admna kalmaktadir. Ornegin,
y'(x) = =1000y + 3000 — 2000e™*,y(0) =0 (1.1)
ve denklemin analitik ¢6zimii

y(x) = 3 — 0.998e71000x _ 2 002¢~* (1.2)

ele alalim. Goriildiigii gibi denklemdeki e~1000%

ifadesi ¢ok kisa bir zamanda 0’a
yakinsayarak ¢oziimden kaybolmaya baslar ve diger terimler ¢dziime hakim olur
(Bakioglu,2011). Stift diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde # adim araligini secerken
dikkat edilmesi gerekir. Genellikle # adim araligi kiiciik secilerek yapilan islemlerde
daha iyi sonuglar alinmaktadir. Fakat bu durum her metod igin ayni1 degildir. Ornegin
Acik tip Runge-Kutta metodlarinda 2=0.001 almarak bulunan bir hata kapali tip Runge-

Kutta metodlarinda #=0. 1 alinarak bulunabilmektedir. Calismamizda ayni zamanda agik
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ve kapali tip Runge-Kutta metodlar1 i¢in mertebe sartlar1 ve kararlilik analizleri
incelenecektir. Runge-Kutta metodlarinin mertebe sartlarinin belirlenmesinde etkili bir
yontem olan kdklenmis agaclar ve Butcher tablolar1 her bir mertebe sart1 ve metod igin

ayr1 ayr1 incelenecektir.

y'(x) = flx,yx), f(xo) =y0,y €RY, f: RxRY - RV (1.3)

seklindeki bir baslangic de§er problemi i¢cin s basamakli genel Runge-Kutta

formiilasyonu
ki =f(x0+cih,y0+hZ§=1aijkj), (1 <i SS) (14)
Yn+1 = Yn + R Xi-; bik; (1.5)

seklindedir. Yukardaki denklemde k; ‘ler her bir adimda bulunan ortalama egimler y,, ;1
degerleri ise bir onceki y, degeri ile bu egimlere karsilik gelen degerlerin adim sayisi
kadar hesaplanmasi sonucu toplanmasi ile bulunan degerlerdir. Yukardaki
formiilasyonda a;; , b; ve c; katsayilar1 Butcher tablosundaki degerleri gostermektedir. s

adimli bir metod i¢in Butcher tablosu asagidaki gibidir.

bT
Sekil 1.1. Butcher Tablosu

Bu tablo i¢in ¢, b ve A degerleri sirasiyla
Cq b,
c, b,
= | C.3 | D | b3 | D
o/ i)

(Iserles,2008).
Tablodaki katsayilarm secimine gore yeni metodlar elde edilmekte ve ayni zamanda

a1 A1s
b= A= : olarak tanimlanmistir

metodlarin  mertebeleri  belirlenebilmektedir. Butcher tablosundaki katsayilar:
bulabilmek i¢in metodun Taylor seri acilimi ile denklemin gercek ¢oziimiiniin Taylor

seri acilimimin birbirinine esitlenmesi gerekmektedir. Metod i¢in bulunan katsayilar ile



gercek ¢6ziim icin bulunan katsayilar esitlendiginde lineer olmayan bir denklem sistemi
ortaya ¢ikmaktadir. Bu denklem sistemindeki denklem sayis1 metodun mertebesine gore
degismektedir. Mertebe sayisi arttikga denklem sayis1 da hizli bir sekilde artis
gostermektedir. Ornegin mertebe sayis1 4 iken 8 adet denklem bulunurken, mertebe
sayis1 5 oldugunda 17, mertebe 6 oldugunda 37, 7 oldugunda 85, 8 oldugunda 200 adet
denklem bulunmaktadir. Goriildiigii gibi 6. mertebeden sonra denklem sayisi1 ¢ok fazla
artiy gostermektedir. Bu artig da gerek elle gerekse bilgisayarla yapilan caligmalarda
yeni katsayilar bulmay1 oldukca zorlastirmaktadir. Bu zorlugun {istesinden gelmek i¢in
1960 sonrasinda grafik teorisi kullanilarak ¢ok uzun ve hesaplanmasi zor olan kismi
tiirevler cok kisa siirede hesaplanmistir. Bu tiirevler bazi agaclarla simgelenerek ve

agaclara yeni dallar eklenerek metodlarin ardil tiirevleri elde edilmistir.



BOLUM II
BASLANGIC DEGER PROBLEMLERININ NUMERIK COZUMLERI

2.1. Euler Metodu

y'(x) = f(x,y(x)),y(x) = yo seklindeki bir diferansiyel denklemin baslangi¢ deger
problemi oldugu daha énceden verilmisti. Burada f: RxRY — R" tanimli vektor degerli
bir fonksiyondur. Euler metodu ardisik adimlarla denklemin ¢6zimiinii bize
verdiginden ilk olarak y(x,) =y, ile ¢oziime baslanir daha sonra x; =x,+ h ,
X, =x1+h , ..., X, =x,_1+h noktalarinda y(x) degerlerinin hesaplanmasiyla
devam eder. Burada /4 adim biyiikligidir. Eger a < x < b seklinde ise N pozitif
tamsay1 olmak tizere, h = (b — a)/N olarak segilir. Bu durumda her n=0,1,2,...,N i¢in
Xn = Xo + nh olarak tanimlanir. Her bir adimin hesaplanmasi ayni formiil ile yapilir.
Boyle bir formiil i¢in y(x + h) = y(x) + hy'(x) + h; y"(x) + --- seklindeki Taylor
serisi kullanilmaktadir. Eger & adim biiyiikliigii ¢ok kii¢iik ise, bu durumda h? ,h3, ...
ifadeleri ¢ok kiiciik olacagindan, bu ifadeleri igeren terimlerin ihmal edilmesiyle
y(x+h) =y(x) + hy'(x) = y(x) + hf (x,y(x)) elde edilmektedir. Bu formiiliin sag
tarafi verilen diferansiyel denklemin yaklasik ¢dziimiinii verir. Ilk adimda y; = y(x, +
h) degerine yaklasan y; = vy, + hf(xo,¥(x)), ¥, = y(xo + 2h) degerine yaklasan
v, =y, + hf(x1,y(x;1)) degerleri hesaplanir. Genel olarak n=0,1,... i¢in y,,1 = Y, +

hf (xp, y(x,)) formiili olarak yazilmaktadir. Bu formiile Euler formiilii denilmektedir

(Bakioglu,2011).
2.2. Euler Metodu icin Kararhlik Analizi

Metodlarin dogru sonug vermesi i¢in gerekli olan kriterlerden bir tanesi de metodlarin
hangi bolgede kararli oldugunun belirlenmesidir. Metodlarin kararlilik bdlgelerini

belirlemek i¢in Dahlquist test denklemi olan

y'(x)=Ay,1€C, y(x) =e™,y(0) =y, y €RN (2.1)

kullanilacak olup bulunan karalilik fonksiyonunun grafikleri ele alinacaktir. Euler
metodu y, .1 =y, + hf (x,,, y(x;,)) seklinde tanimlanmisti. Dahlquist test denklemine
Euler metodu uygulanirsa y,.q = Y, + hf (X, ¥(%1)) = Yns1 = Yn + hAy, dir. Bu
ifade daha genel formatta yazilacak olursa y,.; = (1 +hA)™1y, dir.  Euler



metodunun kararh olabilmesi icin Re(d) < 0 ve |1+ hA| < 1 olmasi gerekmektedir.
Euler metodunun kararlhilik bolgesi asagidaki gibidir. Burada bulunan 1 + hA ifadesi
kararlilik fonksiyonu olarak tanimlanmaktadir. Bu kararlilik fonksiyonuna ait kararlilik

bolgesi asagidaki gibidir.

L I i I I i I

-3 -2 -1 0 1 2 3

Sekil 2.1. Euler metodunun kararlilik bélges-i

(1.1) denklemi Euler metodu ile farkli degerlerdeki h uzunluklar1 farkli degerler alarak

coziildiigiinde asagidaki sonuglar elde edilmektedir.

1x1063 [

Hata

—1x109 -

—2x 1063 |

L
0.0 02 04 0.6 08 1.0
Zaman (t)

Sekil 2.2. (1.1) denkleminin 0 < ¢ < 1 ve h=0.01 i¢cin Euler metodu hata grafigi




—2.x1077 R
S —axi07F R
T L J
—6.x1077+ -

-8 x1077F g

~1.x10"6 L . . . . . . . I . . . I . . . I
00 02 04 06 08 1.0

Zaman (t)

Sekil 2.3. (1.1) denkleminin 0 < ¢ < 1 ve h=0.001 i¢in Euler metodu hata grafigi

Zaman (t)
Sekil 2.4. (1.1) denkleminin 0 < ¢ < 1 ve h=0.0019 i¢in Euler metodu hata grafigi

Goriildiigii gibi h=0.01 i¢in hata ¢ogalarak giderken, h=0.001 i¢in hA degerleri kararlilik

bolgesinde oldugundan hata orani oldukga azdir.

2.3. Kapal Euler Metodu

y'(x) = f(x,y(x)),y(x0) = yo, f:RXRY > RY | y € RV seklindeki bir baslangig
deger problemi igin Taylor seri agihmi y(x,4q —h) = y(xXpe1) — hy' (ppq) + -
seklinde de yazilabilmektedir. Burada ilk iki terimi kullanarak y(x,,;) = y(x,) +

hy'(x,+1) yazilabilir. Bu ifade en genel formda yazilacak olursa

Va1 = Yn + hf (tns1, Ynsa) (2.2)

formiilii elde edilir. Bu formiile Kapali Euler Metodu ya da Geri Euler Metodu

denilmektedir. Kapali Euler metodu acik Euler metoduna gore bira daha karmasik bir



yaptya sahiptir. Ciinkii kapali Euler metodunda fonksiyondan gelen y,,,, degeri her iki
tarafta da bulunmaktadir. Dolayisiyla y,,,; ifadesi bulunurken agik Euler metodundaki
gibi y, ifadesi kullanilmadigindan yaklasik ¢oziimleri bulmak biraz daha masrafli
olmaktadir. Ozellikle lineer olmayan adi diferansiyel denklemlerin ¢dziimiinde Kapali

metodlar ciddi anlamda masrafli olabilmektedir (Iserles,2008).

2.4. Kapah Euler Metodu i¢in Kararhihk Analizi

y'(@)=y,1€C, y(t) =e™,y(0)=y,,y €RY

test denklemini ele alalim. (2.2) formiiliine Dahlquist test denklemi uygulanacak olursa

Yn+1 = Yn t+ hf(xn+1' yn+1) = Yp + hdyniq (2.3)

ve buradan y,, ;1 = 1%}1/1 v, denklemi elde edilir. Bu denklem en genel sekilde yazilacak

n+1
olursa y,,1 = (%h/l) Vo dir. Kapali Euler metodunun kararli olabilmesi icin

1

Re(1) < 0 ve Y

< 1 sartinin saglanmasi gerekmektedir. Buradan da |1 — hA| > 1

olarak bulunmaktadrr. Kapali Euler Metodunun kararlilik bolgesi ise asagidaki

grafikteki koyu alanlardir.

3+

Sekil 2.5. Kapali1 Euler metodunun kararlilik bolgesi



Euler metodu ile Kapali Euler metodu arasinda kararlilik farki bulunmaktadir. Euler
metodunda ¢ok kiiciik h uzunluklar1 almarak yapilan ¢éziimler Kapali Euler metodunda
daha biiyiik h uzunluklar: ile daha iy1 sonuglar verebilmektedir. (1.1) denklemi Kapali
Euler metodu ile h uzunluklar1 farkl degerler alarak ¢oziildiigiinde asagidaki sonuglar

elde edilmektedir.

Cizelge 2.1. (1.1) denkleminin 0 < ¢t < 1 ve ~2=0.1 i¢in Kapali Euler Metodu sonuglar1

Adim Yaklagik Gergek Hata

0. 0 0. 0.
0.1 1.17854 1.18852 0.00997572
0.2 1.36072 1.3609 0.000184308
0.3 1.5168 1.51688 0.0000792233
0.4 1.65795 1.65802 0.0000708174
0.5 1.78566 1.78573 0.0000640697
0.6 1.90122 1.90128 0.0000579726
0.7 2.00578 2.00584 0.0000524557
0.8 2.1004 2.10044 0.0000474639
0.9 2.186 2.18605 0.0000429471

1. 2.26347 2.26351 0.0000388602

0.0004 F]
0.0003
= L
= 0.0002 r

0.0001

00000 bt o, oy
0.0 02 04 0.6 08 1.0
Zanan (t)

Sekil 2.6. (1.1) denkleminin 0 < t < 1 ve £=0.1 i¢in Kapali Euler metodu hata grafigi

0000015 -

0.00001

Hata

5x1070F

0 C L L L L L L L L L L L L L L L L L L L |
00 02 04 0.6 08 1.0
Zaman (t)

Sekil 2.7. (1.1) denkleminin 0 < ¢ < 1 ve 2=0.01 i¢in Kapali1 Euler metodu hata grafigi
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Zaman (1)
Sekil 2.8. (1.1) denkleminin 0 < t < 1, h=0.001 i¢in Kapal1 Euler metodu hata grafigi
Acik Euler metodu i¢in alinan biiyiik /# degerleri icin dogru sonucglarin alimamadigi
Boliim 2.2 ‘e verilmisti. Dikkat edilecek olursa Euler metodunun aksine Kapali Euler

metodunda ~=0.1, h=0.01, h=0.001 degerleri i¢in kararl1 olarak hata alindig:

goriilmektedir.
2.5. Yamuk (Trapez) Kurah

Bir f(x) fonksiyonunun bir sonlu [a, b] aralig1 iizerinden integrali y = f(x) egrisinin
altinda kalan x = a ve x = b dogrular1 ile smirlanan bdlgenin alanin1 vermektedir.
y = f(x) fonksiyonunun integralinin yaklasik degeri x = a ve x = b dogrular1 ile
sinirlanan (a, f (a)) ve (b, f (b)) noktalarini birlestiren dogru pargasmm altinda kalan

yamugun alanidir. Bu deger ise acik olarak

[} fdx = Z2[f(a) + £ (b)] (2.4)

seklindedir. (2.4) formiiliine [a,b] {izerinden f (x) fonksiyonunun yaklagik integrali i¢in
yamuk kurali denir. Benzer formiil f(x) fonksiyonunun Lagrange interpolasyon

polinomu kullanilarak da elde edilebilir. Lagrange interpolasyon polinomu’nun genel

formiili
L _ (x—x0)(x=x1)(x—%x3) e (X=2 1) (X=X 1) .. (X—X1) _mn (x—x;) (2.5)
nk (Xre=20) (Xe—x1) . O =X = 1) (X=X gy 1) - (X —2x) ::2 (xr—x¢) '

seklindedir. Bu formiil kullanilarak f(x) fonksiyonunun a ve b noktalarindan gecen

Lagrange polinomu bulunacak olursa

11



f(x) = f(a) (g) + f(b) (z%z) olarak bulunur. Bu denklemde her iki tarafin [a,b]

araliginda integrali alinacak olursa

[ fdx = f@ [, (Z2)dx+ f0) f, () dx =2 [f@+fB)]  (26)

olarak bulunur. Dolayistyla niimerik olarak x,, ve x,,,, adimlar1 i¢in yamuk kuralt

Vw1 = Yo+ 5 [F (2 y0)) + f (1, ¥ Oni1))] 2.7)
olarak bulunur. (2.7) formiiliine Yamuk (Trapez) formiilii denir (Bayram,2009).

2.6. Yamuk (Trapez) Kurah icin Kararhihk Analizi

y'()=y,2€C, y(x)=e™,y(0) =y,

test denklemini ele alalim. (2.7) formiiliine Dahlquist test denklemi uygulanacak olursa

h 1+hi/2

Va1 = Yo+ 5 A0 + W] = — dfz Yn (2.8)
. Co 1+hi/2

olarak bulunur. Yamuk kuralinin kararli olabilmesi i¢in Re(1) < 0 ,| 1_M/2| <1

olmas1 gerekmektedir. Yamuk kuralina ait kararlilik bolgesi asagidaki gibidir.

T T T T R T e T T T
3k ]

-3+ -
1 1 1 1 1 1 1
-3 2 1 0 1 2 3

» Sekil 2.9. Yamuk kurali i¢in kararhilik bolgesi
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Yamuk kuralinin (1.1) denklemi icin ile farkli h uzunluklar1 i¢in bazi sonuclari

asagidaki gibidir.
05 | .
g oo}
T L
05| i
1 L L L 1 L L L 1 L L L 1 L L L 1 L L L 1
00 02 04 06 08 10

Zanman (t)

Sekil 2.10. (1.1) denkleminin 0 < t < 1, h=0./ i¢in Yamuk kurali ile hata grafigi

2.x10714 ]

Lx10" M ]

Hata
(=]

~Lx1074} .

—2x1074 | .

Zaman (t)

Sekil 2.11. (1.1) denkleminin 0 < t < 1000, h=0.7 i¢in Yamuk kurali ile hata grafigi

4.x1070F ]

3.x10760F ]

2.x1070 F ]
Lx1076L ]

—1L.x1076F ]

Hata

—2.x1070F E

0w 0 04 06 08 10
Zaman (t)
Sekil 2.12. (1.1) denkleminin 0 < t < 1, h=0.0/ i¢in Yamuk kurali ile hata grafigi
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2.x1070

15x1076 |

Lx10-6F ]

Hata

5.x1077F ]

0.0 02 04 0.6 08 1.0
Zaman (t)

Sekil 2.13. (1.1) denkleminin 0 < t < 1, h=0.001 i¢in Yamuk kurali ile hata grafigi

3x1070F
2 %1070 F

1Lx1076F

Hata
o

—1.x1070F

—2x1076F

-3 ><10'6}

Zanwn (t) Zanmen (t)

Sekil 2.14. (1.1) denkleminin 0 < t < 100, h=0./ i¢cin Yamuk kurali ile hata grafigi

Simdiye kadar kullanmis oldugumuz metodlar Niimerik Analiz’in en temel
metodlaridir. Simdi ise Taylor serileri kullamilarak daha yiiksek mertebeden yeni

metodlarin nasil elde edildigi incelenecektir.
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BOLUM III
RUNGE-KUTTA METODLARI
3.1 Acik Tip Runge-Kutta Metodlar:
y'(x) = flx,y(x)), y(xo) =yo, f:RxR" > RV vey € RV (3.1

seklindeki bir baslangic deger problemi i¢in s basamakli Runge-Kutta metodu asagidaki

gibidir.
ki = f(xo+cih,yo + hYS5-, aijkj), (1<i<s) (3.2)
Yn+1 =Vn t+ hZ?=1 bik; (3.3)

Bu formiillerdeki s adim sayisini, b;, ¢; ve a;; katsayilar1 ise metodu yazmakta gerekli

olan katsayilar1 ifade etmektedir. (3.1) denkleminin gergek ¢oziimii olan y(x)’in p.

mertebeden Taylor seri agilimi

Y+ 1) = y() + hy (O + 53" () + -+ SyP(0) + O(hP) (34)
seklindedir. Yukarda elde edilen tiirevler (3.1) denkleminden elde edilecek olursa

y'(x) = f(xy(x) (3.42)

y"(0) = 5Ly () + 2 (y () () (3.4b)

olarak bulunur. Runge-Kutta agik tip formiillerinde 4. Mertebeye kadar s < p iliskisi
vardir (Iserles,2008). Bu formiiller genisletilerek adim sayisi ve mertebe sartina gore
Runge-Kutta metodlarinin s-p (adim sayis1 — mertebe) iligkisi farkli durumlarda

incelenecektir.

3.1.1 Acik Tip Runge-Kuttas =1, p = 1 Durumu

Bu boliimde 1.mertebeden 1 adimli bir metodun genel formiilii elde edilecektir. s=1 i¢in
k; = f(xo +ch,yo +hY5o, aijkj) ,(1<i<s) degeri

ky = f(xn+ cih,yn + h¥i, ayrky) = f(n + b Yo + hagiky) = f(xny)  (3.5)
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olarak bulunur. Acik tip Runge-Kutta formiilasyonlar1 i¢in olusturulan Butcher
tablolarinda i<j i¢in a;; =0 dir(Iserles 2008). Runge-Kutta metodlarinin

mertebelerini belirleyebilmek i¢in gerekli kosullar yazilacak olursa y(x) fonksiyonunun

l.mertebeden Taylor seri agilimi
y(x +h) = y(0) + h 2 (x) + 0(h?) (3.6)

y(x +h) = y(x) + hf(x,y(x)) + O(h?) (3.62)

olarak bulunur. Bulunan k; degeri (3.3) denkleminde yazilirsa s = 1,p = 1 i¢in Runge-

Kutta formiila
Yn+1 = Yot hbiky (3.7)

Yn+1 = Yo+ hbyf (xn, ¥ (X)) (3.72)

olarak bulunur. Gergek ¢oziimiin Taylor acilimi ile metodun Taylor acilimi karsilikl
olarak esitlenirse b; = 1,¢; = 0,a,; = 0 olarak bulunur. Bulunan bu katsayilara

karsilik gelen Butcher tablosu

Sekil 3.1. s=1,p=1 i¢cin Butcher tablosu

seklindedir. Tablodan yola ¢ikarak s=1,p=1 i¢in genellestirilmis Runge-Kutta metodu

yazilacak olursa

Yn+1 = Y+ hf (0, ¥ (X)) (3-8

olarak bulunur. Bu metodun adi Bélim (2.1)’de verildigi gibi Euler metodudur.

Dolayisiyla Euler metodu Runge-Kutta metodlar ailesi i¢erisinde yer almaktadir.
3.1.2 Acik tip Runge-Kutta s=2, p=2 durumu

Bu boliimde ise 2 adimli 2.mertebeden Runge-Kutta metodlarmnin genel formiilasyonlari

elde edilecektir. s=2 i¢in k; degerleri

ky = f(xp + c1h, ¥ + hay kg + hagky) = £ (%0, yn) (3.9
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kz = f(xn + Czh, Vn + ha21k1 + hazzkz) = f(xn + Czh, Vn + ha21k1) (393)
olarak bulunur. Bulunan k; degerlerinin Taylor seri agilimlar1

ki = f(xny(xn)) (3.10)

of of
k2 = f(xn' y(xn)) + Czh ax (xn' y(xn)) + ha21f(xn' y(xn)) 5 (xn' y(xn)) (3- loa)
olarak bulunur. y(x) ger¢ek ¢oziimiin 2.mertebeden Taylor seri agilim1
2
y@+h) = y() +hy' () + 57" (0 + 0(h) (3.11)

olarak bulunur. Gergek ¢oziim olan y(x)‘in tirevleri f(x,y(x)) cinsinden asagidaki

gibi elde edilebilir.
y'(0) = f(xy(x) (3.12)
') = L(xy00) + Ly Z @ (3.12a)

Bulunan degerler (3.11) denkleminde yerine yazilirsa

279 ]

yoc+ ) = y(@) + hf(x,y@)) + L[ L (0 y) + Ly 2| 613
! y dx

olarak bulunur. Bulunan k; degerleri metodun gelen formiiliinde yerine yazilirsa

Yn+1 = Yn + hblf(xf }’(x)) + hbzf(X, Y(x)) + bZCZhZ Z_i (x, Y(x))

]
+h2a21b2f(x,y(x))é(x,y(x)) (3.13a)
olarak bulunur. Bu ifade gercek ¢6ziimiin Taylor seri agilimina benzetilirse

Yn+1=Yn T hf (x,y(x)) (by + by) + h?(byc, g_i(x:}’(x)) + a21bzf(x.y(x))g—];(x.y(x))

(3.13b)

denklemi elde edilir. (3.13) ve (3.13.b) denklemleri karsilikli olarak birbirine esitlenirse
b, +b, =1, byc, =% , bya, =% olacak sekilde by, b,, ¢y, a,; katsayilarina bagh
lineer olmayan bir denklem elde edilir. Bu denklemin keyfi parametre olmaksizin

¢oziimii by =1—by, ¢ == ap = i seklindedir. Bu denklemde katsayilar keyfi
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olarak secilirse 2 adimli 2.mertebeden yeni ve farkli metodlar elde edilecektir. Bu

durumlar farkl katsayilar i¢in incelenecek olursa asagidaki durumlar elde edilmektedir.

Durum 3.1.2.1: b; = E’bz = %,cz = 1,a,; = 1 olarak segilirse bu katsayilara ait

Butcher tablosu

=
NI - O
[

1
2

Sekil 3.2. Durum 3.1.2.1 i¢in Butcher tablosu

olarak bulunur. Bu tabloya ait genel Runge-Kutta formiilii

Ynrr=Yn + 5 (F Gen ¥ () + £ Qn + Y + A (X 0))) (3.14)

dir. Bu metodun adi Heun metodudur. Heun metodu ile (1.1) denkleminin bazi h

uzunluklar1 i¢in ¢6ziimii asagidaki gibidir.

0FT

50 x1013

Hata

—10 x 10134 +

—15x10134 +

L L L L L |
00 02 04 06 08 1.0
Zaman (t)

Sekil3.3p = 2,h = 0.01,0 < t < 1 i¢cin Heun metodu hata grafigi

0,
~Lx1070F

—2.x10-6F

Hata

_3.x1076F

—4.x10-6F

Zanmn (t)

Sekil 3.4 p = 2,h = 0.001,0 < t < 1 i¢in Heun metodu hata grafigi

18



—0997 |

~09980 [

Hata

—09985 [

—0990 [

El | | | | 1
00 02 04 0.6 08 1.0
Zaman (t)

Sekil 3.5p = 2,h = 0.002,0 < t < 1 i¢in Heun metodu hata grafigi

Durum 3.1.2.2. b; =0,b, =1,c, = %,am =% olarak segilirse bu katsayilara ait

Butcher tablosu

N|m ©
NI= ©

0o 1

Sekil 3.6. Durum 3.1.2.2 i¢cin Butcher tablosu

olarak bulunur. Bu tabloya ait genel Runge-Kutta formiilii

Vne1=Yn+ B (FCtn + 5, + 5 £ (e Yn)) ) (3.15)

dir. Bu metoda diizeltilmis Euler metodu denir. Diizeltilmis Euler metodunun (1.1)

denklemi i¢in verdigi sonuclar asagidaki gibidir.

I T

—50 x10133 |

Hata

—10 x10134 +

—15x10134

Zaman (t)

Sekil 3.7p = 2,h = 0.01,0 < t < 1 i¢in Diizeltilmis Euler metodu hata grafigi
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-5 %1077}
~1.x1070F

—15x1070F

Hata

—2.x1070 F
-25 %1070 F
“3.x1070 [

—35x1070

0.0 02 04 06 0.8

Zaman (t)

Sekil 3.8.p = 2,h = 0.001,0 < t < 1 i¢in Diizeltilmis Euler metodu hata grafigi

FT
—0%7% [
—0%978

—09980 [

Hata

—0%%2

—ooos4 [

—09986

Zaman (t)

Sekil 3.9.p = 2,h = 0.002,0 < t < 1 i¢in Diizeltilmis Euler metodu hata grafigi

3.1.3 Acik tip Runge-Kutta s=3, p=3 durumu

Bolim 3.1.1 ve bolim 3.1.2 ‘deki formiilasyonlar s=3 ve p=3 i¢in uygulanirsa k;

degerleri asagidaki olacaktir.

ky = f G yn)

k, = f(x, + coh, v, + hay 1 kq)

ks = f(x, + c3h,y, + has k, + haz,k,)
Yn+1 = Yn + h(biky + bk, + bsk3)

olarak bulunur. y(x) fonksiyonunun p=3 i¢in Taylor serisi

y(x+h) =yx)+hy'(x) + ’;—?y”(x) + ’;—?y”’(x) + 0(h*)

(3.16)
(3.16a)
(3.16b)

(3.17)

(3.18)

olarak bulunur. Bulunan Taylor serisi i¢in tiirevler f(x,y(x)) cinsinden hesaplanacak

olursa
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y'(x) = f(xy(x) (3.19)

y" (@) = L (xy(0) + 3y £y (3.192)
y" () = L (2 y(0) + 22 (2, y(0) L (6, y(00) 2 () + L (x,y() L (x,y(x)

+2 (,y00) 2L (x,y(0) 2 (@) + 24 (6, y () (£ 00 (3.19)

olarak bulunur. Bulunan k; degerleri 3.mertebeden Taylor serisine agilarak elde edilen
yeni denklem ile (3.18) karsilikli olarak esitlenirse b; + b, + b; =1, b,c, + byc; = %
, byc2 + by =§ ve bsas,c, =% ifadeleri elde edilir. Lineer olmayan bir denklem

sistemi bulunacaktir. Bu denklem i¢in bazi durumlar asagidaki gibidir.

Durum3.1.3.1.b1=é,b2=§,b3=%,C2=%,C3=1,a21=%,a31=_1,a32=2
0| 0
1
Il =0
2 2
1 /-1 2 o0
1 2 1
6 3 6

Sekil 3.10. Durum 3.1.3.1 i¢in Butcher tablosu

Bu metodun (1.1) denklemi i¢in verdigi sonuglar asagidaki gibidir.

02

01+

Hata

00 |

-0.1

-02 ke L N S
00 02 04 0.6 0.8 1.0
Zanman (t)

Sekil 3.11. p = 3,h = 0.0025,0 < t < 1 i¢cin Durum 3.1.3.1 hata grafigi
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Durum 3.1.3.2. b, =, b, = 0, b,

Sekil 3.12. Durum 3.1.3.2 i¢in Butcher tablosu

Bu metodun (1.1) denklemi i¢in verdigi sonuglar asagidaki gibidir.

4x105 -

2x1015 -

Hata
(=1

—2x 1015 |

—4x101

Zaman (t)

Sekil 3.13. p = 3,h = 0.0026,0 < t < 1 i¢cin Durum 3.1.3.2 hata grafigi

Durum 3.1.3.3. b, = %, b, = % b; =

5 _3 _16 _3 __ 64
32’2 =70 = 01 =7 ,03 = T g0
0 0
3 3 0
- 7
16 64 112
21 945 135
19 1 15
96 3 32

Sekil 3.14. Durum 3.1.3.3 i¢in Butcher tablosu

Bu metodun (1.1) denklemi i¢in verdigi sonuglar asagidaki gibidir.

22

=3 =l c=2a,=%a,=0a;,="2
—4,2—3, 3—3, 21—3, 31 — Y432 —
0| 0
1 1 0
3 3
: 0 2 0
3 3
1 3
—_ 0 —_
4 4

112

yA32 = ¢
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—5.x1077 [

Hata

—1Lx10°6 [

~15%x1076

0.0 02 04 06 08 1.0
Zaman (t)

Sekil 3.15p = 3,h = 0.001,0 < t < 1 i¢in Durum 3.1.3.3 hata grafigi

3.x 10714}
2.x 10714}

Lx10714 ]

Hata
(=]

—Lx10714 L
—2.x10714 L

_3.x 10714 F

0 20 40 60 80 100
Zaman (t)

Sekil 3.16 p = 3,h = 0.0025,0 < t < 100 i¢in Durum 3.1.3.3 hata grafigi

3.1.4 Acik Tip Runge-Kutta s=4, p=4 Durumu

s=4, p=4 i¢in Runge-Kutta formiilasyonundan elde edilen k; degerleri asagidaki gibidir.

ki = f(xn, yn) (3.20)
k, = f(x, + coh, v, + hay kq) (3.20a)
ks = f(x, + c3h,y, + has ki + haz,k,) (3.20b)
ky = f(xn + c4h, vy, + hag ky + hayyk, + haysks) (3.20c¢)

olarak bulunur. y(x) fonksiyonunun p=4 i¢in Taylor serisi

3 4 .
yGe+ 1) =y() +hy' () + 5y () + Sy () + 5y @@+ 0t (2D
seklindedir. Bulunan (3.20), (3.20a), (3.20b), (3.20c) denklemleri Taylor serisine

acilarak (3.21) denklemine esitlendiginde lineer olmayan keyfi parametrelere dayali

¢Ozlim gerektiren bir denklem ortaya ¢ikmaktadir. Bu denklem asagidaki gibidir.
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t b =1 (3.22)

tibic = (3.22a)
b 25'211 ajjcj = % (3.22b)
bibic? =3 (3.22¢)
_1 b X ay S Ajk C = i (3.224d)
Yioi bicy 25'211 ajj ¢ = g (3.22¢)
b X ay ¢f == (3.221)
bt = (3.22¢)

Lineer olmayan bu denklem sisteminin ¢éziimii elle cok zor oldugundan cebirsel hesap
yapan bazi bilgisayar programlar1 kullanilmistir. Bulunan bazi sonuglara ait Butcher

tablolar1 asagidaki gibidir.

01 o

110

2| 2

1 1

2050

(1 0 o 1 o0
11 1 1
6 3 3 6

Sekil 3.17. Klasik Runge-Kutta 4.mertebe i¢in Butcher tablosu

Klasik Runge-Kutta 4. mertebe metodunun (1.1) denklemi i¢in vermis oldugu sonuglar

asagidaki gibidir.
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-5.x1077F :

-1 x1070F :

Hata

~15x1070F :
—2x1076F ]

—25x1070F :

0.0 02 04 06 08 1.0
Zaman (t)

Sekil 3.18 p = 4,h = 0.001,0 < t < 1 i¢in Klasik Runge-Kutta hata grafigi

01 o
1
11 2 9
3| 3
2| 1
3| 3
1| 1 -1 1 o0
i 3 3 1
8 8 8 8

Sekil 3.19. Runge-Kutta 3/8 metodu i¢in Butcher tablosu

Runge-Kutta 3/8 metodunun (1.1) denklemi i¢in vermis oldugu sonuclar asagidaki

gibidir.

00 02 04 0.6 0.8 1.0
Zanan (t)

Sekil 3.20 p = 4,h = 0.0026,0 < t < 1 i¢in Runge-Kutta 3/8 metodu hata grafigi
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01 o
1

1 = 0

21 2

L O S S

21 vz 27 42

1 1 1
0_\/_5 1+\/_EO
[ S U N E |
6 3 32 3 3/2 6

Sekil 3.21. Runge-Kutta Gill metodu i¢in Butcher tablosu

Runge-Kutta Gill metodunun (1.1) denklemi i¢in vermis oldugu sonuclar asagidaki

gibidir.

0F

~Lx107 B}

—2.x107 13

Hata

“3.x10713

—4.x10713

T I S S E T
0 20 40 60 80 100

Zaman (t)

Sekil 3.22.p = 4,h = 0.0025,0 < t < 100 i¢cin Runge-Kutta Gill metodu hata grafigi

(=]

0
2

50

3 3 3

5| 20 2 0

1 19 15 10
a a1
11 25 25 11
2z 12 1z 7

Sekil 3.23. Runge-Kutta Dormand metodu i¢in Butcher tablosu
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=002 - R

Hata
S
4

T
Il

=006 - B

-008 - B
L L I L L L I L L L I L L L I L L L I

0.0 02 04 06 0.8 10
Zaman (t)

Sekil 3.24. p = 4,h = 0.00275,0 < t < 1 i¢in Runge-Kutta Dormand metodu hata

grafigi
3.2. Acik Tip Runge-Kutta Metodlan I¢cin Kararhihk Analizi

Boliim 2 de bazi metodlarin kararlilik analizleri yapilmis ve bunlara bagli olarak # adim
araliklar1 secilerek yaklasik ¢oziimdeki etkileri gosterilmisti. Simdi agik tip Runge-
Kutta metodlarinin kararlilik analizleri yapilarak kararlilik bolgeleri belirlenecektir.
Runge-Kutta agik tip metodlar1 i¢in a;; = 0,i < j oldugu daha onceki boliimlerden
bilinmektedir. Bir adi diferansiyel denklem i¢in agik tip Runge-Kutta metodu (3.2) ve
(3.3) olarak verilmisti. Runge-Kutta metodlar1 i¢in kararlilik analizi yapilirken Béliim 2
de oldugu gibi Dahlquist test denkleminden faydalanilacaktir (Iserles,2008). y'(x) = Ay
,AEC, y(x) =e™ , y(0) = y, test denklemini ele alalim. (3.2) ve (3.3) denklemleri

test denklemine uygulanirsa
Yn=Yn-1t2 le=1 b;Y; (3.23)
Y; = yn-1 + 2252 Y (3.24)

denklemleri elde edilecektir. Burada z = hd olarak belirlenmistir. (3.23) denklemi

vektor formunda

Yn = Yn-1+2zb"[Y] (3.25)
seklinde yazilabilir. Burada [Y] = (Y3, Ys, ..., Ys)T dir. (3.24) denklemi vektdr formunda
[Y]= yn-1[1]+ z[A][Y] (3.26)

seklinde yazilabilir. Burada [1] = (1,1, ...,1)T dir. Burada [Y] yalniz birakilacak olursa
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[Y] - 2[A][Y] = Yp_a[1] (3.26a)
[Y1U = 2[A]) = Yn1[1] (3.26b)
[Y]= (I = 2[AD " ynos[1] (3.26¢)

olarak bulunur. (3.26¢) ifadesi (3.23) ifadesinde yerine konulursa

Yo = Yn-1+2b"(I —z[AD ' yp4[1] (3.27)
Yn = Yno1(1+2zb"(I — z[A])7H[1]) (3.27a)
VYo = Yno1(L+zbT (I + z[A] + Z2[A)? + - + ZzF[A]* + ) [1]) (3.27b)
Yn = Yn-1(1+ (B2, 2°bT[AI7H[1])) (3.27¢)

seklindedir. [A]*"* = 0, i > s oldugundan (3.27c) ifadesi
Yn = Ynoa(1+ (Bio, 2'bT[A]7H1])) (3.27d)

formuna doniisecektir. Mertebe sartlar1  kullanilarak  bT[A]*[1] =% seklinde

hesaplanir. Dolayisiyla (3.27¢) ifadesi

Yo = Yna(L+ 2+ 54+ S (52,4, bTIAT T 1]) (3.27¢)
seklinde yazilir. [A]" = 0, i > s oldugundan

Yo = Yna(L+ 2+ 54+ S (T BT D) (3.270

seklinde doniisecektir. Bu durumda denklem 1y, = R(2)y,_; formuna doniisecektir.

Burada R(z) kararlilik fonksiyonudur ve
2 .
R@) = 1+z+Z 4+ p_,, + (B5_peq bTIAIA[A]) dir. (3.28)

Daha 6nce bir metodun kararli olabilmesi i¢in |R(z)| < 1 olmasi gerektigi belirtilmisti.

p = 4 ‘e kadar olan metodlarm kararlilik bdlgeleri agagidaki gibidir.
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Sekil 3.25. p=1 i¢in Runge-Kutta metodu kararlilik bolgesi

3

(=]

i H H i i L
-3 -2 -1 0 1 2 3

i i i i i .
-3 -2 -1 0 1 2 3

Sekil 3.27. p=3 i¢in Runge-Kutta metodu kararlilik bolgesi
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Sekil 3.28. p=4 i¢in Runge-Kutta metodu kararlilik bolgesi

Sekillerde goriildiigii iizere mertebe sayist arttikca metodun kararlilik bolgesi de dogru
orantili olarak artmaktadir. Ayrica p =1 i¢in Euler metodunun kararlilik bolgesi

bulunmaktadir.

30



BOLUM 1V
SAYISAL INTEGRASYON
4.1. Temel Kavramlar

Bu boliimde bir fonksiyonun belli bir araliktaki integral yaklagimlarinin gesitli yonleri
incelenecektir. Farkli tipte yaklasimlarin daha kullanishi olmasi i¢in bir¢ok sebep vardir.
Birincisi, her fonksiyon analitik olarak integrallenemeyebilir. Ikinci olarak,
integrallenebilen bir fonksiyon dahi olsa, bu fonksiyonun integralini hesaplamak i¢in
etkili bir yol elde edilmemis olabilir. Sayisal integrasyon kavrami daha iyi
aciklanabilmesi i¢in Riemann anlaminda integrallenebilme kavrami verilmelidir. f(x)
fonksiyonu [a, b] araliginda tanimli sinirh bir fonksiyon olmak iizere [a, b] ‘nin bir P

pargalanisi {x, ..., X, } olsun. Her i i¢in,

Ml(f) = SUPxe[x;_1,xi] f(x) 4.1)
ml(f) = infxe[xi_l,xi] f(x) (4.1a)
Axi =X;i —Xi—1 (41b)

olsun. Burada Ust Darboux Toplami asagidaki gibi verilebilir.

U(f,p) = Xiz1 MiAx; (4.1¢)
Alt Darbouc Toplamu ise,

L(f,p) = Xi-, miAx; (4.1d)
seklindedir. f(x) fonksiyonunun [a, b] kapal araligindaki iist integrali

U(f) = inf(U(f, P)) (4.1¢)
ve alt integrali ise

L(f) = sup(L(f, P)) (4.19)

dir. Eger f(x) fonksiyonunun [a, b] araligindaki alt ve iist integralleri birbirine esit ise

bu degerler ortak olarak f; f(x)dx seklinde gosterilir ve buna f(x) ‘in Riemann

anlaminda integrali denir. f; f(x)dx integralini hesaplamanin en kolay yollarindan bir
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tanesi fonksiyonun baslangi¢ veya bitis noktalarindan herhangi birindeki deger ile
araligin uzakhiginin ¢arpimudir. Ornegin, x = a icin f; fx)dx = f(a)(b— a) elde

edilir. Bu yaklasim dikdortgen metodu olarak bilinmektedir.

F-—--——-——-——--——-—— - - = == -

fix)

fa) / 4

a b
by

Sekil 4.1. Dikdortgen metodunun geometrik aciklamasi
Dikdértgen kuralmin farkli bir varyasyonu da orta nokta kuralidir. Dikdortgen kuralina

benzer sekilde f: f(x)dx ifadesi araligin uzakligi ile f(x) in bir noktadaki degerinin

carpimi ile elde edilmektedir. Fakat bu kuralda baslangi¢ noktasi araligin tam ortasidir.

B ——~-——~---——--=—-----—-=> ]

flla+h)a) - — —

fix)

flay - — —

1
a {a+h)/2 b
X

Sekil 4.2. Orta nokta kuralinin geometrik aciklamasi
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Boylece daha iyi1 bir yaklasim elde edilmesi amaglanmistir. Orta nokta kuralinin degeri,

a+b

b

[} fdx = (b - a)f (22 (4.2)
seklindedir.

4.2. Interpolasyon yardimiyla integrasyon

Bir fonksiyonun integrasyon kurallariin elde edilmesi icin baska bir yol da
interpolasyon polinomlaridir. Varsayalim ki f(x) fonksiyonunun n + 1 noktadaki
degerleri xg, ..., X, € [a,b]olsun. f(xq), f(x1), ..., f(xn) degerleri f(x) ‘in n+l
noktadaki degerleri olsun. Der(P,(x)) < n olacak sekildeki Lagrange interpolasyon

polinomu asagidaki gibidir

Pa(x) = Xito f ()l () (4.3)
ve burada,
X—Xj 3
L) =M}eo—L ,0<i<n (4.4)
i Y

Burada ise f(x) = B,(x) dir ve asagidaki sonug elde edilir.

[} f)dx = [ By ()dx = Bleo () J)) 1 ()dx = Tig Aef () (4.5)
dir. Integrasyon katsayilari olan A;’ler asagidaki gibidir.

A= [} L(0dx (4.6)

seklindedir. Eger bircok farkli fonksiyon integre edilmek istenirse ve ayni noktalarda
hesap yapilirsa integrasyon katsayilar1 en basta hesaplanabilir ¢ilinkii bu katsayilar
integrasyonun baslamasma bagli degildir. Fakat integrasyon noktalar1 degistirilerek
islem yapilirsa integrasyon katsayilar1 tekrar hesaplanmasi gerekmektedir. Esit olarak

boliinmiis sayisal integrasyon formiilii asagidaki gibidir.

2 FOOdx = Teg Aif (x) 4.7)

Bu formiile Newton-Cotes formiili denir.
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Ornek 4.1. n = 1 ve iki interpolasyon noktas1 x, = a ve x; = b i¢in

() ==, L) == (4.8)

Q

olur. Boylece,

b b b- b—
Ao = [ lo()dx = [ —dx = =~ (4.82)

olarak bulunur. Benzer sekilde,

Ay = [} L, ()dx = [)Z2dx = =2 = 4, (4.8b)

a

olarak bulunur. Bu ifadelerden yola ¢ikarak f (x) fonksiyonunun degeri yazilacak olursa

[P FQdx = Tg Af (x) = Aof (xo) + Aif(x1) = =2 [f(a) + F(B)] (4.80)

olarak bulunur.

(o)

Jfix)

f(a)

a b
X

Sekil 4.3. Yamuk kuralinin geometrik a¢iklamasi

Ornek 4.2. [a,b] = [0,1] araliginda f; f(x)dx integrali h = % alarak hesaplanacak

olursa agsagidaki denklem elde edilecektir.

Iy Fdx = Aof (0) + Asf (5) + A, F(1) (4.9)

Bu integral derecesi 2’den kiiciik ya da esit polinomlar i¢in kesin oldugundan { 1, x, x? }
polinomlar1 kullanilarak ¢6ziime gidilecektir. Boylece asagidaki lineer denklem sistemi

elde edilir.
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1= [ldx = A+ A +4, (4.92)

S = fixdx =24, +4, (4.9b)
g _ folxz dx = iAl + A, (4.9¢)
Bu lineer denklem sistemi ¢6ziildiiglinde A, A4, A, ifadeleri sirasiyla % ,2 ,% olarak
bulunmaktadir. Boylelikle istenilen ¢6ziim asagidaki gibidir.

fy fG)dx = w : (4.9d)
4.3. Integrasyon Metodlarinda Arahk Degistirme

[ F@© de = B Af (£) (4.10)

[c,d] araliginda integrasyon formiilii ele alinacak olursa [c,d] araligmin [a,b] araligina

dontistiiriilebilmesi i¢in

ad—-bc
d—c

AR ==t + (4.11)

dontistimiiniin uygulanmasi gerekmektedir. Boylece yeni araliktaki integrasyon formiilii

[P fedxe =22 [T F(A@®) de ~ 22 3 A (@) (4.12)
d—c c

d

olarak elde edilir. Bu ifade daha da genisletilecek olursa

ad—bc) (4.13)

b b-a b-a
[ r@dx = 2 S Af (ot +9,

seklinde elde edilmektedir.
4.4. Gauss Integrasyonu

Bu integrasyon metodunda 6zel olarak [-1,1] aralig1 kullanilmaktadir. Newton — Cotes
formiillerinin aksine Gauss integrasyonunda araliklar esit olarak alinmamaktadir. Bu
sebeple integrasyon noktalarinin yaninda agirlik katsayilar1 da bulunmasi gerekecektir.
Bu hesaplama sayisal olarak daha masrafli fakat yaklagim olarak diger integrasyon
metodlarindan daha giizel sonuclar vermektedir. Gauss integrasyon formiilii asagidaki

gibidir.
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[ dx ~ TPy eif (x) (4.14)

Bu formiilde x;,x5,...,x, noktalar1 [-1,1] aralifinda integrasyon noktalar1 ve
€1, Ca, ..., Cy ‘ler 1se bu integrasyona ait agirhik katsayilaridir. Gauss integrasyonunda
araliklar esit olarak parcalanmadigindan dolay1r 2n parametre bulunmalidir. Secilecek
interpolasyon polinomu’nun derecesi en fazla 2n — 1 olabilir. Ornegin n = 2 i¢in
Gauss integrasyonu asagidaki gibi elde edilebilir. Bu ifade 3. Dereceden denklemler i¢in

kesin sonu¢ vermektedir.

L@ dx & e f () + cof (x3) (4.15)
Yazilacak olan 3. dereceden interpolasyon polinomu

f(x) =ay+ a;x + a,x? + azx3 (4.16)
seklindedir. Burada a,, a4, a,, a; katsayilar1 bulunmalidir.

Bu ifadenin her iki tarafinin integrali alinirsa
f_llf(x) dx = f_ll ap + a;x + ax? + azx3dx 4.17)
olarak bulunmaktadir. Bu ifade daha agik bir sekilde

f_ll Ao + a;x + a,x? + azx3dx = aq f_ll ldx + a4 f_ll xdx + a, f_ll x%dx +

as f_11x3dx (4.18)

seklinde yazilabilir. Bu ifadedeki 1,x,x%,x3 ifadeleri i¢in ayr1 ayr1 integraller

alindiginda

1
J o ldx=ci1+c1=2 (4.19)
f_ll xdx = cyx1 + cx, =0 (4.19a)
f_ll x2dx = c1x¥ + cpx% = 2 (4.19b)
f_11x3dx =X} +cx3 =0 (4.19¢)
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seklinde bulunmaktadwr. Bulunan bu ifadeler lineer bir denklem sistemi olarak

coziildiigiinde ¢; =1,c,=1,x; = —?,xz = ? olarak bulunmaktadir. Dolayisiyla
integrasyon formiili

1 - V3 V3
Lf@ax ~f(-2)+£($) (4.19d)

olarak bulunur. n = 5 © e kadar olan gauss integrasyon noktalar1 ve katsayilar1 asagidaki

tabloda verilmistir.

Cizelge 4.1. Gauss Integrasyon Kokleri ve Katsayilari

n Kokler(x;) Katsayilar (c;)
0.5773502692 1.0000000000
2 -0.5773502692 1.0000000000
0.7745966692 0.5555555556
3 0.0000000000 0.8888888889
-0.7745966692 0.5555555556
0.8611363116 0.3478548451
0.3399810436 0.6521451549
4 -0.8611363116 0.6521451549
0.8611363116 0.3478548451
0.9061798459 0.2369268850
0.5384693101 0.4786286705
> 0.0000000000 0.5688888889
-0.5384693101 0.4786286705
-0.9061798459 0.2369268850

Ornek 4.3. f_ll e*cos(x) dx integrali n = 3 i¢cin Gauss integrasyonu ile hesaplanacak

olursa

1

j e*cos(x) dx = 0.5 07745966692 ¢5(0.7745966692) + 0.8e° cos(0) +

-1

0.5 707745966692 55(—0.7745966692) = 1.9333904 (4.20)
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olarak bulunmaktadir. integralin ger¢ek degeri ise 1.933421496 dir. Dolayisiyla Gauss
Integrasyonunun bu integral i¢in vermis oldugu mutlak hata 0.000031096 dir.

4.5. Legendre Polinomlan

Gauss integrasyonundaki integrasyon noktalarmmi hesaplanmasi hesap nokta sayisi
arttikca daha da zorlagsmaktadwr. Bu zorlugun iistesinden gelmek icin Gauss
integrasyonu yapilirken integrasyon noktalari n. dereceden Legendre polinomu’nun

kokleri olarak alinmastir.

Legendre polinomu genel olarak

P(x) = — L (x2 - 1)n 4.21)

2Mn!dx™

seklinde tanimlanmistir. n =1 ‘den 7’ye kadar olan Legendre polinomlar1 ve bu

polinomlara ait kokler asagidaki tabloda verilmistir.

Cizelge 4.2. Legendre Polinomlarmin Kokleri

n Polinom Kokler
0 1 -
1 x 0
2 1 _—
3 (-1 + 3x2) x; = 0.5773502691896258

x, = —0.5773502691896258

x; = 0.7745966692414834

3 1 _

5 (=3 +52%) ¥, =0
X5 = —0.7745966692414834
%, = 0.8611363115940526

1 __
\ L3301 + 3501 x, = —0.3399810435848562
x; = 0.33998104358485626
%, = —0.8611363115940526
X, = —0.9061798459386641
x, = —0.538469310105683
1 _
5 = (15x = 70x° + 63x°) X3 =0

x, = 0.538469310105683
x5 = 0.9061798459386641

Cizelge 4.2.(Devam) Legendre Polinomlarmim Kdékleri
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x; = —0.9324695142031519
x, = —0.6612093864662646

1 -
(=5 + 10522 — 315x* + 231x°) %3 = —0.2386191860831969

¢ x, = 0.2386191860831969
x5 = 0.6612093864662646
xg = 0.9324695142031522
x, = —0.9491079123427586
x, = —0.7415311855993945
x; = —0.4058451513773972
; %6(—35x +315x3 — 693x5 + 429x7) X, =0

x5 = 0.4058451513773972
X¢ = 0.7415311855993945
x; = 0.9491079123427586

Goriildiigii gibi Gauss integrasyonunda bulunan kokler ile Legendre polinomlarinin

kokleri yaklasik olarak birbirine esittir.
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BOLUM V
KAPALI RUNGE-KUTTA METODLARI
5.1. Genel Bilgiler

Kapal1 tip Runge-Kutta metodlar1 acik tip Runge-Kutta metodlarinin aksine kararlilik
bolgeleri daha genis olduklarindan daha 1yi sonuglar vermektedirler. Boliim 1V’de agik
tip Runge-Kutta metodlar1 i¢in kararlilik fonksiyonlarinin nasil bulundugu ve
metodlarin adim araliginin belirlenmesinde ne kadar etkili rol oynadiklar1 verilmisti. Bu
bolimde ise Kapali Runge-Kutta metodlarinin kararlilik bélgelerinin diferansiyel

denklemlerin sayisal ¢oziimlerinde ne kadar etkili oldugu arastirilmistir.
Lemma 5.1. Kararhilik bolgesi sinirsiz olan agik tip Runge-Kutta metodu yoktur.

Ispat 5.1. Ac¢ik Tip Runge-Kutta metodlarmnmn kararlihk fonksiyonu

2 3
RZ)=1+z+2+2+ (5.1)
seklinde ve genel iterasyon formiilii

Yn+1 =R(@)y, , z=hA,1€C (5.2)

oldugundan Ag¢ik Runge-Kutta metodu asagidaki aksiyomu saglamaktadir.

=|R(z)|<1,z=ha. (5.3)

Yn+1
n

Burada R(z) s. dereceden bir polinomdur. Burada s sayisi metodun adim sayisidir. R(z)
polinomu oldugundan |z| - oo i¢in |R(z)| » o oldugundan kararlilik bolgesi hicbir

zaman simirsiz olmamaktadir.

Kapali Runge-Kutta metodlarmin kararlilik bdlgesi rasyonel fonksiyonlardir. Ornegin

kapali Euler metodunun kararlilik fonksiyonunu bulmak i¢in

y'(x)=Ay,1€C, y@t)=e®™,y(0)=y,,y €ERV (5.4)

test denklemini ele alalim. (2.2) formiiliine Dahlquist test denklemi uygulanacak olursa

Yn+1 = Yn t+ hf(xn+1' yn+1) = Yp + hdyniq (5.5)
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ve buradan

1
Yn+1 = 1—_}1/lyn (5.6)

denklemi elde edilir. Bu denklem en genel sekilde yazilacak olursa

Yn+1 = (PLM)H+1 Yo (5.7)

dir. Kapali Euler metodunun kararli olabilmesi i¢in Re(1) < 0 ve < 1 sartinin

[1- h/l|
saglanmasi gerekmektedir. Buradan da |1 — h4 | > 1 olarak bulunmaktadir. Goriildigi
iizere kapali Euler metodunun kararlilik fonksiyonu rasyonel bir fonksiyondur. Her iki
tipte de R(z) fonksiyonu e“ ‘in bir acilimi olarak yazilabilmektedir. Dolayisiyla
R(z) = e? + 0(zP*?) dir. Burada bulunan rasyonel fonksiyonlar Padé yaklasimi olarak

bilinmektedir.
Tamim 5.1. e” ‘nin (J, k) seklindeki Padé yaklagim formiili

Pi(2) _ potpiz+-+piz”
2 (z) = = 5.8
]k( ) Qj(z)  qotqizt+qiz¥ (5-8)

formundadir. Burada Q;(0) =q, = 1 ve Ry =e”+ 0(zP*') dir. Buradan yola

cikarak e?’nin Taylor seri ac¢ilimi ile Padé yaklasimi birbirine esit olmaktadir ve bu

ifade asagidaki gibidir.

sz Z= g; 02" +0(Z5 ), piri = 0, by qiii = 0, ..., (5.9)
i=0 4i%

Ornegin e?’nin (2,0) Padé yaklasimi bulunacak olursa j = 2,k = 0 almarak Padé
yaklagim formiilii uygulanmalidir. Pade yaklagim formiiliinde j ve k degerleri yerine

konularak igslem yapilacak olursa
(1+z+ )(1+qlz+qzz)—p0 (5.10)

olarak bulunmaktadir. Buradan p, =1,q; = —1,q, =% olarak bulunmaktadir. Buna
gore e?’nin (2,0) Padé yaklagim polinomu

Ryo(2) = —— (5.11)

1—Z+7
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dir. Buna ek olarak e? = R,y(z) + 0(z3) tiir. Diger bazi Padé yaklasimlar1 bazi
metodlarin kararlilik polinomlarmi vermektedir. Ornegin (0,1) Euler metodunu , (1,0)
Kapali Euler metodunu , (1,1) Orta nokta metodu ve Yamuk kurali kararlilik

polinomlari vermektedir. Baz1 Padé polinomlar1 asagidaki tabloda verilmistir.

Cizelge 5.1. j=2, k=2 ‘ye kadar olan Padé¢ yaklasimlar1

k=0 1 2
14242
j=0 1 1+z ZT5
1 A 2 2
1+5 1_|__Z_|_Z_
1 1> Z 376
1-—5 1_£
2 3
1 Z 2
1+ Z4Z
2 — 3 2+ 12
1_Z+7 1_2 z? z 72
376 I-5+17

Tanmm 5.2. Bir metodun kararhilik fonksiyonu komplex diizlemin sol eksenini

kapliyorsa metod A-kararlidir (Butcher,2008).

Tamm 5.3. Bir niimerik metod A-kararli ve ayni zamanda |z| - o i¢in |R(z)| - 0

oluyorsa metoda L-kararlidir denir (Butcher,2008)

Padé tablosunun kosegen elemanlarmin altinda kalan polinomlar L-kararhdir.

Dolayisiyla bu polinomlar ayn1 zamanda A-kararlidir (Butcher,2008).

Tamm 5.4. Butcher tablosundaki A matrisinin kdsegen ve listte kalan elemanlar1 0 ise
metodun agik tip oldugu onceki boliimlerde belirtilmisti. Eger A matrisinin yalnizca
kosegeni ve altindaki elemanlarin yalnizca bir tanesi 0’dan farkli ise bu metoda
Kosegensel kapali tip Runge-Kutta metodu denir. Eger kdsegen elemanlarmin hepsi
birbirine esit ise bu metoda tek tip kosegensel kapali Runge-Kutta metodu denir. Son
olarak A matrisinin kosegen elemanlar1 ve listiindeki elemanlardan en az bir tanesi 0
dan farkli ise bu metoda tam kapali Runge-Kutta metodu denir. Asagida bu tip

metodlarin Butcher tablosu seklindeki gosterimleri verilmistir (Butcher,2008).
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Cq1 a1 A2 Qg3 QAq4

Cy az1 Qzz Qz3 QA
c3 Q31 A3z Q33 (34
Cs g1 QA4 Q3 Qyq

by b, b; b,

Sekil 5.1. Kapali Tip Runge-Kutta Metodu Butcher Tablosu
C1 agq 0 0
Cy azi azz 0

o o ©

c;| a31 A3z QAszg

cy| @M1 Az a3z Qgq

b, b, b; b,

Sekil 5.2. Kosegensel Kapali Tip Runge-Kutta Metodu Butcher Tablosu

Cq r 0 0 O
Cy asq r 0 0
c3| @1 azxp 1T 0

Cs Ay1 Qg2 Aq3 T

by by bz b,

Sekil 5.3. Tek Tip Kosegensel Kapali Tip Runge-Kutta Metodu Butcher
Tablosu

seklinde gosterilmektedir. Genel olarak kapali Runge-Kutta metodlarinin elde edilmesi

icin mertebe sartlar1 kullanilmaktadir. Mertebe sartlarindan bulunan katsayilar Runge-

Kutta metodlarini olusturmaktadir.
5.2. Mertebe Sartlan

Runge-Kutta metodlarin elde edilmesinde kullanilan bu sartlar taylor seri agilimindan
elde edilmektedir. Kapali Runge-Kutta metodlar1 i¢in Gauss, Radau ve Lobatto ailesi

incelenecek olup belirlenen metodlarin adim sayis1 ve mertebesi incelenecektir.
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Teorem 5.1. Mertebesi p olan bir kapali Runge-Kutta metodunun mertebesi 2s ya da

daha kiigiiktiir (Iserles,2008).

Teorem 5.1. ‘den de anlasilacagi gibi kapali tip Runge-Kutta metodunun mertebesi en
yliksek adim araliginin iki kat1 kadardir. Kapali Runge-Kutta metodlarinda mertebe
sartlar1 polinomlar ile gosterilecek ve ayni zamanda graf teori yardimiyla koklenmis
agaclar denilen yapilarla temsil edilecektir. Bir koklenmis agacin yapist metodlarin
taylor seri agilimlarindan elde edilen ifadelerle bagdastirilarak olusturulmustur.
Ornegin, ( ®) seklindeki bir kok Y.5_, b; ifadesini simgelemektedir. Koklerin birbirine
baglanmasiyla olusan agaglar Runge-Kutta metodlar ailesinin yapisini olusturmaktadir.
Daha once agik tip 4.mertebeden Runge-Kutta metodunun mertebe sartlar1 asagidaki

gibi verilmisti.

imabi=1 (5.12)
b=+ (5.12a)
b Y agc == (5.12b)
bt =+ (5.12¢)
_1 b; Z‘ laij Zk 1k Cx = 14 (5.12d)
Yioi bicy 25'211 aij Cj =§ (5.12¢)
b Y ay e == (5.120)
bt = (5.12¢)

Bu béliimde ise bu ifadelerin kdklenmis agaclar cinsinden ifadeleri gosterilerek Runge-

Kutta metodlarinin daha kolay bir sekilde katsayilarinin hesaplanmasi saglanilacaktir.

Asagidaki tabloda koklenmis agaclar ve karsilik gelen polinomlar ¢izelge olarak

verilmistir.

44



Cizelge 5.2. 4. mertebeye kadar Runge-Kutta mertebe sartlari

Mertebe Agag Ifade Deger
1 @ ?21 bi 1
2 1

g i=1 bic; 2
3 1

X iz bicf 3
3 i Zf,j=1 b;a;jc; %
4 \?) iz bicf i
4 \@} %=1 biciaij; :
4 ¥ Zf,j=1 biaijcjz %
4 23 jk=1bi@ijajrcr i

Yukaridaki ¢izelgede Runge-Kutta metodlarinin 4. Mertebeye kadar olan mertebe
sartlar1 ile her bir mertebe sartin1 temsil eden kdklenmis agaclar verilmistir. Yukardaki
verilen tablodaki koklenmis agaclar ve polinomlardan daha yiiksek mertebeden
denklemler elde edilebilir. Burada temsil edilen koklenmis agaclara yeni kokler
ekleyerek metodlarin ardil tiirevleri elde edilmektedir. Kapali Runge-Kutta metodlarinin

katsayilar1 yukarda verilen koklenmis agaclar ve mertebe sartlar1 vasitasiyla bulundugu
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daha once verilmisti. Koklenmis agaclar ve mertebe sartlar1 kullanilarak hesaplanan

baz1 kapali Runge-Kutta metodlarmin asamalar1 asagida verildigi gibidir.

Teorem 5.2. s basamakli bir Gauss metodunun mertebesi 2s dir. (Butcher,2008)

S
Runge-Kutta Gauss-Legendre metodunun integrasyon noktalari % (xS(x —1)%)

polinomunun kokleridir.
5.3. Runge-Kutta Gauss — Legendre s=1 , p=2 durumu

Tek adimli Gauss-Legendre metodu i¢in 2.mertebeye kadar olan kdklenmis agaclar ve
mertebe sartlar1 yazilarak katsayilar elde edilmektedir. Bu sartlar ve koklenmis agaglar

asagidaki gibidir.
2. bj=@® =b +b,=1
Y2 bic; = <I> = byc; + byc, =%
Elde edilen bu denklem sistemi paket programlar vasitasiyla ¢oziilecek olursa

b, =1,¢c; = 1, a;; = 2 olarak bulunacaktir. Bu katsayilara ait Butcher tablosu
2 2 Y
1
2

Sekil 5.4. Gauss-Legendre s=1, p=2 durumu i¢in Butcher Tablosu

= N

olarak bulunacaktir. Bu katsayilardan yola ¢ikarak metod yazilacak olursa
h Ky
ki= fQn+Z,yn+h> (5.13a)

Yn+1 = Yn + hky (5.13b)

seklindedir. Runge-Kutta metodlarinin genel karalilik formiilii Boliim III ’de detayl

olarak verilmisti. Bu formiil kullanilarak elde edilen kararlilik fonksiyonu R(z) = g

‘dir. Bu kararlilik fonksiyonuna kararlilik bolgesi asagidaki gibidir.
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Sekil 5.5. Runge-Kutta Gauss-Legendre s=1, p=2 Kararlilik Bolgesi
Grafikten de goriildiigii gibi Tanim 5.2 ‘den dolay1 bu metod A-kararhdir.
5.4. Runge-Kutta Gauss — Legendre s=2, p=4 Durumu

2 adimh 4. Mertebeden bir metodu elde etmek i¢in Oncelikle 4. Mertebeye kadar

mertebe sartlar1 yazilmalidir. Bu sartlarin agilimi asagidaki gibidir.

12=1bi=© =b1+b2=1
1
Xioibici = <I> = by + bycp = >
1
o1 bicf = Vo= bicf + bycj =3
1
le,j=1 biaijcj = i = b1ay1¢1 + b1aq2¢; + byaz ¢1 + byaz,c, = 5

2 3 _ \g/ _ 3 3_1
i1 bici = = bici + byc; =3

2 _ Q _ =1
Zi,j:l biciaijcj = = b1¢1A11C1 + b1C1A12C;, + byC2a51C1 + bycra5;0, =3

2 2 _ \Cg _ 2 2 2 2 _ 1
Zi,j:l biaijcj = = biay,¢1 + b1a15¢5 + byazi¢7 + byag;c; =1
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2 _ l _
Zi,j,kzl biaijajkck = = b1a11a11¢1 + b1A11A12C; + b1A12021C1 + b1a4205,C;

1
+ bya31a11C1 + bAp1015C; + byas,a,1¢1 + byagaz,c, = o

seklindedir. Bulunan bu denklem sistemi yardimci paket programlar vasitasiyla

coziilecek olursa katsayilar asagidaki gibi bulunacaktir.
1 V3 _ 1,43 1 _ 1 43

1
= = - =—-——C, = - —. a =a = -.a =-——a
b, = b, 2’C1 2 5 €2 2+ 5’ 1 22 A2 =77 an

1 3
=4 =
4 6

Bulunan bu katsayilara ait Butcher tablosu

1 V3 1 1_¥3
> 6 4 4 6
1 \/§ l_|_\/_§ l
> T % 4 6 4

1 1

2 2

Sekil 5.6. Runge-Kutta Gauss-Legendre s=2, p=4 durumu i¢in Butcher tablosu

seklindedir. Bulunan katsayilar1 ile metod yazilacak olursa

ey = f( S+ h (2 +———k2)> (5.14)

ky = f( Lt h (2L + 4)) (5.14a)

Vet = Yn +h(E+2 (5.14b)
12+6z+22

seklinde olacaktir. Bu metoda ait kararlilik fonksiyonu R(z) = ‘dir. Bu

12—6z+z2

kararlhilik fonksiyonuna ait kararlilik bolgesi asagidaki gibidir.
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Tanim 5.2 ‘den dolay1 bu metod A-Kararldir.

500 1000

Sekil 5.7. Runge-Kutta Gauss-Legendre s=2, p=4 Kararlilik Bolgesi

5.5. Runge-Kutta Gauss — Legendre s=3, p=6 Durumu

Runge-Kutta Gauss — Legendre s=3, p=6 durumu i¢in koklenmis agaclar ve mertebe

sartlar1 asagidaki gibidir.

Cizelge 5.3. 6.mertebeye kadar Runge-Kutta mertebe sartlar

Sira Mertebe Agag Ifade Deger
1 1 ® i=1b; 1
2 2 1

CL i=1 bic; 2

3 3 1
\@[ iz bicf 3

4 3 S . baic; 1
i,j=1 iai;Cj g

5 4 Ve ., bic? :
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Cizelge 5.3.(Devam) 6.mertebeye kadar Runge-Kutta mertebe sartlari

1
s 1
6 Q Zi'jzlbiciaijcj 8
S 2
7 \Cg 21 j=1biajc 5
S
8 l Zi,j,k:lbiaijajkck —
24
S
9 l Zi,j,k,l:l biaij A A1 Cy —
120
S 2
10 l/ Zi,j,k:lbiaijajkck —
60
S
11 i,j,k:lbiaijcjajkck
40
ijk=1biaijcj3 —
12 w 20
s 1
13 \@J Zi'j'kzlbiciaijajkck 30
ij=1biciaijcj2 —
14 ’ 15
ZS b 2 .2
Y . .qAs.CH —
15 I\@} Lj=1"i%ij%j 20
S b 2
AP CEA::Cs =
16 \Q i,j=1vYiti %ijtj o
S b 4 1
> . . C+ s
17 %g; i,j=1vit%i s

50




Cizelge 5.3.(Devam) 6.mertebeye kadar Runge-Kutta mertebe sartlari

18
ijklmﬂbiaijajkakzazmcm —
6 I 720
19
DI , X, PR, P e 1
6 i,jkIm=1"i%ij% %kl 360
20 6 E
S 240
Zi,j,k,l:lbiaijajkckaklcl
21 6 NS o bia;ia;cl 1
i,jk=1Yi%ij%k%k 120
S
22 6 Zi,j,k,l:lbiaijcjajkaklcl —
180
S 2
23 6 g Lik=1Diaijciajci —
90
24 6 y S b.aasc? 1
i,j,k=1Yi%ij%jk"“k 120
S 2
25 6 \g Zi,j,k:l b;a;jci ajck P
S 4
26 6 I Zi'jzlbiaijcj —
30
S
27 6 J Zi,j,k,z=1biciaijajkakzcz —
144
S 2 1
28 6 \J Zi'j'kzlbiciaijajkck 5
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Cizelge 5.3.(Devam) 6.mertebeye kadar Runge-Kutta mertebe sartlari

N 1

29 6 \j Zi,j,k=1 biCiaijCjajka E
S 3 1

30 6 \y Zi,j=1 biciaijcj —
24

N 1

31 6 Q ijk=1 biaijcjaijajkck E
S 2 1

32 6 g X} j=1 biaijcjaic; ”
N 2 1

33 6 Zi,j,k=1 bici aijajkck g
N 2 2 1

34 6 \ng 2ijk=1bictagc —
18

N 2 .2 1

35 6 \i} 2 =1 biciagic 1
24

S 3 1

36 6 M ij=1 bici aijcj —
12

% S 5 1

37 6 i j=1biCi P

Goriildigi lizere 6.mertebeden mertebe sartlarnda 37 adet polinom mevcuttur. Bu
ifadeler acilip bir denklem sistemi haline getirildikten sonra paket programlar

vasitasiyla ¢oziilmektedir. Denklem sistemi ¢6ziildiikten sonra bulunan katsayilar

b—sb—4b—5c—1 15c—lc—1+£a—i
17 18772 7 9?"3 T g7 1 T 2 0’727 2?3 7T 2 1 g9 7711 T 3¢

Vis 5 V15 _ 5, Vi5 2 5 15
Q2 =57 50 M3 = 307 30 21—£+§,a22——,a23 36 24




a —i+—15a —E+—15a =2
317 36 ' 30’7327 9 ' 1577337 3¢

seklindedir. Bu katsayilar ile yazilacak Butcher tablosu asagidaki gibidir.

1 V15 5 2 415 5 V15
2 10 36 9 15 36 30
1 5 V15 2 5 _A18
> 36 22 36 24
1+E 5 V15 2 15
210 | sty T 36
5 4 5
18 9 18

Sekil 5.8. Runge-Kutta Gauss-Legendre s=3, p=6 Butcher Tablosu

Tablodaki katsayilar1 kullanarak yazilacak metod

= (50 G-+ G- D (2~ ))
O A (O T e 1Y)
O T s I e 1)

5 4 5
Yn+1 = Yn +h(Ek1 +;k2 +Ek3)

—120-60z—-12z%-23

seklindedir. Bu metoda ait kararhilik fonksiyonu R(z) = 0 Teor 2T

Kararlilik fonksiyonuna ait kararlilik bolgesi asagidaki gibidir.

1000

500 -

=500 H

~1000 ||
~1000

Sekil 5.9. Runge-Kutta Gauss-Legendre s=3, p=6 Kararlilik Bolgesi

1 L L n
—500 0 500 1000
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5.6. Runge-Kutta Gauss — Legendre s=4, p=8 Durumu

Bu duruma ait katsayilar ve bu katsayilarla olusturulan Butcher tablosu asagidaki

gibidir.
20796245 1394179 482492 130174 99763
299520274 16031733 h 18135947 10308801 - 28061547
33336216 5978900 5187824 332708 50295
101015935 31782691 31820057 h 11933389 7467151
67679719 3836171 7495277 5187824 354981
101015935 22944715 21175910 31820057 - 25015054
278724029 5354572 11122572 10329029 1394179
299520274 30169565 35484911 29287524 16031733
2788358 10375648 10375648 2788358
16031733 31820057 31820057 16031733

Sekil 5.10. Runge-Kutta Gauss-Legendre s=4, p=8 Butcher Tablosu

5.7. Runge-Kutta Gauss — Legendre s=5, p=10 Durumu

Bu duruma ait katsayilar ve bu katsayilarla olusturulan Butcher tablosu asagidaki

gibidir.
1480733 1537645 4168662 23096 126698 102755
31565350 25959823 213008911 2052175 22649745 64702576
3216007 7481925 3021833 671163 444647 148693
13936265 58383662 25254091 27291797 43093129 53699278
1 1546235 27684683 32 585002 179999
2 13590134 106477645 225 28274193 38402617
10720258 4407393 26644519 12414078 3021833 317638
13936265 36354899 116353616 40170257 25254091 " 32788225
30084617 4729793 8165298 5045704 3320487 1537645
31565350 40468703 33340249 18469575 12826123 25959823
3075290 6043666 64 6043666 3075290
25959823 25254091 225 25254091 25959823

Sekil 5.11. Runge-Kutta Gauss-Legendre s=5, p=10 Butcher Tablosu

Runge-Kutta Gauss ailesinin i¢inde sadece Legendre polinomlar1 ile olusturulan
metodlar yoktur diger bazi polinomlar ile de integrasyon yapilmaktadir. Stiff

diferansiyel denklemler i¢in en saglikli olanlar1 onceki konularda verilen Legendre
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polinomlarindan tiireyen metodlar, Radau ve Lobatto polinomlarindan tiireyen

metodlardir.

Tanmim 5.5. s basamakli Gauss-Radau metodu 2s-1 mertebelidir. (Butcher,2008)

5.8. Runge-Kutta Gauss-Radau I s=2 p=3 Durumu

Bu durum i¢in sol Radau polinomunun koékleri kullanilmaktadir. Sol Radau polinomu

65—1

axS—l

(xS(x — 1)571) seklindedir. Bu polinomun kékleri ¢; = 0,¢, = 2 ‘dir. Radau I

s=2 p=3 metoduna ait mertebe sartlar1 asagidaki gibidir.

Cizelge 5.4. 3.mertebeye kadar Runge-Kutta Gauss-Radau mertebe sartlari

Sira Mertebe Agag Ifade Deger
1 1 ® i=1bi 1
? ? <I> i=1 bici %
’ ’ \@{ i=1 bic? %
) . i Zf,j=1 biaijcj %

Radau I metodlarinda C(s) mertebe sartinin saglanmasi gerekmektedir. Mertebe sartlari
olusturulurken kdklenmis agaclar haricinde bazi baglantilar bulunmustur. Bu baglantilar
elde edilen lineer denklem sistemini daha az deg§iskene indirgeyerek daha kolay
¢cOziilmesini amaglamistir. Bunlardan bir tanesi de J.C. Butcher’ in tanimlamis oldugu

C(s) sartidrr.

k

C(s) = X, aijc}“l = %‘ i=1,.,svek<s (5.16)

seklindedir. Mertebe sartlar1 acildiginda bir denklem sistemi elde edilmektedir. Bu

denklem sistemi paket programlar yardimiyla ¢oziildiigiinde sonuglar b; = i,bz =

3 2 1 1
0= 0,¢c, = 31 = 0,a,, =0,a,, = 3022 =3 olarak bulunmaktadir. Bulunan

katsayilara ait Butcher tablosu asagidaki gibidir.
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Sekil 5.12. Runge-Kutta Gauss-Radau I s=2, p=3 Butcher Tablosu

Tablodaki katsayilar1 kullanarak yazilacak metod

ky= f(xn,yn) (5.17)

ko= f o+ 2+ h(2452)) (5.17)

Y1 = Y+ = Uy + 3k3) (5.17b)
6+4z+2>2

seklindedir. Bu metoda ait kararhilik fonksiyonu R(z) = — 2 3t2) seklindedir. Bu

kararhilik fonksiyonuna ait kararlilik bolgesi de asagidaki gibidir.

L L A S S S S S S S N LS

0

-0y
-10 -5 0 5 10

Sekil 5.13. Runge-Kutta Gauss-Radau I s=2, p=3 Kararlilik Bolgesi
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5.9. Runge-Kutta Gauss-Radau I s=3 p=5 Durumu

Bu durum i¢in sol Radau polinomunun kdkleri kullanilmaktadir. s=3 oldugundan 3 kok
bulunacaktir. Bu kokler ¢; = 0,¢, = %(6 - \/6), c3 = %(6 ++/6) seklindedir. C(s)

sart1 ve 5.mertebe sartlar1 uygulanarak bulunan katsayilar asagidaki gibidir.

b 1 b _16+V6 _16—/6 a _9+V/6 a _ 24+V6 a _ 168-73V6
17 grP27 36 7737 36 77217 g5 2T22 7 459 723 600
g = 228 g, = 1O8TE = B = 0,45, = 0,453 =0
31 = o @32 = 33 = =11 = 0,812 = 0,053

Bulunan katsayilara ait Butcher tablosu asagidaki gibidir.

0 0 0 0
(6—v6) 9+/6 24++/6 168—73V6
10 75 120 600
(6+v6) 9—/6 168+73v6 24—/6
10 75 600 120
1 16+v6 16—v6
9 36 36

Sekil 5.14. Runge-Kutta Gauss-Radau I s=3, p=5 Butcher Tablosu

Bu katsayilar i¢in metod yazilacak olursa,

ki = fQn,yn) (5.18)
k= f (xn +hE b (o + 2, 4 %EIQ)) (5.18a)
ky = f (xn + Ry (S, + TR 2R k3)> (5.18b)
Varr = Y+ h(Sky + 2558k, + 10 )) (5.18¢)

seklinde olacaktir. Bulunan bu metod i¢in kararlilik fonksiyonu yazilacak olursa

60+362z+9z%+23
R(z) = —————

0—2471322 ‘dir. Bu kararhilik fonksiyonuna ait kararlilik bolgesi
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Sekil 5.15. Runge-Kutta Gauss-Radau I s=3, p=5 Kararlilik Bolgesi

5.10. Runge-Kutta Gauss-Radau IA s=2 p=3 Durumu

Bu durum i¢in de aym sekilde sol Radau polinomunun kékleri kullanilmaktadir. Bu
polinomun kdékleri ¢; = 0,¢c, = 2 ‘diir. Radau IA metoduna ait mertebe sartlar1 Cizelge

5.4 ‘deki gibidir. Burda farkli olarak A matrisini elde ederken C(s) sart1 yerine D(s)
sartt kullanilmaktadir. D(s) sart1 J.C. Butcher tarafindan bulunmustur ve asagidaki

gibidir.

k
D(s) = ¥i_, bicfta;; = @ ,Jj=1,..,svek <s (5.19)

Mertebe sartlar1 agildiginda bir denklem sistemi elde edilmektedir. Bu denklem sistemi
paket programlar yardimiyla c¢oziildiiglinde sonuglar b; = i,bz = Z,cl =0,¢c, =
2 1 1

1 5 :
301 =502 = 0 = ,0 = 5 olarak bulunmaktadir. Bulunan katsayilara ait

Butcher tablosu asagidaki gibidir.

58



0 1
4
2 1
3 4
1
4

Sl w

Sekil 5.16. Runge-Kutta Gauss-Radau 1A s=2, p=3 Butcher Tablosu

Katsayilara ait metod yazilacak olursa,

h
ky=f (xn Yo+ (ke + kz)) (5.20)
2h ki , 5k
ky = f(xn+; ,yn+h(f+1—;)) (5.20a)
h
Yn+1 = Yn +7 (k1 +3k2) (5.20D)
seklinde olacaktir. Bu metoda ait kararlilik fonksiyonu ise R(z) = ;_f;zz)z seklindedir.

Bu kararlilik fonksiyonuna ait kararhilik bolgesi ise asagidaki gibidir.

LN S S S

o

B e BRI —rT——
-10 -5 0 5 10

Sekil 5.17. Runge-Kutta Gauss-Radau A s=2, p=3 Kararlilik Bolgesi
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5.11. Runge-Kutta Gauss-Radau IA s=3 p=5 Durumu

Bu durum i¢in de ayni sekilde sol Radau polinomunun koékleri kullanilmaktadir. s=3

6—/6 6+/6
) C3 =
10 10

oldugundan 3 kok bulunacaktir. Bu kokler ¢; = 0,¢c, = ‘dir. Bu durum

icin de D(s) sartt kullanilacaktir. D(s) sarti ve 5.mertebe Runge-Kutta sartlari

. 1 16+6 16—V6 1
kullanilarak elde edilen katsayilar b; = ;,bz = =5 0 =5, =
-1-V6 a _ —1+/6 a 1 .a 88+7v6 o 88-436 o 88+436 a 1

15 M3 = T g G2 T 5,02 = T, 03 = T 03 260 ' 1 T
88— 7\/_
sz = seklindedir. Bu katsayilara ait Butcher tablosu

0 1 -1-6 -1+/6
9 18 18
(6—v6) 1 88+716 88-43/6
10 9 360 360
(6+v6) 1 88+43/6 88-716
10 9 360 360
1 16+v6 16—v6
9 36 36

Sekil 5.18. Runge-Kutta Gauss-Radau 1A s=3, p=5 Butcher Tablosu

seklindedir. Bu katsayilar ile yazilacak metod ise

ey = f(xn (Bl + Tl + 1+‘Fk3)> (5.21)
_ (6 \F 6) 1 88+7v6 88—43v6
k2 - f( + h » Yn + h(9 k1 + 360 kz + 360 k3)> (521&)
ky = f< + h(6+\/_) Y +h(%k1 88+43\/_ k, + 88— 7‘Fk3)> (5.21b)
16 \F 16— \/_
Yne1 = Yot h(ékl = key + k3) (5.21c¢)
3(20+8z+z2)

seklinde olacaktir. Bu metodun kararhilik fonksiyonu ise R(z) =

Kararlilik fonksiyonuna ait kararlilik bolgesi
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Sekil 5.19. Runge-Kutta Gauss-Radau A s=3, p=5 Kararlilik Bolgesi

5.12. Runge-Kutta Gauss-Radau II s=2 p=3 Durumu

Bu durum i¢in sag Radau polinomunun kokleri kullanilmaktadir. Sag Radau polinomu

s—1
92 (x571(x — 1)%) seklindedir. Bu polinomun kékleri ¢; = % ,C, =1 ‘dir. Radau II

dxs—1

s=2 p=3 metoduna ait mertebe sartlar1 Cizelge 5.4 ‘deki gibidir. Radau II metodlarinda
D(s) mertebe sartinin saglanmasi gerekmektedir. Gerekli mertebe sartlar1 yazilarak
denklem sistemi ¢oOziildiigiinde b; = %,bz = i,all = %,alz =0,a,;, =1,a,, =0

olarak katsayilar bulunmaktadir. Bu katsayilar i¢in Butcher tablosu ise

1 1 0

3 3

1 1 0
3 1
4 4

Sekil 5.20. Runge-Kutta Gauss-Radau Il s=2, p=3 Butcher Tablosu

Katsayilar ile yazilacak metod

ky = f(xn 2 +h(§k1)) (5.22)
ky = f(xn+h,y, + hky) (5.22a)
Yn+1 =Y+ % (k1 + k) (5.22b)
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2
seklindedir. Bu metoda ait kararhlik fonksiyonu R(z) = % ‘dir. Kararlihik

fonksiyonuna ait kararlilik bolgesi ise

2

10 i

S S S S S E S SO S S |

-10 -5 0 5 10

Sekil 5.21. Runge-Kutta Gauss-Radau II s=2, p=3 Kararlilik Bolgesi

5.13. Runge-Kutta Gauss-Radau II s=3 p=5 Durumu

Radau II metodlarinda her zaman saglanmasi gereken sart ¢, = 1°dir. Sag Radau

polinomu kullanilarak elde edilen kokler ¢; = % ,Cp = %,% = 1 dir. Mertebe

sartlar1 ve D(s) sart1 kullanilarak elde edilen denklem sistemi ¢oziildiiglinde katsayilar

16—/6 16+v/6 1 24—/6 24-11/6 244116
b, = , =—’b ==, =—, a4, =———,0a =O’a =
1 36 2 36 37T 90711 120 12 120 13 21 120
24+/6 6—/6 6+6 . .
Az2 =55 1323 = 0,a3; = —, @32 =, ,033 = 0 seklindedir. Bu katsayilarla

olusturulan Butcher tablosu

4-+/6 24—/6 24—-116 0
10 120 120

4++/6 24+11/6 24++/6 0
10 120 120

1 6—V6 6+V6 0

12 12
16—/6 16+6 1
36 36 9

Sekil 5.22. Runge-Kutta Gauss-Radau Il s=3, p=5 Butcher Tablosu

62



Bu katsayilarla yazilacak metod

4—V6 24—/6 24—11V6
ky = f(xn+hT,yn+h( L k2)> (5.23)
446 24+11V6 24+/6
ky = f(xn+hT,yn+h( Sk + 2 k2)> (5.23a)
6—V6 6+V6
16—/6 16+V6 1
Yne1 = Yot h( e Kt ket 5k3) (5.23¢)
seklindedir. Ayrica bu metodun kararlilik fonksiyonu R(z) = M ‘dir. Bu
60—24z+3z

kararhilik fonksiyonuna ait kararlilik bolgesi asagidaki gibidir.

3 L R B

-10 - 4

—15F -

IS T IS S S S T S S S S IS S S S B S S SR |

—15 -10 -5 0 5 10 15

Sekil 5.23. Runge-Kutta Gauss-Radau II s=3, p=5 Kararlilik Bolgesi

5.14. Runge-Kutta Gauss-Radau IIA s=2 p=3 Durumu

Radau IIA metodlar1 da ayni sekilde Radau II metodlar1 gibi sag Radau polinomlarini

kullanmaktadir fakat metod kurulurken C(s) sarti1 saglanmalidir. Bu metod igin sag

Radau polinomu kokleri ¢; = % ,C, = 1 ‘dir. Radau ITA s=2 p=3 metoduna ait mertebe

sartlar1 Cizelge 5.4 ‘deki gibidir. Gerekli mertebe sartlar1 yazilarak denklem sistemi
5

et g 3 1 1 3 1
¢oziildiigiinde b, = Z’bz =01 = 5,01 = T30 =, 02 = olarak katsayilar

bulunmaktadir.
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Bu katsayilar i¢in yazilacak Butcher tablosu

1 5 1
3 12 12
1 3 1
4 4
3 1
4 4

Sekil 5.24. Runge-Kutta Gauss-Radau IIA s=2, p=3 Butcher Tablosu

seklindedir. Bu katsayilarla yazilacak olan metod

ky = f(xn+§ ,yn+h(%k1—%k2)) (5.24)
k, = f(xn+h,yn+h(§k1+ik2)) (5.24a)
Vet = Yn + 5 (kg + 3ky) (5.24b)
seklindedir. Bu metod i¢in kararlilik fonksiyonu R(z) = ;_f;_zz)z ‘dir. Bu kararlilik

fonksiyonuna ait kararlilik bolgesi asagidaki gibidir.

10 [

0t \

—10 kL . . . ]
-10 -5 0 5 10

Sekil 5.25. Runge-Kutta Gauss-Radau IIA s=2, p=3 Kararlilik Bolgesi

5.15. Runge-Kutta Gauss-Radau IIA s=3, p=5 Durumu

Sag Radau polinomu kullanilarak elde edilen kokler ¢; = % ,Cp = %, c3 = 1dir.

Mertebe sartlar1 ve C(s) sart1 kullanilarak elde edilen denklem sistemi ¢oziildiiglinde
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elde edilen Butcher tablosu

4—/6 88—7v6 206—169v6 —243v6
10 360 1800 225
4++6 206+169v6 88+7v6 —2-3v6
10 1800 360 225
1 16—/6 16+6 1
36 36 9
16—/6 16+6 1
36 36 9

Sekil 5.26. Runge-Kutta Gauss-Radau IIA s=3, p=5 Butcher Tablosu

Bu katsayilarla yazilacak metod

206—169V6

4—/6 88-7/6
k1=f<x”+h 10 ’y”+h( 360 ki + 1800 ky +
446 206+169V6 88+7v6
k2=f<xn+h—10 ,yn+h( O ke + e, +

36

ky = f(xn+h,yn+h(16_\/g

16+\/_

(16 -6

Yn+1 = Yn + h kl

seklinde olacaktir. Bu metodun kararlilik fonksiyonu R(z) =

ky + = k3)

ky + 16*“ ks + 2k ))

-2 k3)> (5.25)
22—235@ k3)> (5.25a)
(5.25b)
(5.25¢)

3(20+8z+22) dir. Bu

—60+36z-9z2+2z3

kararhilik fonksiyonuna ait kararlilik bolgesi asagidaki gibidir.

15 F

10}

—15 L

—15

=10 -5

0

i
5

10

15

Sekil 5.27. Runge-Kutta Gauss-Radau IIA s=3, p=5 Kararlilik Bolgesi
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5.16. Runge-Kutta Gauss-Radau IIA s=4, p=7 Durumu

s=4, p=7 icin Radau IIA metoduna ait Butcher tablosu ve katsayilar asagidaki gibidir.

25585 8464 31729 30113 7688
288809 74903 - 787140 1167063 - 776199
79507 45189 166797 9237 8855
194172 192799 806201 - 193012 551802
127871 51359 84418 58831 9799
162343 237025 207863 311215 - 405217
1 89089 67699 76210 1
404101 174395 231751 16
89089 67699 76210 1
404101 174395 231751 1_6

Sekil 5.28. Runge-Kutta Gauss-Radau IIA s=4, p=7 Butcher Tablosu

5.17. Runge-Kutta Gauss-Radau IIA s=5, p=9 Durumu

Bu tezde diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢oziimlerini bulunurken kullanilacak

metodlardan bir tanesi de 9. Mertebeden Radau IIA metodudur. s=5, p=9 icin Radau IIA

metoduna ait Butcher tablosu ve katsayilar asagidaki gibidir.

12365 24811 20387 16587 7696 16911
216534 339882 762549 888101 597557 3353468
63198 31189 9437 6247 4369 16559
228281 202822 64542 T 171411 205764 2086678
115576 50164 25385 31416 22478 4854
198043 358153 84909 187463 661719 443519
152678 8342 86453 34257 3980 3779
177483 57573 312669 105148 30911 240564
1 19202 34501 11691 27863 1
133613 122624 37492 124888 25
19202 34501 11691 27863 K
133613 122624 37492 124888 25

Sekil 5.29. Runge-Kutta Gauss-Radau I1A s=5, p=9 Butcher Tablosu

5.18. Runge-Kutta Gauss-Lobatto Metodlan

Lobatto metodlar1 kurulurken Lobatto polinomu olan

kokleri

integrasyon noktalar1

axS—Z

(x5 Y(x —1)*71) ‘nin

olarak almnmaktadir. Runge-Kutta Gauss-Lobatto
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metodlar1 da ayn1 Radau metodlar1 gibi kendi i¢cinde bazi tiplere ayrilmistir. Bunlar
Lobatto III, Lobatto IIIA, Lobatto IIIB, Lobatto IIIC seklinde smiflandirilimislardir.
Lobatto ailesindeki metodlar Butcher tablosundaki A matrisine gore cesitlilik
gostermektedir. Lobatto metodlarinin bir diger 6zelligi ise integrasyon baslangic ve bitis

noktalarinin belli olmasidir. Buda c; = 0 ve ¢, = 1 ‘dir.
Tanim 5.6. s adimli Gauss-Lobatto metodu 2s — 2 mertebelidir. (Butcher,2008)
5.19. Runge-Kutta Gauss-Lobatto IIIA s=2 p=2 Durumu

Runge-Kutta Gauss Lobatto IIIA metodlar1 Lobatto polinomunun koékleri kullanilarak
kurulmaktadir. Bu metod i¢in kdkler ¢; = 0,c, = 1 seklindedir. Lobatto IIIA metodu
icin Butcher tablosundaki A matrisi C(s) mertebe sart1 ile hesaplanmaktadir. Bu metod

icin mertebe sartlar1 Cizelge 5.4 ‘deki gibidir. Bu metod i¢in mertebe sartlar1 yazilarak

1 1 1
=-,ay1 =0,a, =0,ay =E;a22 =E

denklem sistemi ¢oziildiigiinde b, =%,b2 >

seklinde bulunmaktadir. Bu katsayilara ait Butcher tablosu

NIRr NI, O
NIRr NI O

Sekil 5.30. Runge-Kutta Gauss-Lobatto IIIA s=2, p=2 Butcher Tablosu

seklindedir. Bu katsayilarla yazilacak olan metod ise

ky= f(xn,yn) (5.26)
1 1
ko= (ot hoynth (Gl + 20 ) (5.260)
h
Yn+1 = Yn +7 (k1 +k3) (5.26b)
seklindedir. Bu metod i¢in kararlilik fonksiyonu R(z) = g ‘dir. Bu kararlihk

fonksiyonuna ait kararlilik bolgesi de
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-2 -1 0 1 2

Sekil 5.31. Runge-Kutta Gauss-Lobatto IITA s=2, p=2 Kararlilik Bolgesi
5.20. Diger Runge-Kutta Gauss-Lobatto Metodlar:

Diger Runge-Kutta Gauss-Lobatto metodlarmin arasindaki farliliklar yine mertebe

sartlari iledir.

0 0 0 0
1 5 1 _1
2 24 3 24
1 1 2 1
6 3 6
1 2 1
6 3 6

Sekil 5.32. Runge-Kutta Gauss-Lobatto IIIA s=3, p=4 Butcher Tablosu

0 0 0 0 0
1 5 11++/5 25—/5 25-13v5 —14+5
2 10 120 120 120 120
5 11-5 25+13+5 25+V5 —-1-5
10 120 120 120 120
1 S 5 5 ES
12 12 12 12
1 5 5 1
12 12 12 12

Sekil 5.33. Runge-Kutta Gauss-Lobatto IIIA s=4, p=6 Butcher Tablosu
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0 0 0 0 0 0
7—v21 11943421 343-9v21 392-96+21 343-69v21 —21+43+21
14 1960 2520 2205 2520 1960
1 13 392+105v21 8 392-105v21 3
2 320 2880 45 2880 20
7+v21 119-3+/21 343+9v21 392+96+21 343+69v21 —21-3+21
14 1960 2520 2205 2520 1960
1 1 49 16 49 1
20 180 45 80 20
1 49 16 49 1
20 180 45 80 20

Sekil 5.34. Runge-Kutta Gauss-Lobatto IIIA s=5, p=8 Butcher Tablosu
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BOLUM VI
UYGULAMALAR
6.1. Giris

Runge-Kutta metodlar1 ilk olarak 1895 yilinda Runge adli Alman matematik¢i
tarafindan calisilmistir. Runge Euler metodunu gelistirerek 2 adimli 2. mertebeden
metodu bulmustur. 1900 yilinda Heun 3 adimli 3.mertebeden Runge metodunu
gelistirmistir. 1901 yilinda Kutta 4 adimli 4.mertebe metodu bulmustur. Kutta
calismalarina devam ederek yine ayni yilda 6 adimli 5.mertebeden metodu bulmustur.
Fakat Kutta’nin bulmus oldugu metoddaki katsayilarin dogru olmadigin1 iddia eden
Nystrom 1925 yilinda yeni buldugu 6 adimli 5.mertebeden metodu literatiire
kazandirmistir. Bunula beraber 1956 yilinda Huta 8 adimli 6.mertebeden metodu
bulmustur. 1964 yilinda J. C. Butcher 7 adimli 6.mertebeden metodu bulmustur. 1975
ve 1978 yillarinda Curtis ve Hairer 18 adimli metodlar1 gelistirerek acik tip Runge-
Kutta metodlarini literatiire kazandirmiglardir. Yine 1964 yilinda J. C. Butcher kapali
metodlarin nasil kullanilacagini anlatan bir ¢calisma yaymlamistir. (Butcher, J.C, 1964).
1976 yilinda kapali metodlarn1 uygulamasina dair yeni ¢aligmalar ortaya c¢ikarimaistir.
Bunlardan en popiiler olan1 yine J. C. Butcher’in yapmis oldugu “kapali Runge-Kutta
metodlarinin uygulamasi tizerine” adli calismasidir. (Butcher, J.C, 1976). 1978 ‘de
butcher’in 6grencisi olan Kevin Burrage Stiff diferansiyel denklemler i¢cin bazi yeni
gelistirmeler yaparak hem acik hem de kapali metodlar i¢in farklhh yaklasimlar
bulmustur. (Burrage, K., 1978). 1979 yilinda kapali Runge-Kutta metodlarinin kararsiz
davranislar1 tespit edilmis ve bunun iistesinden gelmek icin bazi kararlilik yapilari
incelenmistir. Kapali metodlarin bazi sartlar altinda daha 1yi sonu¢ verecegini Kevin
Burrage kararlilik kriterleri adli calismasinda bularak kapali Runge-Kutta metodlarinin
daha 1yi1 sonu¢ vermesi i¢in kararlilik kriterlerini gelistirmistir. (Burrage, K,1979).
Boylece artik kapali metodlar ile denklemler ¢oziiliirken kararhilik yapilari incelenerek
buna gore nasil sonuglar verilecegi tahmin edilmeye baslanmistir. 1993 yilinda Runge-
Kutta metodlar1 i¢cin calismalar yapan Hairer ve Wanner J. C. Butcher ‘in koklenmis
agaclarm gelistirerek bunlar1t Hamilton dinamigine uygulayarak yeni bir ¢calisma alam
buldu. (Hairer, E. , Norsett, S.P. ve Wanner G., 1993). 2000’11 yillarda daha ¢ok lineer
olmayan diferansiyel denklem ve denklem sistemleri iizerine ¢alisiimistir.( M. Calvo,

M.P. Laburta ve J.I. Montijano, 2006). Runge-Kutta metodlar1 2007 yilinda
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2.mertebeden diferansiyel cebirsel denklemlere uygulanarak bu denklemlerin kararlilik
araliklar1 incelenmistir. ( Brugnano, L., Magherini,2007). Radau metodlarindaki
ilerleme ise 2010 yilinda J. Martin-Vaquero ile devam etti. Vaguero 17.mertebeden
Radau ITA metodunu hesaplayarak bulmus oldugu metodu mekanik sistemlere uyguladi.
(Vaquero, J. M,2010). 2010 yilindan sonra daha ¢ok kdsegensel kapali metodlar ile adi
diferansiyel denklemler ¢oziilmiistiir. Ciinki herbir denklem sistemi i¢in lineer olmayan
denklem sistemi sayis1 kosegensel kapali metodlarda daha az katsayilarla ifade
edilmektedir. Bu da hem hesaplama hem de teorik altyapi olarak daha az caba
gerektirdiginden bu metodlar daha fazla kullanilmaktadir. (Ismail, F.,2010). Ayni
zamanda kosegensel kapali metodlar ile periyodik baslangic deger problemleri de

¢cOzililmistiir. (Ismail, F.,2010).
6.2. Uygulama (Singular Perturbation Problem)

y1(t) =y, (1) + 2y,(t)
(6.1)
ey, (t) = y1(t) — 2y,(t) + sin(t)

y,(0)=2,y,(00=3, >0

Denklem sistemini g&zoniine alalim (Johnson,2005). Buradaki denklem sistemi
Singular Perturbation tipinde bir denklem sistemidir. Buradaki € parametresi sistemin
stiffness katsayismi belirleyen parametredir. Bu calismada ¢ iizerinde degisiklik
yaparak sistemin zayif ve gilclii stiffness degerleri i¢in nasil deger verdigi
incelenecektir. Stiffness oran1 daha once de bahsedildigi gibi denklem sistemlerindeki
0zdegerler i¢in mutlak degerce en biiyk olanin mutlak degerce en kii¢iik olan 6zdegere
bolinmesiyle elde edilen sayidir. Bu denklemin yaklagik ¢oziimii ile analitik
cOzlimlerini kiyaslamak i¢cin Gauss, Radau ve Lobatto ailesinin 5 adimli metodlari

kullanilacaktir.
6.2.1. Runge-Kutta Gauss-Legendre s=5, p=10 ile Yaklasim

Bu durum i¢in oncelikle [0,1] araliginda h=0.1 adim araligi ve ¢ = 0.1 alinarak
coziildiigiinde asagidaki sonuglar alinmaktadir.¢ = 0.1 igin stifness degeri

10.933538299993835 olmaktadir.
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Cizelge 6.1. 6.1 denkleminin RK-GL ile h=0.1 ve ¢ = 0.1 i¢in yaklasik ¢6ziimii

t Y1y Y16 Y1iH Yoy Y26 You
0. 2. 2. 0. 3. 3. 0.
0.1 | 2.62266495 | 2.62266494 | 8.4142350864 | 1.48245980 | 1.48245989 | 9.2189341049
42292164 58149813 6244*10"-9 72223778 94117189 93082*10"-8
0.2 | 3.21089408 | 3.21089408 | 2.0788233356 | 1.56993459 | 1.56993462 | 2.2776293295
74833674 5404544 93869*10"-9 81493107 0925604 834193*10"-8
0.3 | 3.91174936 | 3.91174936 | 3.8519099021 | 1.90832285 | 1.90832285 | 4.2203345262
53335496 49483586 | 52783*10"-10 | 47252435 8945578 94778*10"-9
0.4 | 4.76783774 | 4.76783774 | 6.3454130838 | 2.34109730 | 2.34109730 | 6.9511196798
1676364 161291 63605*10"-11 | 44666266 51617385 | 54401*10"-10
0.5 | 5.81392560 | 5.81392560 | 9.7992725045 | 2.86198839 | 2.86198839 | 1.0733325339
55292465 5519447 5148*10M-12 64094877 6516821 62911*10"-10
0.6 | 7.08994357 | 7.08994357 | 1.4415135751 | 3.48610162 | 3.48610162 | 1.5914825013
932656 9325118 73303*10~-12 | 01125343 0128449 39669*10"-11
0.7 | 8.64388942 | 8.64388942 | 1.9895196601 | 4.23459209 | 4.23459209 | 2.2968293933
8658984 8658785 28280*107-13 0208981 0211278 44524*10M-12
0.8 | 10.5337571 | 10.5337571 | 7.6383344094 | 5.13349175 | 5.13349175 | 3.0198066269
80726315 80726239 | 21077*10"-14 | 18804275 18807295 | 80426*10"-13
0.9 | 12.8296777 | 12.8296777 | 1.5987211554 | 6.21443606 | 6.21443606 | 4.0856207306
75428442 75428426 | 60225*10"-14 5145496 5145537 20576*10"-14
1. | 15.6164875 | 15.6164875 | 1.9539925233 | 7.51580839 | 7.51580839 0.
6367631 6367629 40275*10"-14 9206167 9206167

Grafikten de goriildiigii gibi hata miktar1 Once artarken sonra 0’a yaklagmaya

baslamaktadir. Diger durumlar i¢in € parametresinin degisimi ile grafiklerin nasil

degisecegi de ayrintili bir bigimde incelenecektir. Bu hata grafigine ait analitik degerler

ve hata sonuclarini iceren tablo asagidaki gibidir.
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(6.1) denklemi [0,1] araliginda h=0.1 adim araligi ve ¢ = 0.01 alinarak ¢6ziildiiglinde
asagidaki sonuglar alinmaktadir. € = 0.01 i¢in stifness degeri 100.9925982842603

olmaktadir.

Cizelge 6.2. 6.1 denkleminin RK-GL ile h=0.1 ve € = 0.01 i¢in yaklasik ¢oziimii

t Y1y Y16 YiH Yoy Y26 Y2H
0. 2. 2. 0. 3. 3. 0.
0.1 | 2.47042628 | 2.46936494 | 0.0010613328 | 1.16253470 | 1.26972409 | 0.1071893906
27593646 9896708 626565277 8888138 95219028 3376487
0.2 | 3.02878610 | 3.02884291 | 0.0000568104 | 1.60165473 | 1.59591716 | 0.0057375764
6171749 6629996 5824701414 84941762 20790449 15131285
0.3 | 3.72231661 | 3.72231357 | 3.0409199411 | 1.98717599 | 1.98748311 | 0.0003071179
43920516 34721104 | 884913*10"-6 5803614 37380957 3448179314
0.4 | 4.57901696 | 4.57901712 | 1.6277274017 | 2.45843237 | 2.45841593 | 0.0000164392
4646009 7418749 539867*10"-7 | 89826286 9737163 45465349472
0.5 | 5.63452726 | 5.63452725 | 8.7127105530 | 3.02585872 | 3.02585960 | 8.7995093212
6682628 7969918 27136*10"-9 67671553 67180874 00105*107-7
0.6 | 6.93214944 | 6.93214944 | 4.6641979167 | 3.71080505 | 3.71080500 | 4.7101873068
5835442 6301862 81632*10"-10 435463 72527567 55573*10"-8
0.7 | 8.52462823 | 8.52462823 | 2.4879653892 | 4.53893965 | 4.53893965 | 2.5208777287
0778502 0753622 63990*10"-11 5897085 8417963 843986*10"-9
0.8 | 10.4762313 | 10.4762313 | 1.3216094885 | 5.54168376 | 5.54168376 | 1.3540280008
67131085 67132407 | 13786*10"-12 0387561 0252158 32841*107~-10
0.9 | 12.8652938 | 12.8652938 | 5.2224891078 | 6.75745363 | 6.75745363 | 7.0308203703
31503234 31503756 | 36736*10"-13 1919621 1926651 46191*10"-12
1. | 15.7873228 | 15.7873228 | 5.4889426337 | 8.23320258 | 8.23320258 | 6.4304117586
5689041 5689096 46774*10"-13 319891 3198267 28907*10"-13
000014 7~~~ 0.014 [
0.00012 |- o012 f
— 0.00010 | s
E 0.00008 | ; 0.008 |
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Sekil 6.2. (6.1) denkleminin RK-GL metodu ile [0,1] araliginda h=0.1 ve € = 0.01 i¢in

hata grafigi
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(6.1) denklemi [0,1] araliginda h=0.1 adim aralig1 ve & = 0.001 almarak ¢6ziildiiglinde

asagidaki sonuglar alinmaktadir.

€ =0.00

1000.9992509982785 olmaktadir.

1

icin stifness degeri yaklasik olarak

Cizelge 6.3. 6.1 denkleminin RK-GL ile h=0.1 ve € = 0.001 i¢in yaklasik ¢oziimii

t Y1y Y16 Y1iH Yoy Y26 You
0. 2. 2. 0. 3. 3. 0.
0.1 | 2.45177098 | 2.45029033 | 0.0014806525 - 1.27356512 | 1.482132473
65950783 4034645 60433171 0.20856734 | 84209184 83941
0.2 | 3.00768569 | 3.00878281 | 0.0010971244 | 2.70015053 | 1.60192954 | 1.098220989
06323637 50449654 1260168 333077 4211872 118898
0.3 | 3.70251110 | 3.70169816 | 0.0008129401 | 1.18269597 | 1.99644870 | 0.813752726
26021826 24110965 910861311 8643447 46844315 0409845
0.4 | 455790814 | 4.55851050 | 0.0006023671 | 3.07433055 | 2.47136128 | 0.602969261
0681414 7877245 958308441 1547547 9713482 834065
0.5 | 5.61555678 | 5.61511044 | 0.0004463381 | 2.59734144 | 3.04412572 | 0.446784286
7742231 9572399 6983186136 31120276 91505934 0385658
0.6 | 6.91489793 | 6.91522865 | 0.0003307247 | 4.06719132 | 3.73613597 | 0.331055347
15565935 6346268 896744414 6930147 9856778 07336925
0.7 | 8.51242056 | 8.51217550 | 0.0002450583 | 4.32829170 | 4.57359496 | 0.245303262
4196454 5872545 239088644 5828939 7942127 11318787
0.8 | 10.4707850 | 10.4709666 | 0.0001815817 | 5.77034379 | 5.58858055 | 0.181763233
5921995 4096456 4461113674 2321338 8665323 65601466
0.9 | 12.8710543 | 12.8709197 | 0.0001345472 | 6.68566488 | 6.82034663 | 0.134681751
30186368 82916152 7021589008 63148935 8300076 98518217
1. 15.8087273 | 15.8088270 | 0.0000996959 | 8.41670694 | 8.31691132 | 0.099795618
19477308 15454309 7700099087 1518498 3049466 46903273
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Sekil 6.3. (6.1) denkleminin RK-GL metodu ile [0,1] araliginda h=0.1 ve € = 0.001
icin hata grafigi
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(6.1) denklemi [0,1] araliginda h=0.01 adim arali§1 ve ¢ = 0.1 alinarak ¢6ziildiiglinde
asagidaki sonuglar alinmaktadir. ¢ = 0.1 ig¢in stifness degeri 10.933538299993835

olmaktadir. Bu hata degerlerini gosteren tablo ise asagidaki gibidir.

Cizelge 6.4. (6.1) denkleminin RK-GL ile h=0.01 ve € = 0.1 i¢in yaklasik ¢6ziimii

Y1y

Yic

YiH

Yoy

Yac

YoH

2.

2.

0.

3.

3.

0.

2.62266494
58149827

2.62266494
58149813

1.3322676295
50187*10"-15

1.48245989
94117195

1.48245989
94117189

6.6613381477
50939*10"-16

0.2

3.21089408
54045467

3.21089408
5404544

2.6645352591
00375*10"-15

1.56993462
09256053

1.56993462
0925604

1.3322676295
50187*10"-15

0.3

3.91174936
49483537

3.91174936
49483537

0.

1.90832285
89455759

1.90832285
89455763

4.4408920985
00626*10"-16

0.4

4.76783774
161292

4.76783774
161291

9.7699626167
01378*10"-15
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5161743
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51617385
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5519449
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5519447
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00250*10"-15

2.86198839
6516821

2.86198839
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Sekil 6.4. (6.1) denkleminin RK-GL metodu ile [0,1] araliginda h=0.01 ve ¢ = 0.1 i¢in

hata grafigi
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(6.1) denklemi [0,1] araliginda h=0.01 adim aralig1 ve & = 0.01 almarak ¢oziildiiglinde
asagidaki sonuglar alinmaktadir. ¢ = 0.01 igin stifness degeri 100.9925982842603

olmaktadir. Bu verilere ait tablo asagidaki gibidir.

Cizelge 6.5. (6.1) denkleminin RK-GL ile h=0.01 ve ¢ = 0.01 i¢in yaklasik ¢6zimii

t Y1y V16 YV1iH Yoy Va6 YVoH

0. 2. 2. 0. 3. 3. 0.

0.1 | 2.46936494 | 2.46936494 | 8.8817841970 | 1.26972409 | 1.26972409 | 8.6597395920
9896709 9896708 | 01252*10"-16 | 95218941 95219028 | 76221*10"-15

0.2 | 3.02884291 | 3.02884291 | 2.2204460492 | 1.59591716 | 1.59591716 | 1.1102230246
6629998 6629996 | 50313*10%-15 | 2079046 20790449 | 25156*107-15

0.3 | 3.72231357 | 3.72231357 | 1.1102230246 | 1.98748311 | 1.98748311 | 5.5511151231
34720993 34721104 | 25156*10"-14 | 37380902 37380957 | 25783*10"-15

0.4 | 4.57901712 | 4.57901712 | 5.3290705182 | 2.45841593 | 2.45841593 | 2.6645352591
7418754 7418749 | 00751*10%-15 | 9737166 9737163 | 00375*10"-15

0.5 | 5.63452725 | 5.63452725 | 9.9475983006 | 3.02585960 | 3.02585960 | 4.8405723873
7969818 7969918 | 41403*10*-14 | 6718039 67180874 | 65682*10"-14

0.6 | 6.93214944 | 6.93214944 | 4.3520742565 | 3.71080500 | 3.71080500 | 2.0872192862
63018185 6301862 | 30613*10"-14 | 7252735 7252756 | 95294*10"-14

0.7 | 8.52462823 | 8.52462823 | 7.9936057773 | 4.53893965 | 4.53893965 | 3.9968028886
0753542 0753622 | 01127*10"-14 | 8417923 8417963 | 50563*10"-14

0.8 | 10.4762313 | 10.4762313 | 1.7763568394 | 5.54168376 | 5.54168376 | 8.8817841970
67132424 67132407 | 00250*10"-14 | 0252167 0252158 | 01252*10"-15

0.9 | 12.8652938 | 12.8652938 | 5.8797411384 | 6.75745363 | 6.75745363 | 2.8954616482
31503168 31503756 | 14829*10"-13 1926362 1926651 | 22408*10"-13

1. | 15.7873228 | 15.7873228 | 5.4001247917 | 8.23320258 | 8.23320258 | 2.6645352591
5689042 5689096 | 76761*10"-13 3198 3198267 | 00375*%10"-13

Bu tablodaki verilere ait hata grafikleri asagidaki gibidir.
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(6.1) denklemi [0,1] araliginda h=0.01 adim aralig1 ve

coziildiigiinde asagidaki sonucglar alinmaktadwr. &= 0.001

1000.9992509982785 olmaktadir.

e =0.001 almarak

icin stifness degeri

Cizelge 6.6. (6.1) denkleminin RK-GL ile h=0.01 ve € = 0.001 i¢in yaklasik ¢6ziimii

t Y1y Y16 Y1iH Yoy Y26 You

0. 2. 2. 0. 3. 3. 0.
0.1 | 2.45029033 | 2.45029033 | 6.3060667798 | 1.27356512 | 1.27356512 | 3.0930813466
4034582 4034645 70889*10"-14 | 84212277 84209184 | 05686*10"-13
0.2 | 3.00878281 | 3.00878281 | 1.5409895581 | 1.60192954 | 1.60192954 | 7.6827433304
50448113 50449654 | 79717*10"-13 | 42117951 4211872 06083*10"-14
0.3 | 3.70169816 | 3.70169816 | 6.2350125062 | 1.99644870 | 1.99644870 | 3.1152858070
2410472 24110956 | 94879*10"-13 468412 46844315 | 98189*10"-13
0.4 | 455851050 | 4.55851050 | 4.5830006456 | 2.47136128 | 2.47136128 | 2.2870594307
7876787 7877245 52646*10"-13 | 97132533 9713482 27822*10"-13
0.5 | 5.61511044 | 5.61511044 | 8.7219120814 | 3.04412572 | 3.04412572 | 4.3565151486
9571527 9572399 5523*107-13 91501578 91505934 | 29114*10"-13
0.6 | 6.91522865 | 6.91522865 | 2.2746249328 | 3.73613597 | 3.73613597 | 1.1359801987
6343992 6346267 52020*10"-12 | 98556415 98567775 | 96460*10"-12
0.7 | 8.51217550 | 8.51217550 | 2.2257751197 | 4.57359496 | 4.57359496 | 1.1119993814
5870319 5872545 68514*10"-12 7941015 7942127 64556*10"-12
0.8 | 10.4709666 | 10.4709666 | 2.0481394358 | 5.58858055 | 5.58858055 | 1.0231815394
40962512 4096456 28488*10M-12 86643 8665323 94544*10"-12
0.9 | 12.8709197 | 12.8709197 | 1.6786572132 | 6.82034663 | 6.82034663 | 8.3932860661
82914473 82916152 | 33236*10"-12 8299236 8300076 66183*10"-13
1. | 15.8088270 | 15.8088270 | 4.7375436906 | 8.31691132 | 8.31691132 | 2.3661073100
15449571 15454309 | 80468*10"-12 30471 3049466 81133*10"-12

Bu tablodaki verilere ait hata grafikleri asagidaki gibidir.
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(6.1) denklemi [0,1] araliinda h=0.001 adim aralig1 ve ¢ = 0.1 alinarak ¢6ziildiiglinde
asagidaki sonuglar alinmaktadir. € = 0.1 i¢in stifness degeri 10.933538299993835

olmaktadir.

Cizelge 6.7. (6.1) denkleminin RK-GL ile h=0.001 ve € = 0.1 i¢in yaklasik ¢oziimii

t Y1y Y16 Y1iH Yoy Y26 Yau
0. 2. 2. 0. 3. 3. 0.

0.1 | 2.62266494 | 2.62266494 | 8.8817841970 | 1.48245989 | 1.48245989 | 2.2204460492
5814982 58149813 | 01252*10"-16 9411719 94117189 | 50313*10"-16
0.2 | 3.21089408 | 3.21089408 | 5.3290705182 | 1.56993462 | 1.56993462 | 1.5543122344
54045493 5404544 00751*10~-15 | 09256055 0925604 75219*10"-15
0.3 | 391174936 | 3.91174936 | 2.6645352591 | 1.90832285 | 1.90832285 | 8.8817841970
49483563 49483537 | 00375*10"°-15 | 89455772 89455763 | 01252*107-16
0.4 | 476783774 | 4.76783774 | 1.1546319456 | 2.34109730 | 2.34109730 | 5.3290705182
1612921 161291 10162*10"-14 5161744 51617385 | 00751*10"-15
0.5 | 5.81392560 | 5.81392560 | 2.6645352591 | 2.86198839 | 2.86198839 | 1.7763568394
551945 5519447 00375*10"-15 | 65168227 6516821 00255*10"-15
0.6 | 7.08994357 | 7.08994357 | 1.7763568394 | 3.48610162 | 3.48610162 | 8.8817841970
9325104 9325102 00255*10"-15 0128444 0128443 0125*10~-16
0.7 | 8.64388942 | 8.64388942 | 1.9539925233 | 4.23459209 | 4.23459209 | 7.9936057773

8658765 8658785 4027*10"-14 021127 0211278 01*10n-15
0.8 | 10.5337571 | 10.5337571 | 3.7303493627 | 5.13349175 | 5.13349175 | 1.6875389974
80726276 80726239 | 40526*10"-14 1880746 18807295 | 30238*10"-14
0.9 | 12.8296777 | 12.8296777 | 7.1054273576 | 6.21443606 | 6.21443606 | 2.6645352591
75428433 75428426 | 01002*10"-15 5145534 5145537 00375*10"-15
1. | 15.6164875 | 15.6164875 | 8.8817841970 | 7.51580839 | 7.51580839 | 1.7763568394
636763 6367629 01252*10"-15 9206168 9206167 00250*10"-15

Bu tablodaki verilere ait hata grafikleri asagidaki gibidir.
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(6.1) denklemi

[0,1] araliginda h=0.001 adim arahig1 ve

e =0.01 alinarak

¢oziildiigiinde hata grafigi ve ¢éziime ait degerler asagidaki gibi olmaktadir.

Cizelge 6.8. (6.1) denkleminin RK-GL ile h=0.001 ve € = 0.01 i¢in yaklasik ¢oziimii

t Y1y Y16 Y1iH Yoy Y26 Yau

0. 2. 2. 0. 3. 3. 0.
0.1 | 2.46936494 | 2.46936494 | 2.6645352591 | 1.26972409 | 1.26972409 | 8.8817841970
98967107 9896708 00375*10"-15 | 95219037 95219028 | 01252*10"-16
0.2 | 3.02884291 | 3.02884291 | 5.7731597280 | 1.59591716 | 1.59591716 | 2.6645352591
66300017 6629996 5081*107-15 20790475 20790449 | 00375*10"-15
0.3 | 3.72231357 | 3.72231357 | 5.7731597280 | 1.98748311 | 1.98748311 | 3.1086244689
34721047 34721104 | 50814*10"-15 | 37380926 37380957 | 50438*10"-15
0.4 | 4.57901712 | 4.57901712 | 1.4210854715 | 2.45841593 | 2.45841593 | 7.1054273576
7418763 7418749 20200*10~-14 | 97371703 9737163 01002*10"-15
0.5 | 5.63452725 | 5.63452725 | 8.6153306710 | 3.02585960 | 3.02585960 | 4.2188474935
7969832 7969918 91215*10"-14 6718045 67180874 | 75595*10"-14
0.6 | 6.93214944 | 6.93214944 | 2.7533531010 | 3.71080500 | 3.71080500 | 1.2434497875
63018345 6301862 70388*10"-14 | 72527434 7252756 80175*10"-14
0.7 | 8.52462823 | 8.52462823 | 6.5725203057 | 4.53893965 | 4.53893965 | 3.2862601528
0753557 0753622 8092*10"-14 841793 8417963 90463*10"-14
0.8 | 10.4762313 | 10.4762313 | 2.4868995751 | 5.54168376 | 5.54168376 | 1.2434497875
67132431 67132407 | 60350*10"-14 | 02521705 0252158 80175*10"-14
0.9 | 12.8652938 | 12.8652938 | 5.8086868648 | 6.75745363 | 6.75745363 | 2.8599345114
31503175 31503756 | 38819*10"-13 1926365 1926651 34403*10"-13
1. | 15.7873228 | 15.7873228 | 5.3645976549 | 8.23320258 | 8.23320258 | 2.6467716907
56890423 5689096 88756*10"-13 3198002 3198267 06373*10"-13

Bu tablodaki verilere ait hata grafikleri asagidaki gibidir.

IY2AG) - Y2(Y) |

Sekil 6.8. (6.1) denkleminin RK-GL metodu ile [0,1] araliginda h=0.001 ve € = 0.01

icin hata grafigi
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(6.1) denklemi [0,1] araligimda h=0.001 adim aralig1 ve

e =0.001 alinarak

¢oziildiigiinde hata grafigi ve ¢éziime ait degerler asagidaki gibi olmaktadir.

Cizelge 6.9. (6.1) denkleminin RK-GL ile h=0.001 ve € = 0.001 i¢in yaklasik ¢oziimii

t Y1y Y16 Y1iH Yoy Y26 Yau
0. 2. 2. 0. 3. 3. 0.
0.1 | 2.45029033 | 2.45029033 | 6.3504757008 | 1.27356512 | 1.27356512 | 3.1530333899
40345816 4034645 55895*10"-14 | 84208869 84209184 | 35444*10"-14
0.2 | 3.00878281 | 3.00878281 | 1.5454304502 | 1.60192954 | 1.60192954 | 7.7049477908
5044811 50449654 | 78218*10"-13 4211795 4211872 98586*10"-14
0.3 | 3.70169816 | 3.70169816 | 6.2350125062 | 1.99644870 | 1.99644870 | 3.1152858070
2410472 24110956 | 94879*10"-13 468412 46844315 | 98189*10"-13
0.4 | 4.55851050 | 4.55851050 | 4.6274095666 | 2.47136128 | 2.47136128 | 2.3092638912
78767825 7877245 37652*10"-13 9713251 9713482 20325*10"-13
0.5 | 5.61511044 | 5.61511044 | 8.7574392182 | 3.04412572 | 3.04412572 | 4.3742787170
9571524 9572399 43235*10"-13 9150156 91505934 | 23117*10"-13
0.6 | 6.91522865 | 6.91522865 | 2.2746249328 | 3.73613597 | 3.73613597 | 1.1359801987
6343992 6346267 52020*10"-12 | 98556415 98567775 | 96460*10"-12
0.7 | 8.51217550 | 8.51217550 | 2.2204460492 | 4.57359496 | 4.57359496 | 1.1102230246
5870324 5872545 50313*10"-12 7941017 7942127 25156*10M-12
0.8 | 10.4709666 | 10.4709666 | 2.0392576516 | 5.58858055 | 5.58858055 | 1.0187406473
40962521 4096456 31487*10"-12 | 86643045 8665323 96043*10"-12
0.9 | 12.8709197 | 12.8709197 | 1.6751044995 | 6.82034663 | 6.82034663 | 8.3666407135
82914477 82916152 | 54436*10"-12 8299239 8300076 7518*107-13
1. | 15.8088270 | 15.8088270 | 4.7428727611 | 8.31691132 | 8.31691132 | 2.3678836669
15449566 15454309 | 98669*10"-12 3047098 3049466 20534*10M-12

Bu tablodaki verilere ait hata grafikleri asagidaki gibidir.

5.x107 12}

Y16 - YiY) |
w
X
g

1.x10712F

4.x10712F

2.x10712F

120

1Y2G) - YY) |

2.5x10° 12}
2.x10° 12}
1.5x10°12F
1.x107 12}

5.x10713F

0

o
=]

i

0.4

0.6 0.8 1.0

Sekil 6.9. (6.1) denkleminin RK-GL metodu ile [0,1] araliginda h=0.001 ve € = 0.001

icin hata grafigi
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6.2.2. Runge-Kutta Gauss-Radau IIA s=5, p=9 ile Yaklasim

Bu durum i¢in 6ncelikle [0,1] araliginda h=0.1 adim aralig1 ve

coziildiigiinde asagidaki sonuglar alinmaktadir.

e = 0.1 alinarak

Cizelge 6.10. (6.1) denkleminin RK-GRDIIA ile h=0.1 ve € = 0.1 i¢in yaklasik ¢6zliimii

t Y1y Y16 Y1iH Yoy Y26 You

0. 2 2 0 3 3 0
0.1 | 2.62266487 | 2.62266494 | 7.2493098635 | 1.48246069 | 1.48245989 | 7.9426022669
33218827 58149813 10689*10"-8 36719456 94117189 97056*10"-7
0.2 | 3.21089406 | 3.21089408 | 1.7910169791 | 1.56993481 | 1.56993462 | 1.9623024694
74943742 5404544 690578*10"-8 7155851 0925604 048752*10"-7
0.3 | 3.91174936 | 3.91174936 | 3.3186728920 | 1.90832289 | 1.90832285 | 3.6360538135
16296857 49483586 4979*10"-9 53061162 8945578 93776*10"-8
0.4 | 4.76783774 | 4.76783774 | 5.4659476944 | 2.34109731 | 2.34109730 | 5.9888347614
1066315 161291 60738*10"-10 11505733 51617385 38966*10"-9
0.5 | 5.81392560 | 5.81392560 | 8.4395601618 | 2.86198839 | 2.86198839 | 9.2475005430
5435052 5519447 3256*10M-11 7441571 6516821 96976*10"-10
0.6 | 7.08994357 | 7.08994357 | 1.2515322111 | 3.48610162 | 3.48610162 | 1.3707390777
9312603 9325118 99446*10"-11 0265523 0128449 99498*10"-10
0.7 | 8.64388942 | 8.64388942 | 1.8047785488 | 4.23459209 | 4.23459209 | 1.9747758983
865698 8658785 30654*10~-12 | 02310255 0211278 61258*10"-11
0.8 | 10.5337571 | 10.5337571 | 1.9539925233 | 5.13349175 | 5.13349175 | 2.8066438062
80726044 80726239 | 40275*10"-13 1883536 18807295 | 52395*10"-12
0.9 | 12.8296777 | 12.8296777 | 7.1054273576 | 6.21443606 | 6.21443606 | 3.8991032624
75428419 75428426 | 01002*10"-15 5145927 5145537 8355*10"-13
1. | 15.6164875 | 15.6164875 | 3.7303493627 | 7.51580839 | 7.51580839 | 5.8619775700
63676328 6367629 40526*10"-14 9206225 9206167 20827*10"-14

Bu tablodaki verilere ait hata grafikleri asagidaki gibidir.

4.x1078}

[YLG) - YL(Y)|

1.x1078}

3.x1078}

2.x1078}
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0.4 0.6
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1Y2G) - Y2(Y)|

3.x107F

t

0.6 0.8 1.0

Sekil 6.10. (6.1) denkleminin RK-GRDIIA metodu ile [0,1] araliginda h=0.1 ve ¢ = 0.1
icin hata grafigi
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(6.1) denklemi [0,1] araliginda h=0.1 adim araligi ve ¢ = 0.01 alinarak ¢6ziildiiglinde

hata grafigi ve ¢coziime ait degerler asagidaki gibi olmaktadir.

Cizelge 6.11. (6.1) denkleminin RK-GRDIIA ile h=0.1 ve € = 0.01 i¢in yaklasik

¢Ozumi
t Y1y Y16 Y1iH Yoy Y26 You
0. 2 2 0 3 3 0
0.1 | 2.46894251 | 2.46936494 | 0.0004224319 | 1.31238764 | 1.26972409 | 0.0426635449
79556865 9896708 4102153936 45187141 95219028 9681135
0.2 | 3.02883391 | 3.02884291 | 8.9999204888 | 1.59682610 | 1.59591716 | 0.0009089476
6709507 6629996 61335*10"-6 9712061 20790449 330161883
0.3 | 3.72231338 | 3.72231357 | 1.9174346643 | 1.98750247 | 1.98748311 | 0.0000193651
1728644 34721104 | 779927*10"-7 8882805 37380957 44709349025
0.4 | 457901712 | 4.57901712 | 4.0850869353 | 2.45841635 | 2.45841593 | 4.1257460114
3333662 7418749 90336*10"-9 23117644 9737163 962896*10"-7
0.5 | 5.63452725 | 5.63452725 | 8.7124085723 | 3.02585961 | 3.02585960 | 8.7896836475
7882794 7969918 64438*10"-11 5507771 67180874 92028*10"-9
0.6 | 6.93214944 | 6.93214944 | 1.8838264281 | 3.71080500 | 3.71080500 | 1.8703394388
6299978 6301862 83965*10"-12 | 74397907 72527567 | 80819*107-10
0.7 | 8.52462823 | 8.52462823 | 1.0302869668 | 4.53893965 | 4.53893965 | 3.7028158317
075352 0753622 52145*10"-13 8421666 8417963 29822*10M-12
0.8 | 10.4762313 | 10.4762313 | 4.0856207306 | 5.54168376 | 5.54168376 | 1.8207657603
67132447 67132407 | 20576*10"-14 0251976 0252158 85256*10"-13
0.9 | 12.8652938 | 12.8652938 | 5.5777604757 | 6.75745363 | 6.75745363 | 5.8975047068
31503198 31503756 | 16786*10"-13 1926062 1926651 08832*10"-13
1. | 15.7873228 | 15.7873228 | 4.9915627187 | 8.23320258 | 8.23320258 | 5.8975047068
5689046 5689096 14704*10"-13 3197677 3198267 08832*10"-13

Bu tablodaki verilere ait hata grafikleri asagidaki gibidir.
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Sekil 6.11. (6.1) denkleminin RK-GRDIIA metodu ile [0,1] araliginda h=0.1 ve
e = 0.01 i¢in hata grafigi
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(6.1) denklemi [0,1] araliginda h=0.1 adim aralig1 ve ¢ = 0.001 almarak ¢6ziildiiglinde

hata grafigi ve ¢coziime ait degerler asagidaki gibi olmaktadir.

Cizelge 6.12. (6.1) denkleminin RK-GRDIIA ile h=0.1 ve ¢ = 0.001 i¢in yaklasik

¢Ozumi

t Y1y Y16 Y1iH Yoy Y26 You

0. 2 2 0 3 3 0

0.1 | 2.45025126 | 2.45029033 | 0.0000390647 | 1.31266895 | 1.27356512 | 0.0391038252
92546383 4034645 8000681446 36421654 84209184 21247

0.2 | 3.00878205 | 3.00878281 | 7.6369580659 | 1.60269400 | 1.60192954 | 0.0007644589
13491588 50449654 37449*10"-7 31803578 4211872 684858705

0.3 | 3.70169814 | 3.70169816 | 1.4930464864 | 1.99646364 | 1.99644870 | 0.0000149447
74806316 24110965 | 448822*10"-8 9450014 46844315 65582614039

0.4 | 4.55851050 | 4.55851050 | 2.9232527509 | 2.47136158 | 2.47136128 | 2.9216194974

758492 78772449 | 74825*10"-10 18754318 97134820 42407*10N-7

0.5 | 5.61511044 | 5.61511044 | 6.5698557705 | 3.04412573 | 3.04412572 | 5.7111306794
95658295 95723995 | 21826*10"-12 4861724 91505934 86587*10"-9

0.6 | 6.91522865 | 6.91522865 | 2.3749890942 | 3.73613597 | 3.73613597 | 1.1046319414
6343893 63462678 | 78135*10"-12 9967241 98567777 | 73144*10”-10

0.7 | 8.51217550 | 8.51217550 | 2.2115642650 | 4.57359496 | 4.57359496 | 1.0036416142
5870333 58725456 | 53312*10"-12 7943131 79421268 | 61141*10"-12

0.8 | 10.4709666 | 10.4709666 | 2.0232704400 | 5.58858055 | 5.58858055 | 1.0524914273
40962537 40964560 | 76885*10"-12 8664271 86653230 | 44648*10"-12

0.9 | 12.8709197 | 12.8709197 | 1.6431300764 | 6.82034663 | 6.82034663 | 9.1304741545
82914509 82916152 | 45231*10"-12 8299163 83000758 17287*10"-13

1. | 15.8088270 | 15.8088270 | 4.6931347696 | 8.31691132 | 8.31691132 | 2.4442670110
15449616 15454308 | 95462*10"-12 3047021 30494657 14744*10"-12

Bu tablodaki verilere ait hata grafikleri asagidaki gibidir.

1.5x1076

1YLG) - YY)

5.x1077 F

1.x107%t

0.0 0.2

0.6
t

0.4

0.8 1.0

0.0015}

YY)

| 0.0010F

IY2G)

0.0005}

0.0000F

0.0

0.2

0.4
t

0.6

0.8 1.0

Sekil 6.12. (6.1) denkleminin RK-GRDIIA metodu ile [0,1] araliginda h=0.1 ve
€ = 0.001 i¢in hata grafigi
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(6.1) denklemi [0,1] araliginda h=0.01 adim arali§1 ve ¢ = 0.1 alinarak ¢6ziildiiglinde

hata grafigi ve ¢coziime ait degerler asagidaki gibi olmaktadir.

Cizelge 6.13. (6.1) denkleminin RK-GRDIIA ile h=0.01 ve € = 0.1 i¢in yaklagik

¢Ozumi
t Y1y Y16 Y1iH Yoy Y26 You

0. 2 2 0 3 3 0
0.1 | 2.62266494 | 2.62266494 | 1.3322676295 | 1.48245989 | 1.48245989 | 1.5543122344
58149827 58149813 | 50187*10"-15 | 94117204 94117189 | 75219*10"-15
0.2 | 3.21089408 | 3.21089408 | 2.6645352591 | 1.56993462 | 1.56993462 | 1.5543122344
54045467 5404544 00375*10"-15 | 09256055 0925604 75219*10"-15
0.3 | 391174936 | 3.91174936 0. 1.90832285 | 1.90832285 | 2.2204460492
49483537 49483537 8945576 89455763 | 50313*10"-16
0.4 | 476783774 | 4.76783774 | 9.7699626167 | 2.34109730 | 2.34109730 | 4.4408920985
161292 161291 01378*10"-15 5161743 51617385 | 00626*10"-15

0.5 | 5.81392560 | 5.81392560 | 1.7763568394 | 2.86198839 | 2.86198839 0.

5519449 5519447 00250*10"-15 6516821 6516821

0.6 | 7.08994357 | 7.08994357 | 2.6645352591 | 3.48610162 | 3.48610162 | 8.8817841970
9325105 9325102 00375*10"-15 0128444 0128443 01252*10"-16
0.7 | 8.64388942 | 8.64388942 | 1.4210854715 | 4.23459209 | 4.23459209 | 6.2172489379
865877 8658785 20200*10~-14 | 02112715 0211278 00877*10"-15
0.8 | 10.5337571 | 10.5337571 | 4.2632564145 | 5.13349175 | 5.13349175 | 1.8651746813
80726282 80726239 | 60601*10"-14 1880748 18807295 | 70263*10"-14

0.9 | 12.8296777 | 12.8296777 | 5.3290705182 | 6.21443606 | 6.21443606 0.

75428431 75428426 | 00751*10"-15 5145537 5145537

1. | 15.6164875 | 15.6164875 | 7.1054273576 | 7.51580839 | 7.51580839 | 8.8817841970
63676298 6367629 01002*10"-15 | 92061675 9206167 01252*10"-16

Bu tablodaki verilere ait hata grafikleri asagidaki gibidir.
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Sekil 6.13. (6.1) denkleminin RK-GRDIIA metodu ile [0,1] araliginda h=0.01 ve
€ = 0.1 i¢in hata grafigi
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(6.1) denklemi [0,1] araliginda h=0.01 adim aralig1 ve & = 0.01 almarak ¢oziildiiglinde

hata grafigi ve ¢coziime ait degerler asagidaki gibi olmaktadir.

Cizelge 6.14. (6.1) denkleminin RK-GRDIIA ile h=0.01 ve ¢ = 0.01 i¢in yaklagik

¢Ozumi
t Y1y Y16 Y1iH Yoy Y26 You

0. 2 2 0 3 3 0
0.1 | 2.46936494 | 2.46936494 | 4.4408920985 | 1.26972409 | 1.26972409 | 8.0158102377
98967085 9896708 00626*10"-16 9521983 95219028 9363*10"-14
0.2 | 3.02884291 | 3.02884291 | 2.6645352591 | 1.59591716 | 1.59591716 | 1.3322676295
66299986 6629996 00375*10"-15 | 20790462 20790449 | 50187*10"-15
0.3 | 3.72231357 | 3.72231357 | 1.0658141036 | 1.98748311 | 1.98748311 | 5.3290705182
34721 34721104 | 40150*10"~-14 | 37380904 37380957 | 00751*10"-15
0.4 | 4.57901712 | 4.57901712 | 5.3290705182 | 2.45841593 | 2.45841593 | 2.6645352591
7418754 7418749 00751*10"-15 9737166 9737163 00375*10"-15
0.5 | 5.63452725 | 5.63452725 | 9.9475983006 | 3.02585960 | 3.02585960 | 4.8405723873
7969818 7969918 41403*10"-14 6718039 67180874 | 65682*10"-14
0.6 | 6.93214944 | 6.93214944 | 4.3520742565 | 3.71080500 | 3.71080500 | 2.0872192862
63018185 6301862 30613*10"-14 7252735 7252756 95294*10"-14
0.7 | 8.52462823 | 8.52462823 | 7.9936057773 | 4.53893965 | 4.53893965 | 3.9968028886
0753542 0753622 01127*10"-14 8417923 8417963 50563*10"-14
0.8 | 10.4762313 | 10.4762313 | 1.7763568394 | 5.54168376 | 5.54168376 | 8.8817841970
67132424 67132407 | 00250*10"-14 0252167 0252158 01252*10"-15
0.9 | 12.8652938 | 12.8652938 | 5.8797411384 | 6.75745363 | 6.75745363 | 2.8954616482
31503168 31503756 | 14829*10"-13 1926362 1926651 22408*10"-13
1. | 15.7873228 | 15.7873228 | 5.3823612233 | 8.23320258 | 8.23320258 | 2.6467716907
56890421 5689096 82759*10"-13 3198002 3198267 06373*10"-13

Bu tablodaki verilere ait hata grafikleri asagidaki gibidir.
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Sekil 6.14. (6.1) denkleminin RK-GRDIIA metodu ile [0,1] araliginda h=0.01 ve

e = 0.01 i¢in hata grafigi
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(6.1) denklemi [0,1] araliginda h=0.01 adim araligt ve ¢ =0.001 alinarak

¢oziildiigiinde hata grafigi ve ¢éziime ait degerler asagidaki gibi olmaktadir.

Cizelge 6.15. (6.1) denkleminin RK-GRDIIA ile h=0.01 ve ¢ = 0.001 i¢in yaklasik
¢Ozumui

t Y1y V16 YV1iH Yoy Va6 YVoH

0. 2 2 0 3 3 0

0.1 | 2.45029033 | 2.45029033 | 6.3060667798 | 1.27356512 | 1.27356512 | 3.1530333899
4034582 4034645 7088*10%-14 | 84208869 84209184 | 35444*10"-14

0.2 | 3.00878281 | 3.00878281 | 1.5454304502 | 1.60192954 | 1.60192954 | 7.7049477908
5044811 50449654 7821*10"-13 4211795 4211872 | 98586*10"-14

0.3 | 3.70169816 | 3.70169816 | 6.2394533983 | 1.99644870 | 1.99644870 | 3.1197266991
24104717 24110956 | 9338*10"-13 | 46841195 | 46844315 | 9669*10"-13

0.4 | 4.55851050 | 4.55851050 | 4.5918824298 | 2.47136128 | 2.47136128 | 2.2915003228
7876786 787724497 | 49647*10"-13 | 9713253 97134820 | 26323*10"-13

0.5 | 5.61511044 | 5.61511044 | 8.7307938656 | 3.04412572 | 3.04412572 | 4.3609560407
9571526 957239955 | 52231*10%-13 | 91501573 91505934 | 27615*10"-13

0.6 | 6.91522865 | 6.91522865 | 2.2764012896 | 3.73613597 | 3.73613597 | 1.1368683772
6343991 634626693 | 9142*107-12 | 98556406 | 98567773 | 16160*10"-12

0.7 | 8.51217550 | 8.51217550 | 2.2275514766 | 4.57359496 | 4.57359496 | 1.1128875598
5870317 587254560 | 0791*10"-12 7941014 79421268 | 84257*10"-12

0.8 | 10.4709666 | 10.4709666 | 2.0499157926 | 5.58858055 | 5.58858055 | 1.0231815394
4096251 409645603 | 6788*10"-12 86643 86653230 | 94544*10"-12

0.9 | 12.8709197 | 12.8709197 | 1.6804335700 | 6.82034663 | 6.82034663 | 8.3932860661
82914472 | 829161528 | 7263*10"-12 8299236 83000758 | 66183*10"-13

1. | 15.8088270 | 15.8088270 | 4.7410964043 | 8.31691132 | 8.31691132 | 2.3678836669
15449568 154543086 | 5926*10"-12 3047098 30494657 | 20534*10"-12

Bu tablodaki verilere ait hata grafikleri asagidaki gibidir.

7.x107°12

3.5x 10712

6.x10712} 3.x10°12¢
S 5.x10712¢ g 2.5x10°12f
T 4.x10712) 7 2x10712F
é 3.x10712F C 1.5¢1012}
> 2.x10712F = 1.x10°12F
1x10-12f 5.x10713F
0k il A, Sl 3 A ) 4 ot

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 :

t

t

Sekil 6.15. (6.1) denkleminin RK-GRDIIA metodu ile [0,1] araliginda h=0.01 ve
€ = 0.001 i¢in hata grafigi
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(6.1) denklemi [0,1] araliinda h=0.001 adim aralig1 ve ¢ = 0.1 alinarak ¢6ziildiiglinde

hata grafigi ve ¢coziime ait degerler asagidaki gibi olmaktadir.

Cizelge 6.16. (6.1) denkleminin RK-GRDIIA ile h=0.001 ve € = 0.1 i¢in yaklasik

¢Ozumi
t Y1y Y16 Y1iH Yoy Y26 Yau

0. 2 2 0 3 3 0
0.1 | 2.62266494 | 2.62266494 | 8.8817841970 | 1.48245989 | 1.48245989 | 2.2204460492
5814982 58149813 | 01252*10"-16 9411719 94117189 | 50313*10"-16
0.2 | 3.21089408 | 3.21089408 | 5.3290705182 | 1.56993462 | 1.56993462 | 1.5543122344
54045493 5404544 00751*10~-15 | 09256055 0925604 75219*10"-15
0.3 | 3.91174936 | 3.91174936 | 2.6645352591 | 1.90832285 | 1.90832285 | 1.1102230246
49483563 49483537 | 00375*10"-15 | 89455774 89455763 | 25156*10~-15
0.4 | 476783774 | 4.76783774 | 1.1546319456 | 2.34109730 | 2.34109730 | 5.3290705182
1612921 161291 10162*10"-14 5161744 51617385 | 00751*10"-15
0.5 | 5.81392560 | 5.81392560 | 2.6645352591 | 2.86198839 | 2.86198839 | 1.7763568394
551945 5519447 00375*10"-15 | 65168227 6516821 00250*10"-15
0.6 | 7.08994357 | 7.08994357 | 1.7763568394 | 3.48610162 | 3.48610162 | 8.8817841970
9325104 9325102 00250*10"-15 0128444 0128443 01252*10"-16
0.7 | 8.64388942 | 8.64388942 | 1.7763568394 | 4.23459209 | 4.23459209 | 7.9936057773
8658767 8658785 00250*10"-14 021127 0211278 01127*10"-15
0.8 | 10.5337571 | 10.5337571 | 3.9079850466 | 5.13349175 | 5.13349175 | 1.7763568394
80726278 80726239 | 80551*10~-14 1880747 18807295 | 00250*10"-14
0.9 | 12.8296777 | 12.8296777 | 8.8817841970 | 6.21443606 | 6.21443606 | 1.7763568394
75428435 75428426 | 01252*10"-15 5145535 5145537 00250*10"-15
1. | 15.6164875 | 15.6164875 | 1.0658141036 | 7.51580839 | 7.51580839 | 2.6645352591
63676301 6367629 40150*10~-14 9206169 9206167 00375*10"-15

Bu tablodaki verilere ait hata grafikleri asagidaki gibidir.

3.5x10 14 F
3.x10714¢
2.5x10° 14
2.x10° 14
1.5x10714F
1.x10°14F

1YLG) - YY)

1Y2G) - Y2(Y)|

1.5x107 M4}

1.x107 M4}

5.x10°15+

€ = 0.1 i¢in hata grafigi
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(6.1) denklemi

[0,1] araliginda h=0.001 adim arahig1 ve

e =0.01 alinarak

¢oziildiigiinde hata grafigi ve ¢éziime ait degerler asagidaki gibi olmaktadir.

Cizelge 6.17. (6.1) denkleminin RK-GRDIIA ile h=0.001 ve € = 0.01 i¢in yaklasik

¢Ozumi
t Y1y Y16 Y1iH Yoy Y26 Yau

0. 2 2 0 3 3 0
0.1 | 2.46936494 | 2.46936494 | 2.6645352591 | 1.26972409 | 1.26972409 | 8.8817841970
98967107 9896708 00375*10"-15 | 95219037 95219028 | 01252*10"-16
0.2 | 3.02884291 | 3.02884291 | 5.7731597280 | 1.59591716 | 1.59591716 | 2.6645352591
66300017 6629996 50814*10"-15 | 20790475 20790449 | 00375*10"-15
0.3 | 3.72231357 | 3.72231357 | 5.7731597280 | 1.98748311 | 1.98748311 | 3.1086244689
34721047 34721104 | 50814*10"-15 | 37380926 37380957 | 50438*107-15
0.4 | 4.57901712 | 4.57901712 | 1.4210854715 | 2.45841593 | 2.45841593 | 7.1054273576
7418763 7418749 20200*10~-14 | 97371703 9737163 01002*10"-15
0.5 | 5.63452725 | 5.63452725 | 8.6153306710 | 3.02585960 | 3.02585960 | 4.2188474935
7969832 7969918 91215*10"-14 6718045 67180874 | 75595*10"-14
0.6 | 6.93214944 | 6.93214944 | 2.6645352591 | 3.71080500 | 3.71080500 | 1.2434497875
6301835 6301862 00375*10"-14 | 72527434 7252756 80175*10"-14
0.7 | 8.52462823 | 8.52462823 | 6.5725203057 | 4.53893965 | 4.53893965 | 3.2862601528
0753557 0753622 80927*10"-14 841793 8417963 90463*10"-14
0.8 | 10.4762313 | 10.4762313 | 2.4868995751 | 5.54168376 | 5.54168376 | 1.2434497875
67132431 67132407 | 60350*10"-14 | 02521705 0252158 80175*10"-14
0.9 | 12.8652938 | 12.8652938 | 5.8086868648 | 6.75745363 | 6.75745363 | 2.8510527272
31503175 31503756 | 38819*107-13 1926366 1926651 37402*10"-13
1. | 15.7873228 | 15.7873228 | 5.3645976549 | 8.23320258 | 8.23320258 | 2.6467716907
56890423 5689096 88756*10"-13 3198002 3198267 06373*10"-13

Bu tablodaki verilere ait hata grafikleri asagidaki gibidir.

IYLG) - YY)

1Y2G) - Y2(Y)

Sekil 6.17. (6.1) denkleminin RK-GRDIIA metodu ile [0,1] araliginda h=0.001 ve

€ = 0.01 i¢in hata grafigi
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(6.1) denklemi [0,1] araligimda h=0.001 adim aralig1 ve

e =0.001 alinarak

¢oziildiigiinde hata grafigi ve ¢éziime ait degerler asagidaki gibi olmaktadir.

Cizelge 6.18. (6.1) denkleminin RK-GRDIIA ile h=0.001 ve € = 0.001 i¢in yaklasik

¢Ozumi
t Y1y Y16 Y1iH Yoy Y26 Yau
0. 2 2 0 3 3 0
0.1 | 2.45029033 | 2.45029033 | 6.3504757008 | 1.27356512 | 1.27356512 | 3.1530333899
40345816 4034645 55895*10"-14 | 84208869 84209184 | 35444*10"-14
0.2 | 3.00878281 | 3.00878281 | 1.5454304502 | 1.60192954 | 1.60192954 | 7.7271522513
5044811 50449654 | 78218*10"-13 | 42117947 4211872 9109*10"-14
0.3 | 3.70169816 | 3.70169816 | 6.2350125062 | 1.99644870 | 1.99644870 | 3.1152858070
2410472 24110956 | 94879*10"-13 468412 46844315 | 98189*10"-13
0.4 | 4.55851050 | 4.55851050 | 4.6274095666 | 2.47136128 | 2.47136128 | 2.3092638912
78767825 78772449 | 37652*10"-13 9713251 97134820 | 20325*10"-13
0.5 | 5.61511044 | 5.61511044 | 8.7574392182 | 3.04412572 | 3.04412572 | 4.3742787170
9571524 95723995 | 43235*10"-13 9150156 91505934 | 23117*10"-13
0.6 | 6.91522865 | 6.91522865 | 2.2746249328 | 3.73613597 | 3.73613597 | 1.1359801987
6343992 63462669 | 52020*10"-12 | 98556415 98567773 | 96460*10"-12
0.7 | 8.51217550 | 8.51217550 | 2.2204460492 | 4.57359496 | 4.57359496 | 1.1102230246
5870324 58725456 | 50313*10"-12 7941017 79421268 | 25156*10"-12
0.8 | 10.4709666 | 10.4709666 | 2.0392576516 | 5.58858055 | 5.58858055 | 1.0187406473
40962521 40964560 | 31487*10"-12 | 86643045 86653230 | 96043*10"-12
0.9 | 12.8709197 | 12.8709197 | 1.6751044995 | 6.82034663 | 6.82034663 | 8.3666407135
82914477 82916152 | 54436*10"-12 8299239 83000758 7518*107-13
1. | 15.8088270 | 15.8088270 | 4.7428727611 | 8.31691132 | 8.31691132 | 2.3678836669
15449566 15454308 | 98669*10"-12 3047098 30494657 | 20534*10"-12

Bu tablodaki verilere ait hata grafikleri asagidaki gibidir.

5.

1YLG) - YLY)|
w

1.

4.

2.

x10712F

x10712F

120

X
-
<

x 10—12 L

10121

1Y2G) - Y2(Y)|

3.x10712
2.5x10712
2.x10712}
1.5x10712F
1.x10712F

5.x10713}

Sekil 6.18. (6.1) denkleminin RK-GRDIIA metodu ile [0,1] araliginda h=0.001 ve

€ = 0.001 i¢in hata grafigi
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6.2.3. Runge-Kutta Gauss-Lobatto IIIA s=5, p=8 ile Yaklasim

Bu durum i¢in oncelikle [0,1] araliginda h=0.1 adim aralig1 ve

coziildiigiinde asagidaki sonuglar alinmaktadir.

e = 0.1 alinarak

Cizelge 6.19. (6.1) denkleminin RK-GLBIIIA ile h=0.1 ve ¢ = 0.1 i¢in yaklagik

¢Ozumi
t Y1y Y16 Y1iH Yoy Y26 You
0. 2 2 0 3 3 0
0.1 | 2.62266416 | 2.62266494 | 7.8061942065 | 1.48246845 | 1.48245989 | 8.5527439281
51955607 58149813 94341*10"-7 2155647 94117189 9183*10"-6
0.2 | 3.21089389 | 3.21089408 | 1.9286321384 | 1.56993673 | 1.56993462 | 2.1130770113
254133 5404544 370808*10"-7 | 40026154 0925604 675368*10"-6
0.3 | 3.91174932 | 3.91174936 | 3.5737356629 | 1.90832325 | 1.90832285 | 3.9154921016
9211002 49483586 53936*10"-8 04947882 8945578 582023*10"-7
0.4 | 4.76783773 | 4.76783774 | 5.8865161634 | 2.34109736 | 2.34109730 | 6.4491731510
5726394 161291 00302*10"-9 965347 51617385 68521*10"-8
0.5 | 5.81392560 | 5.81392560 | 9.0933749419 | 2.86198840 | 2.86198839 | 9.9582910806
461011 5519447 26413*107-10 6475112 6516821 36172*10"-9
0.6 | 7.08994357 | 7.08994357 | 1.3535039755 | 3.48610162 | 3.48610162 | 1.4759029554
9189768 9325118 65217*10"-10 1604352 0128449 056724*10"-9
0.7 | 8.64388942 | 8.64388942 | 2.0280666035 | 4.23459209 | 4.23459209 | 2.1229862312
8638504 8658785 43266*10M-11 0423576 0211278 56618*10"-10
0.8 | 10.5337571 | 10.5337571 | 3.8742342667 | 5.13349175 | 5.13349175 | 2.9446667326
80722365 80726239 | 31946*10"-12 1910176 18807295 | 73795*10"-11
0.9 | 12.8296777 | 12.8296777 | 1.9770851622 | 6.21443606 | 6.21443606 | 3.3635316754
75426449 75428426 | 52478*10"-12 5148901 5145537 04374*10"-12
1. | 15.6164875 | 15.6164875 | 2.1973534103 | 7.51580839 | 7.51580839 | 4.9737991503
63674093 6367629 3811*10M-12 9205669 9206167 20701*10"-13

Bu tablodaki verilere ait hata grafikleri asagidaki gibidir.

4.x1077 |

1Y1G) - Y1) |

1.x1077}

3.x1077F

2.x1077F

0.0 0.2

0.4 0.6

t

0.8 1.0

1Y2G) - Y2(Y) |

2.x1076F

0.6

0.8 1.0

Sekil 6.19. (6.1) denkleminin RK-GLBIIIA metodu ile [0,1] araliginda h=0.1 ve

€ = 0.1 i¢in hata grafigi
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(6.1) denklemi [0,1] araliginda h=0.1 adim araligi ve ¢ = 0.01 alinarak ¢6ziildiiglinde

hata grafigi ve ¢coziime ait degerler asagidaki gibi olmaktadir.

Cizelge 6.20. (6.1) denkleminin RK-GLBIIIA ile h=0.1 ve € = 0.01 i¢in yaklagik

¢Ozumi
t Y1y Y16 Y1iH Yoy Y26 You
0. 2 2 0 3 3 0
0.1 | 2.46659118 | 2.46936494 | 0.0027737687 | 1.54986107 | 1.26972409 | 0.2801369747
11909313 9896708 057767246 42516556 95219028 2975285
0.2 | 3.02845488 | 3.02884291 | 0.0003880302 | 1.63510630 | 1.59591716 | 0.0391891450
6366174 6629996 638217259 71404135 20790449 6136861
0.3 | 3.72225929 | 3.72231357 | 0.0000542826 | 1.99296539 | 1.98748311 | 0.0054822790
08335126 34721104 3859785787 279654 37380957 58444339
0.4 | 4.57900953 | 4.57901712 | 7.5937504027 | 2.45918287 | 2.45841593 | 0.0007669313
3668346 7418749 12374*10"-6 10802717 9737163 431084568
0.5 | 5.63452619 | 5.63452725 | 1.0623115960 | 3.02596689 | 3.02585960 | 0.0001072881
5658322 7969918 228802*10"-6 | 48869645 67180874 6887706216
0.6 | 6.93214929 | 6.93214944 | 1.4861053010 | 3.71082001 | 3.71080500 | 0.0000150088
7691332 6301862 406522*10"-7 | 60937406 72527567 40983821159
0.7 | 8.52462820 | 8.52462823 | 2.0790702492 | 4.53894175 | 4.53893965 | 2.0996275704
996292 0753622 945456*10"-8 8045533 8417963 73217*10"-6
0.8 | 10.4762313 | 10.4762313 | 2.9099513909 | 5.54168405 | 5.54168376 | 2.9372138410
64222455 67132407 61396*10"-9 3973542 0252158 366233*10"-7
0.9 | 12.8652938 | 12.8652938 | 4.0974512671 | 6.75745367 | 6.75745363 | 4.1087467650
3109401 31503756 | 70981*10"-10 3014119 1926651 4136*10"-8
1. | 15.7873228 | 15.7873228 | 6.0584426364 | 8.23320258 | 8.23320258 | 5.7454450086
56830375 5689096 58494*107-11 8943712 3198267 42491*10"-9

Bu tablodaki verilere ait hata grafikleri asagidaki gibidir.
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Sekil 6.20. (6.1) denkleminin RK-GLBIIIA metodu ile [0,1] araliginda h=0.1 ve

e = 0.01 i¢in hata grafigi
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(6.1) denklemi [0,1] araliginda h=0.1 adim aralig1 ve ¢ = 0.001 almarak ¢6ziildiiglinde

hata grafigi ve ¢coziime ait degerler asagidaki gibi olmaktadir.

Cizelge 6.21. (6.1) denkleminin RK-GLBIIIA ile h=0.1 ve ¢ = 0.001 i¢in yaklagik

¢Ozumi
t Y1y Y16 Y1iH Yoy Y26 You
0. 2 2 0 3 3 0
0.1 | 2.44865410 | 2.45029033 | 0.0016362325 | 2.91143311 | 1.27356512 | 1.637867987
1462595 4034645 720500337 603264 84209184 6117217
0.2 | 3.00744301 | 3.00878281 | 0.0013397989 | 2.94306759 | 1.60192954 | 1.341138046
61278927 50449654 170726987 10160744 4211872 8042025
0.3 | 3.70060109 | 3.70169816 | 0.0010970696 | 3.09461490 | 1.99644870 | 1.098166197
2734309 24110965 767875765 25646887 46844315 8802573
0.4 | 455761219 | 4.55851050 | 0.0008983153 | 3.37057446 | 2.47136128 | 0.899213172
2570455 78772449 067898542 2466794 97134820 7533121
0.5 | 5.61437488 | 5.61511044 | 0.0007355689 | 3.78042988 | 3.04412572 | 0.736304151
0621578 95723995 508212748 0210296 91505934 0597026
0.6 | 6.91462634 | 6.91522865 | 0.0006023070 | 4.33904507 | 3.73613597 | 0.602909097
9251526 63462678 947422937 7826422 98567777 9696443
0.7 | 8.51168231 | 8.51217550 | 0.0004931880 | 5.06727598 | 4.57359496 | 0.493681014
7796216 58725456 763283658 2631021 79421268 68889414
0.8 | 10.4705628 | 10.4709666 | 0.0004038379 | 5.99282216 | 5.58858055 | 0.404241609
02987414 40964560 771458267 83622445 86653230 69692124
0.9 | 12.8705891 | 12.8709197 | 0.0003306752 | 7.15135243 | 6.82034663 | 0.331005799
0762267 82916152 9348151936 7891671 83000758 59159493
1. 15.8085562 | 15.8088270 | 0.0002707673 | 8.58794932 | 8.31691132 | 0.271038004
48073657 15454308 80651904 788182 30494657 83235396

Bu tablodaki verilere ait hata grafikleri asagidaki gibidir.

0.0015- 1.5

=
(=)

0.00101
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t t
Sekil 6.21. (6.1) denkleminin RK-GLBIIIA metodu ile [0,1] araliginda h=0.1 ve
€ = 0.001 i¢in hata grafigi
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(6.1) denklemi [0,1] araliginda h=0.01 adim arali§1 ve ¢ = 0.1 alinarak ¢6ziildiiglinde

hata grafigi ve ¢coziime ait degerler asagidaki gibi olmaktadir.

Cizelge 6.22. (6.1) denkleminin RK-GLBIIIA ile h=0.01 ve € = 0.1 i¢in yaklagsik

¢Ozumi
t Y1y Y16 Y1iH Yoy Y26 You

0. 2 2 0 3 3 0
0.1 | 2.62266494 | 2.62266494 | 5.7731597280 | 1.48245989 | 1.48245989 | 7.5939254884
58149756 58149813 | 50814*10"-15 | 94117948 94117189 | 36071*10"-14
0.2 | 3.21089408 | 3.21089408 | 1.7763568394 | 1.56993462 | 1.56993462 | 1.9984014443
5404546 5404544 00250*10"-15 0925624 0925604 25281*10"-14
0.3 | 391174936 | 3.91174936 | 1.7763568394 | 1.90832285 | 1.90832285 | 3.7747582837
49483555 49483537 | 00250*10"-15 894558 89455763 | 25532*10"-15
0.4 | 476783774 | 4.76783774 | 1.2434497875 | 2.34109730 | 2.34109730 | 5.7731597280
1612922 161291 80175*%10"-14 | 51617443 51617385 | 50814*10"-15
0.5 | 5.81392560 | 5.81392560 | 5.3290705182 | 2.86198839 | 2.86198839 | 1.7763568394
5519453 5519447 00751*10"-15 | 65168227 6516821 00250*10"-15
0.6 | 7.08994357 | 7.08994357 | 7.1054273576 | 3.48610162 | 3.48610162 | 2.6645352591
93251095 9325102 01002*10"-15 | 01284456 0128443 00375*10"-15
0.7 | 8.64388942 | 8.64388942 | 8.8817841970 | 4.23459209 | 4.23459209 | 3.5527136788
8658776 8658785 01252*10"-15 0211274 0211278 00501*10"-15
0.8 | 10.5337571 | 10.5337571 | 4.7961634663 | 5.13349175 | 5.13349175 | 2.1316282072
80726287 80726239 | 80676*10"-14 1880751 18807295 | 80300*10"-14
0.9 | 12.8296777 | 12.8296777 | 1.0658141036 | 6.21443606 | 6.21443606 | 3.5527136788
75428436 75428426 | 40150*10"-14 5145541 5145537 00501*10"-15
1. | 15.6164875 | 15.6164875 | 1.4210854715 | 7.51580839 | 7.51580839 | 3.5527136788
63676305 6367629 20200*10"-14 920617 9206167 00501*10"-15

Bu tablodaki verilere ait hata grafikleri asagidaki gibidir.
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(6.1) denklemi [0,1] araliginda h=0.01 adim arali§1 ve ¢ = 0.1 alinarak ¢6ziildiiglinde

hata grafigi ve ¢coziime ait degerler asagidaki gibi olmaktadir.

Cizelge 6.23. (6.1) denkleminin RK-GLBIIIA ile h=0.01 ve € = 0.01 i¢in yaklasik

¢Ozumi
t Y1y Y16 Y1iH Yoy Y26 You
0. 2 2 0 3 3 0
0.1 | 2.46936494 | 2.46936494 | 7.5495165674 | 1.26972409 | 1.26972409 | 8.8595797365
98967005 9896708 51064*10"-15 | 95227888 95219028 | 08749*10"-13
0.2 | 3.02884291 | 3.02884291 | 2.2204460492 | 1.59591716 | 1.59591716 | 1.1102230246
6629998 6629996 50313*10"-15 2079046 20790449 | 25156*10"-15
0.3 | 3.72231357 | 3.72231357 | 1.1102230246 | 1.98748311 | 1.98748311 | 5.5511151231
34720993 34721104 | 25156*10"-14 | 37380902 37380957 | 25783*10"-15
0.4 | 4.57901712 | 4.57901712 | 5.3290705182 | 2.45841593 | 2.45841593 | 2.6645352591
7418754 7418749 00751*10"-15 9737166 9737163 00375*10"-15
0.5 | 5.63452725 | 5.63452725 | 9.9475983006 | 3.02585960 | 3.02585960 | 4.8405723873
7969818 7969918 41403*10~-14 6718039 67180874 | 65682*10"-14
0.6 | 6.93214944 | 6.93214944 | 4.3520742565 | 3.71080500 | 3.71080500 | 2.1316282072
63018185 6301862 30613*10"-14 | 72527345 7252756 80300*10"-14
0.7 | 8.52462823 | 8.52462823 | 7.9936057773 | 4.53893965 | 4.53893965 | 3.9968028886
0753542 0753622 01127*10"-14 8417923 8417963 50563*10"-14
0.8 | 10.4762313 | 10.4762313 | 1.7763568394 | 5.54168376 | 5.54168376 | 8.8817841970
67132424 67132407 | 00250*10"-14 0252167 0252158 01252*10"-15
0.9 | 12.8652938 | 12.8652938 | 5.8797411384 | 6.75745363 | 6.75745363 | 2.8954616482
31503168 31503756 | 14829*10"-13 1926362 1926651 22408*10"-13
1. | 15.7873228 | 15.7873228 | 5.3823612233 | 8.23320258 | 8.23320258 | 2.6645352591
56890421 5689096 82759*10"-13 3198 3198267 00375*10"-13

Bu tablodaki verilere ait hata grafikleri asagidaki gibidir.
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Sekil 6.23. (6.1) denkleminin RK-GLBIIIA metodu ile [0,1] araliginda h=0.01 ve

e = 0.01 i¢in hata grafigi
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(6.1) denklemi [0,1] araliginda h=0.01 adim aralig1 ve

e =0.001 almarak

¢oziildiigiinde hata grafigi ve ¢éziime ait degerler asagidaki gibi olmaktadir.

Cizelge 6.24. (6.1) denkleminin RK-GLBIIIA ile h=0.01 ve ¢ = 0.001 i¢in yaklasik

¢Ozumi
t Y1y Y16 Y1iH Yoy Y26 You

0. 2 2 0 3 3 0
0.1 | 2.45029033 | 2.45029033 | 5.3290705182 | 1.27356513 | 1.27356512 | 5.2715716236
4029316 4034645 00751*10"-12 369249 84209184 66205*10"-9
0.2 | 3.00878281 | 3.00878281 | 1.5409895581 | 1.60192954 | 1.60192954 | 7.6827433304
50448113 50449654 | 79717*10"-13 | 42117951 4211872 06083*10"-14
0.3 | 3.70169816 | 3.70169816 | 6.2350125062 | 1.99644870 | 1.99644870 | 3.1175062531
2410472 24110956 | 94879*10"-13 | 46841197 46844315 | 47439*10"-13
0.4 | 455851050 | 4.55851050 | 4.5830006456 | 2.47136128 | 2.47136128 | 2.2870594307
7876787 78772449 | 52646*10”-13 | 97132533 97134820 | 27822*10"-13
0.5 | 5.61511044 | 5.61511044 | 8.7219120814 | 3.04412572 | 3.04412572 | 4.3565151486
9571527 95723995 5523*107-13 91501578 91505934 | 29114*10"-13
0.6 | 6.91522865 | 6.91522865 | 2.2755131112 | 3.73613597 | 3.73613597 | 1.1364242880
63439915 63462669 | 71721*10"-12 9855641 98567773 | 06310*10"-12
0.7 | 8.51217550 | 8.51217550 | 2.2275514766 | 4.57359496 | 4.57359496 | 1.1128875598
5870317 58725456 | 07914*10"-12 7941014 79421268 | 84257*10"-12
0.8 | 10.4709666 | 10.4709666 | 2.0499157926 | 5.58858055 | 5.58858055 | 1.0231815394
4096251 40964560 | 67889*10"-12 86643 86653230 | 94544*10"-12
0.9 | 12.8709197 | 12.8709197 | 1.6804335700 | 6.82034663 | 6.82034663 | 8.3932860661
82914472 82916152 | 72637*10"-12 8299236 83000758 | 66183*10"-13
1. | 15.8088270 | 15.8088270 | 4.7393200475 | 8.31691132 | 8.31691132 | 2.3661073100
1544957 15454308 | 19868*10"-12 30471 30494657 | 81133*10"-12

Bu tablodaki verilere ait hata grafikleri asagidaki gibidir.
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(6.1) denklemi [0,1] araliinda h=0.001 adim aralig1 ve ¢ = 0.1 alinarak ¢6ziildiiglinde

hata grafigi ve ¢coziime ait degerler asagidaki gibi olmaktadir.

Cizelge 6.25. (6.1) denkleminin RK-GLBIIIA ile h=0.001 ve € = 0.1 i¢in yaklagik

¢Ozumi
t Y1y Y16 Y1iH Yoy Y26 Yau

0. 2 2 0 3 3 0
0.1 | 2.62266494 | 2.62266494 | 8.8817841970 | 1.48245989 | 1.48245989 | 2.2204460492
5814982 58149813 | 01252*10"-16 9411719 94117189 | 50313*10"-16
0.2 | 3.21089408 | 3.21089408 | 5.3290705182 | 1.56993462 | 1.56993462 | 1.5543122344
54045493 5404544 00751*10~-15 | 09256055 0925604 75219*10"-15
0.3 | 3.91174936 | 3.91174936 | 2.6645352591 | 1.90832285 | 1.90832285 | 1.1102230246
49483563 49483537 | 00375*10"-15 | 89455774 89455763 | 25156*10~-15
0.4 | 476783774 | 4.76783774 | 1.1546319456 | 2.34109730 | 2.34109730 | 5.3290705182
1612921 161291 10162*10"-14 5161744 51617385 | 00751*10"-15
0.5 | 5.81392560 | 5.81392560 | 2.6645352591 | 2.86198839 | 2.86198839 | 1.7763568394
551945 5519447 00375*10"-15 | 65168227 6516821 00250*10"-15
0.6 | 7.08994357 | 7.08994357 | 1.7763568394 | 3.48610162 | 3.48610162 | 1.3322676295
9325104 9325102 00250*10"-15 | 01284443 0128443 50187*10"-15
0.7 | 8.64388942 | 8.64388942 | 1.9539925233 | 4.23459209 | 4.23459209 | 7.9936057773
8658765 8658785 40275*10"-14 021127 0211278 01127*10"-15
0.8 | 10.5337571 | 10.5337571 | 3.7303493627 | 5.13349175 | 5.13349175 | 1.6875389974
80726276 80726239 | 40526*10"-14 1880746 18807295 | 30238*10"-14
0.9 | 12.8296777 | 12.8296777 | 7.1054273576 | 6.21443606 | 6.21443606 | 2.6645352591
75428433 75428426 | 01002*10"-15 5145534 5145537 00375*10"-15
1. | 15.6164875 | 15.6164875 | 8.8817841970 | 7.51580839 | 7.51580839 | 1.7763568394
636763 6367629 01252*10"-15 9206168 9206167 00250*10"-15

Bu tablodaki verilere ait hata grafikleri asagidaki gibidir.
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Sekil 6.25. (6.1) denkleminin RK-GLBIIIA metodu ile [0,1] araliginda h=0.001 ve
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(6.1) denklemi

[0,1] araliginda h=0.001 adim arahig1 ve

e =0.01 alinarak

¢oziildiigiinde hata grafigi ve ¢éziime ait degerler asagidaki gibi olmaktadir.

Cizelge 6.26. (6.1) denkleminin RK-GLBIIIA ile h=0.001 ve ¢ = 0.01 i¢in yaklagik

¢Ozumi
t Y1y Y16 Y1iH Yoy Y26 Yau

0. 2 2 0 3 3 0
0.1 | 2.46936494 | 2.46936494 | 2.2204460492 | 1.26972409 | 1.26972409 | 6.6613381477
98967103 9896708 50313*10"-15 | 95219035 95219028 | 50939*10"-16
0.2 | 3.02884291 | 3.02884291 | 5.3290705182 | 1.59591716 | 1.59591716 | 2.4424906541
66300013 6629996 00751*10"-15 | 20790473 20790449 | 75344*10"-15
0.3 | 3.72231357 | 3.72231357 | 6.2172489379 | 1.98748311 | 1.98748311 | 3.1086244689
34721042 34721104 | 00877*10"-15 | 37380926 37380957 | 50438*107-15
0.4 | 4.57901712 | 4.57901712 | 1.3322676295 | 2.45841593 | 2.45841593 | 6.6613381477
7418762 7418749 50187*10"-14 973717 9737163 50939*10"-15
0.5 | 5.63452725 | 5.63452725 | 8.7041485130 | 3.02585960 | 3.02585960 | 4.2632564145
7969831 7969918 61227*10"-14 | 67180448 67180874 | 60601*10"-14
0.6 | 6.93214944 | 6.93214944 | 2.8421709430 | 3.71080500 | 3.71080500 | 1.2878587085
6301834 6301862 40401*10~-14 7252743 7252756 65181*10"-14
0.7 | 8.52462823 | 8.52462823 | 6.7501559897 | 4.53893965 | 4.53893965 | 3.3750779948
0753555 0753622 20952*10~-14 8417929 8417963 60476*10"-14
0.8 | 10.4762313 | 10.4762313 | 2.3092638912 | 5.54168376 | 5.54168376 | 1.1546319456
6713243 67132407 | 20325*10"-14 025217 0252158 10162*10"-14
0.9 | 12.8652938 | 12.8652938 | 5.8264504332 | 6.75745363 | 6.75745363 | 2.8688162956
31503173 31503756 | 32822*10"-13 19263645 1926651 31404*10"-13
1. | 15.7873228 | 15.7873228 | 5.3823612233 | 8.23320258 | 8.23320258 | 2.6467716907
56890421 5689096 82759*10"-13 3198002 3198267 06373*10"-13

Bu tablodaki verilere ait hata grafikleri asagidaki gibidir.
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e = 0.01 i¢in hata grafigi
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(6.1) denklemi [0,1] araligimda h=0.001 adim aralig1 ve

e =0.001 alinarak

¢oziildiigiinde hata grafigi ve ¢oziime ait degerler asagidaki gibi olmaktadir.

Cizelge 6.27. (6.1) denkleminin RK-GLBIIIA ile h=0.001 ve ¢ = 0.001 i¢in yaklasik

¢Ozumi
t Y1y Y16 Y1iH Yoy Y26 Yau

0. 2 2 0 3 3 0
0.1 | 2.4502903 | 2.45029033 | 6.2616578588 | 1.27356512 | 1.27356512 | 3.1086244689
34034582 4034645 85883*10"-14 84208873 84209184 | 50438*10"-14
0.2 | 3.0087828 | 3.00878281 | 1.5365486660 | 1.60192954 | 1.60192954 | 7.6605388699
15044811 50449654 81216*10"-13 42117953 4211872 1358*10"-14
0.3 | 3.7016981 | 3.70169816 | 6.2216898299 | 1.99644870 | 1.99644870 | 3.1086244689
62410473 24110956 | 99377*10"-13 46841206 46844315 | 50438*10"-13
0.4 | 4.5585105 | 4.55851050 | 4.6096459982 | 2.47136128 | 2.47136128 | 2.3003821070
07876784 78772449 4365*10"-13 9713252 97134820 | 23324*10"-13
0.5 | 5.6151104 | 5.61511044 | 8.7307938656 | 3.04412572 | 3.04412572 | 4.3609560407
49571526 95723995 | 52231*10"-13 91501573 91505934 | 27615*10"-13
0.6 | 6.9152286 | 6.91522865 | 2.2719603975 | 3.73613597 | 3.73613597 | 1.1346479311
56343995 63462669 | 92920*10"-12 9855643 98567773 6691*10M-12
0.7 | 8.5121755 | 8.51217550 | 2.2168933355 | 4.57359496 | 4.57359496 | 1.1075584893
05870328 58725456 | 71512*10"-12 794102 79421268 | 66056*10"-12
0.8 | 10.470966 | 10.4709666 | 2.0339285811 | 5.58858055 | 5.58858055 | 1.0160761121
64096252 40964560 13286*10"-12 8664307 86653230 | 36943*10"-12
0.9 | 12.870919 | 12.8709197 | 1.6697754290 | 6.82034663 | 6.82034663 | 8.3399953609
78291448 82916152 | 36235*10"-12 8299242 83000758 84176*10"-13
1. | 15.808827 | 15.8088270 | 4.7375436906 | 8.31691132 | 8.31691132 | 2.3661073100
01544957 15454308 80468*10"-12 30471 30494657 | 81133*10"-12

Bu tablodaki verilere ait hata grafikleri asagidaki gibidir.
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6.3. Uygulama (Stiff Problem)

Bu bolimde Runge-Kutta Gauss-Legendre metodlarinin adim arali§ma ve

mertebelerine gore degisimleri verilecektir.

y1(t) = —y;1(t) + 95y,(t)
6.2)

y2(t) = y1(t) — 97y,(t)

y,(0)=1,y,(0)=1,0<t<1

seklinde verilen bir baslangic deger problemi ic¢in stiffness katsayis1 4800’diir. Bu
katsay1 denklemin yiiksek stiffligini gostermektedir.

6.3.1. Runge-Kutta Gauss-Legendre s=1, p=2 ile Yaklasim

(6.2) denklemi [0,1] araliginda h=0.1 adim aralig1 almarak ¢oziildiiglinde hata grafigi

ve ¢oziime ait degerler asagidaki gibi olmaktadir.

Cizelge 6.28. (6.2) denkleminin RK-GL s=1, p=2 ve h=0.1 i¢in yaklasik ¢6ztiimii

t Y1y Y16 Y1iH Yoy Y26 You
0. 1 1. 0. 1 1. 0.
0.1 | 2.59017781 | 1.95574213 | 0.634435680 - 0.020221525 | 0.64765590
54106685 44344712 9761973 0.627434377 78649165 34325543
0.2 | 1.53250700 | 1.95180728 | 0.419300280 | 0.448163520 | 0.020125962 | 0.42803755
29919101 31517785 1598684 4884564 87619188 761226453
0.3 | 2.22496723 | 1.94782723 | 0.277139996 - 0.020084919 | 0.28291497
57287817 95891378 1396439 0.262830058 80745645 82595117
0.4 | 1.76067732 | 1.94385530 | 0.183177988 | 0.207038966 | 0.020043963 | 0.18699500
01953878 90135107 81812286 2968583 450649824 284620849
0.5 | 2.06096447 | 1.93989147 | 0.121073001 - 0.020003090 | 0.12359589
9314552 78380036 4765482 0.103592808 61055827 920327746
0.6 | 1.85591151 | 1.93593572 | 0.080024217 | 0.101654036 | 0.019962301 | 0.08169173
159983 95468116 94698167 34661332 11671016 522990317
0.7 | 1.98488070 | 1.93198804 | 0.052892655 - 0.019921594 | 0.05399483
3643326 76576439 98568216 0.034073235 | 799149192 05550985
0.8 | 1.89308855 | 1.92804841 | 0.034959857 | 0.055569302 | 0.019880971 | 0.03568833
84981467 5721819 22367223 695295475 488265647 120702983
0.9 | 1.94722380 | 1.92411681 | 0.023106988 - 0.019840431 | 0.02358849
56057694 73241974 281571983 | 0.003748067 01479566 890739254
1. | 1.90492045 | 1.92019323 | 0.015272777 | 0.035390987 | 0.019799973 | 0.01559101
86800614 60831133 403051885 11124608 20982053 390142555
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(6.2) denklemi [0,1] araliginda h=0.01 adim aralig1 almarak ¢oziildiigiinde hata grafigi

ve ¢oziime ait degerler asagidaki gibi olmaktadir.

Cizelge 6.29. (6.2) denkleminin RK-GL s=1, p=2 ve h=0.01 i¢in yaklasik ¢oziimii

t Y1y Y16 Y1H Yoy Y26 Y2H
0. 1 1. 0. 1 1. 0.
0.1 | 1.9557742 | 1.9557421 | 0.000032089 | 0.02018876 | 0.02022152 | 0.0000327580
237852245 | 344344712 | 35075327268 | 775112492 | 578649165 | 35366731164
0.2 | 1.9518072 | 1.9518072 | 2.465552428 | 0.02012596 | 0.02012596 | 2.5454581081
85617331 | 831517785 | 88746*10"-9 | 0330733772 | 287619188 | 82963*10"-9
0.3 | 1.9478272 | 1.9478272 | 4.126210484 | 0.02008491 | 0.02008491 | 5.8452895301
395478757 | 395891378 | 4008*10~-11 | 980687192 | 980745645 | 8193*10"-13
0.4 | 1.9438553 | 1.9438553 | 5.510902845 | 0.02004396 | 0.02004396 | 5.6826765515
089584016 | 090135107 | 1738*10~-11 | 3450081557 | 3450649824 | 43864*10"-13
0.5 | 1.9398914 | 1.9398914 | 6.874567581 | 0.02000309 | 0.02000309 | 7.0886699288
77769258 | 778380036 | 8604*107-11 06098494 061055827 | 23066*10"-13
0.6 | 1.9359357 | 1.9359357 | 8.232681203 | 0.01996230 | 0.01996230 | 8.4891121909
294644848 | 295468116 | 4239*10"-11 | 111586125 111671016 | 79142*10"-13
0.7 | 1.9319880 | 1.9319880 | 9.585221505 | 0.01992159 | 0.01992159 | 9.8837604767
475617917 | 476576439 | 4037*10"-11 | 4798160816 | 4799149192 | 25456*10"-13
0.8 | 1.9280484 | 1.9280484 | 1.093221069 | 0.01988097 | 0.01988097 | 1.1272684175
156124968 | 15721819 | 2260*107-10 | 148713838 | 1488265647 | 00104*10"-12
0.9 | 1.9241168 | 1.9241168 | 1.227364876 | 0.01984043 | 0.01984043 | 1.2655917980
172014609 | 173241974 | 3994*107-10 | 1013530068 | 101479566 | 27543*10"-12
1. | 1.9201932 | 1.9201932 | 1.360958012 | 0.01979997 | 0.01979997 | 1.4033496587
359470175 | 360831133 | 9525*107-10 | 320841718 | 320982053 | 01813*10"-12
Bu degerlere ait hata grafigi asagidaki gibidir.
4.x1078 4.x10-8
=3 x1078 < 3.x10°8
;‘; 2.x1078 ; 2.x1078
>_-1><10’8 >_-1><108
ok ‘ ey 0:
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.4 0.6 0.8 1.0
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Sekil 6.28. (6.2) denkleminin RK-GL s=1, p=2 ve h=0.01 i¢in hata grafigi
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(6.2) denklemi [0,1] araliginda h=0.001 adim aralig1 alinarak ¢oziildiigiinde hata grafigi

ve ¢oziime ait degerler asagidaki gibi olmaktadir.

Cizelge 6.30. (6.2) denkleminin RK-GL s=1, p=2 ve h=0.001 i¢in yaklasik ¢6zliimii

t Y1y Y16 Y1H Yay Y26 Y2H
0. 1 1. 0. 1 1. 0.
0.1 | 1.955742 | 1.95574213 | 4.169899889 | 0.020221100 | 0.020221525 | 4.2567926947
55142446 | 44344712 | 82763*10"-7 10722217 78649165 | 928436*10"-7
0.2 | 1.951807 | 1.95180728 | 4.588440738 | 0.020125962 | 0.020125962 | 4.7123551588
28319766 | 31517785 | 4733*107-11 82906833 87619188 | 64589*10"-11
0.3 | 1.947827 | 1.94782723 | 4.085620730 | 0.020084919 | 0.020084919 | 8.1636086779
23958872 | 95891378 | 6205*10"-13 | 807448285 80745645 | 46854*107-15
0.4 | 1.943855 | 1.94385530 | 5.497824417 | 0.020043963 | 0.020043963 | 5.6656068725
30901296 | 90135107 | 9437*10"-13 | 45064416 450649824 | 40252*107-15
0.5 | 1.939891 | 1.93989147 | 6.870060076 | 0.020003090 | 0.020003090 | 7.0776717819
47783731 | 78380036 | 3804*10"-13 61055119 61055827 | 85373*107-15
0.6 | 1.935935 | 1.93593572 | 8.231193504 | 0.019962301 | 0.019962301 | 8.4897366914
72954598 | 95468116 | 5709*10"-13 11670167 11671016 | 30494*107-15
0.7 | 1.931988 | 1.93198804 | 9.590106486 | 0.019921594 | 0.019921594 | 9.8844543661
04765668 | 76576439 | 7121*10"-13 | 799139308 799149192 | 15847*10"-15
0.8 | 1.928048 | 1.92804841 | 1.093569679 | 0.019880971 | 0.019880971 | 1.1275702593
41572072 | 5721819 | 2557*107-12 | 48825437 488265647 | 84924*10"-14
0.9 | 1.924116 | 1.92411681 | 1.227240531 | 0.019840431 | 0.019840431 | 1.2653073033
81732297 | 73241974 | 4206*10~-12 | 014783007 01479566 | 77483*10"-14
1. | 1.920193 | 1.92019323 | 1.361355472 | 0.019799973 | 0.019799973 | 1.4040851814
23608175 | 60831133 | 7953*10"-12 | 20980649 20982053 55627*10"-14
Bu degerlere ait hata grafigi asagidaki gibidir.
1.x107° 1.x10°9F
— 8.x10710} — 8.x10710}
= S
> 6.x10710 - > 6.x107101
S 4x10m0} g 4.x10710F
> z
- 2.x10710 2.x10710}
ok 0e

0.0

0.4
t

0.6

0.8 1.0
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Sekil 6.29. (6.2) denkleminin RK-GL s=1, p=2 ve h=0.001 i¢in hata grafigi
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6.3.2. Runge-Kutta Gauss-Legendre s=2, p=4 ile Yaklasim

(6.2) denklemi [0,1] araliginda h=0.1 adim aralig1 alinarak ¢6ziildiiglinde hata grafigi ve

cOzlime ait degerler asagidaki gibi olmaktadir.

Cizelge 6.31. (6.2) denkleminin RK-GL s=2, p=4 ve h=0.1 i¢in yaklasik ¢6ztiimii

t Y1y Y16 Y1iH Yoy Y26 You
0. 1 1. 0. 1 1. 0.
0.1 | 1.6726001 | 1.9557421 | 0.2831419740 | 0.30926354 | 0.02022152 | 0.2890420196
603995893 | 344344712 3488195 546980983 578649165 8331816
0.2 | 1.8682479 | 1.9518072 | 0.0835593493 | 0.10542650 | 0.02012596 | 0.0853005393
33764637 | 831517785 871416 227028438 287619188 940925
0.3 | 1.9231722 | 1.9478272 | 0.0246549474 | 0.04525362 | 0.02008491 | 0.0251687014
921113437 | 395891378 77794176 126353222 980745645 5607577
0.4 | 1.9365806 | 1.9438553 | 0.0072746666 | 0.02747021 | 0.02004396 | 0.0074262544
423479364 | 090135107 65574303 790376632 | 3450649824 53116496
0.5 | 1.9377450 | 1.9398914 | 0.0021464566 | 0.02219427 | 0.02000309 | 0.0021911839
212234635 | 778380036 1454016 4581583212 | 061055827 71024944
0.6 | 1.9353023 | 1.9359357 | 0.0006333315 | 0.02060882 | 0.01996230 | 0.0006465287
979853943 | 295468116 614173163 98917728 111671016 750626394
0.7 | 1.9318011 | 1.9319880 | 0.0001868702 | 0.02011235 | 0.01992159 | 0.0001907641
774157908 | 476576439 | 4185304324 899901167 | 4799149192 | 9986247678
0.8 | 1.9279932 | 1.9280484 | 0.0000551377 | 0.01993725 | 0.01988097 | 0.0000562867
779560462 | 15721819 | 65772705905 | 8201793033 | 1488265647 | 13527385623
0.9 | 1.9241005 | 1.9241168 | 0.0000162688 | 0.01985703 | 0.01984043 | 0.0000166079
484245368 | 173241974 | 99660554226 | 892195014 101479566 0715448182
1. 1.9201884 | 1.9201932 | 4.8002869250 | 0.01980487 | 0.01979997 | 4.9003141730
357961883 | 360831133 | 66288*10"-6 | 3523993613 | 320982053 82038*10"-6

Bu degerlere ait hata grafigi asagidaki gibidir.

IYLG) - Y1) |

t
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Sekil 6.30. (6.2) denkleminin RK-GL s=2, p=4 ve h=0.1 i¢in hata grafigi




(6.2) denklemi [0,1] araliginda h=0.01 adim aralig1 almarak ¢oziildiigiinde hata grafigi

ve ¢oziime ait degerler asagidaki gibi olmaktadir.

Cizelge 6.32. (6.2) denkleminin RK-GL s=2, p=4 ve h=0.01 i¢in yaklasik ¢oziimii

t Y1y Y16 Y1H Yoy Y26 Y2H
0. 1 1. 0. 1 1. 0.
0.1 | 1.95574142 | 1.95574213 | 7.116004552 | 0.020222252 | 0.020221525 | 7.264286176
2834016 44344712 | 27667*10~-7 | 215109322 78649165 72109*107-7
0.2 | 1.95180728 | 1.95180728 | 7.960720971 | 0.020125962 | 0.020125962 | 8.126646230
30721713 31517785 311*107-11 957458342 87619188 9548*10"-11
0.3 | 1.94782723 | 1.94782723 | 6.439293542 | 0.020084919 | 0.020084919 | 6.824402154
95891314 95891378 | 8259*10"-15 | 807463273 80745645 4927*10"-15
0.4 | 1.94385530 | 1.94385530 | 4.440892098 | 0.020043963 | 0.020043963 | 3.469446951
90135111 90135107 | 5006*10"-16 | 450649828 450649824 | 9536*10"-18
0.5 | 1.93989147 | 1.93989147 | 2.220446049 | 0.020003090 | 0.020003090 | 3.469446951
78380039 78380036 | 2503*10"-16 | 610558272 61055827 9536*10"-18
0.6 | 1.93593572 | 1.93593572 | 2.220446049 | 0.019962301 | 0.019962301 | 3.469446951
95468118 95468116 | 2503*10"-16 | 116710164 11671016 9536*10"-18
0.7 | 1.93198804 | 1.93198804 0. 0.019921594 | 0.019921594 | 3.469446951
76576439 76576439 799149196 799149192 | 9536*10"-18
0.8 | 1.92804841 | 1.92804841 | 2.220446049 | 0.019880971 | 0.019880971 | 6.938893903
57218192 5721819 | 2503*10"-16 | 488265654 488265647 | 9072*10"-18
0.9 | 1.92411681 | 1.92411681 | 8.881784197 | 0.019840431 | 0.019840431 | 1.040834085
73241983 73241974 | 0012*10"-16 01479567 01479566 5860*107-17
1. | 1.92019323 | 1.92019323 | 1.110223024 | 0.019799973 | 0.019799973 | 1.040834085
60831144 60831133 | 6251*10"-15 20982054 20982053 5860*107-17
Bu degerlere ait hata grafigi asagidaki gibidir.
1.2x1079f| 1.2x1079}
_ Lx107%f _ 1x107°F
;:_ 8.x10710} f§ 8.x10710}
5 610710 é 6.x10710}
£ 4.x1010} S 4.x10710F
2.x10710F} 2.x10710F
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(6.2) denklemi [0,1] araliginda h=0.001 adim aralig1 alinarak ¢oziildiigiinde hata grafigi

ve ¢oziime ait degerler asagidaki gibi olmaktadir.

Cizelge 6.33. (6.2) denkleminin RK-GL s=2, p=4 ve h=0.001 i¢in yaklasik ¢6ziimii

t Y1y Y16 Y1iH Yoy Y26 You

0. 1 1. 0. 1 1. 0.

0.1 | 1.95574213 | 1.95574213 | 6.692313370 | 0.020221525 | 0.020221525 | 6.831690421
4367548 44344712 | 1379*10~-11 | 854808554 78649165 7047*10M-11

0.2 | 1.95180728 | 1.95180728 | 7.327471962 | 0.020125962 | 0.020125962 | 7.591149930
31517712 31517785 | 5260*107-15 87619947 87619188 8745*107-15

0.3 | 1.94782723 | 1.94782723 0. 0.020084919 | 0.020084919 | 3.469446951
95891378 95891378 807456445 80745645 9536*10"-18

0.4 | 1.94385530 | 1.94385530 | 2.220446049 | 0.020043963 | 0.020043963 | 3.469446951
90135104 90135107 | 2503*10”-16 45064982 450649824 | 9536*10"-18

0.5 | 1.93989147 | 1.93989147 | 4.440892098 | 0.020003090 | 0.020003090 0.
78380032 78380036 | 5006*10"-16 61055827 61055827

0.6 | 1.93593572 | 1.93593572 | 4.440892098 | 0.019962301 | 0.019962301 | 6.938893903
95468111 95468116 | 5006*10"-16 | 116710154 11671016 9072*10"-18

0.7 | 1.93198804 | 1.93198804 | 2.220446049 | 0.019921594 | 0.019921594 0.
76576436 76576439 | 2503*107-16 | 799149192 799149192

0.8 | 1.92804841 | 1.92804841 | 6.661338147 | 0.019880971 | 0.019880971 0.
57218183 5721819 7509*10M-16 | 488265647 488265647

0.9 | 1.92411681 | 1.92411681 | 2.220446049 | 0.019840431 | 0.019840431 0.
73241971 73241974 | 2503*107-16 01479566 01479566

1. | 1.92019323 | 1.92019323 | 6.661338147 | 0.019799973 | 0.019799973 | 1.040834085
60831127 60831133 | 7509*10"-16 20982052 20982053 5860*10M-17

Bu degerlere ait hata grafigi asagidaki gibidir.
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Sekil 6.32. (6.2) denkleminin RK-GL s=2, p=4 ve h=0.001 i¢in hata grafigi
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6.3.3. Runge-Kutta Gauss-Legendre s=3, p=6 ile Yaklasim

(6.2) denklemi [0,1] araliginda h=0.1 adim aralig1 alinarak ¢6ziildiiglinde hata grafigi ve

cOzlime ait degerler asagidaki gibi olmaktadir.

Cizelge 6.34. (6.2) denkleminin RK-GL s=3, p=6 ve h=0.1 i¢in yaklasik ¢6zliimii

t Y1y Y16 Y1iH Yoy Y26 You
0. 1 1. 0. 1 1. 0.
0.1 | 2.04369781 | 1.955742134 | 0.087955683 - 0.02022152 | 0.0897884835
82070638 4344712 77259255 0.06956695 | 578649165 5816497
777167332
0.2 | 1.94375676 | 1.951807283 | 0.008050517 | 0.02834423 | 0.02012596 | 0.0082182724
54480818 1517785 703696691 536830294 | 287619188 92111059
0.3 | 1.94856454 | 1.947827239 | 0.000737305 | 0.01933225 | 0.02008491 | 0.0007526692
50285094 5891378 4393715606 | 057130453 | 980745645 361519149
0.4 | 1.94378778 | 1.943855309 | 0.000067525 | 0.02011289 | 0.02004396 | 0.0000689330
30318795 0135107 9816311779 | 652275386 | 345064982 721040382
0.5 | 1.93989766 | 1.939891477 | 6.184354478 | 0.01999677 | 0.02000309 | 6.3132225983
21924826 8380036 96637*10"-6 | 738795991 | 061055827 5379*10"-6
0.6 | 1.93593516 | 1.935935729 | 5.663929556 | 0.01996287 | 0.01996230 | 5.7819531844
3153856 5468116 47643*10M-7 | 931202860 | 111671016 | 30533*10"-7
0.7 | 1.93198809 | 1.931988047 | 5.187299323 | 0.01992154 | 0.01992159 | 5.2953910787
9530637 6576439 41699*107-8 | 184523840 | 479914919 | 55096*10"-8
0.8 | 1.92804841 | 1.928048415 | 4.750778881 | 0.01988097 | 0.01988097 | 4.8497740788
097104 721819 40162*107-9 | 633803972 | 148826564 | 577826*10"-9
0.9 | 1.92411681 | 1.924116817 | 4.350990678 | 0.01984043 | 0.01984043 | 4.4416565911
77592964 3241974 8585*107-10 057063 101479566 | 36489*10"-10
1. | 1.92019323 | 1.920193236 | 3.984856888 | 0.01979997 | 0.01979997 | 4.0678828361
60432648 0831133 9055*10M-11 | 325049936 | 320982053 | 34018*10"-11

Bu degerlere ait hata grafigi asagidaki gibidir.
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Sekil 6.33. (6.2) denkleminin RK-GL s=3, p=6 ve h=0.1 i¢in hata grafigi
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(6.2) denklemi [0,1] araliginda h=0.01 adim aralig1 almarak ¢oziildiigiinde hata grafigi

ve ¢oziime ait degerler asagidaki gibi olmaktadir.

Cizelge 6.35. (6.2) denkleminin RK-GL s=3, p=6 ve h=0.01 i¢in yaklasik ¢oziimii

t Y1y Y16 Y1H Yoy Y26 Y2H

0. 1 1. 0. 1 1. 0.

0.1 | 1.95574213 | 1.955742134 | 4.759660887 | 0.02022152 | 0.02022152 | 4.8588412633
9194132 4344712 64323*10"-9 | 092765038 | 578649165 | 61002*10"-9

0.2 | 1.95180728 | 1.951807283 | 5.289102489 | 0.02012596 | 0.02012596 | 5.3993962079
31523074 1517785 3142*10"-13 | 287565194 | 287619188 | 16851*10"-13

0.3 | 1.94782723 | 1.947827239 0. 0.02008491 | 0.02008491 | 4.5102810375
95891378 5891378 980745640 | 980745645 | 3969*10~-17

0.4 | 1.94385530 | 1.943855309 | 2.220446049 | 0.02004396 | 0.02004396 | 3.4694469519
9013511 0135107 2503*10"-16 | 345064982 | 345064982 | 53614*10"-18

0.5 | 1.93989147 | 1.939891477 0. 0.02000309 | 0.02000309 | 3.4694469519
78380036 8380036 061055827 | 061055827 | 53614*10~-18

0.6 | 1.93593572 | 1.935935729 0. 0.01996230 | 0.01996230 0.
95468116 5468116 111671016 | 111671016

0.7 | 1.93198804 | 1.931988047 | 2.220446049 | 0.01992159 | 0.01992159 0.
76576436 6576439 2503*10"-16 | 479914919 | 479914919

0.8 | 1.92804841 | 1.928048415 0. 0.01988097 | 0.01988097 | 3.4694469519
5721819 721819 148826565 | 148826564 | 53614*10"-18

0.9 | 1.92411681 | 1.924116817 | 6.661338147 | 0.01984043 | 0.01984043 | 6.9388939039
7324198 3241974 7509*10"-16 | 101479566 | 101479566 | 07228*10"-18

1. | 192019323 | 1.920193236 | 8.881784197 | 0.01979997 | 0.01979997 | 6.9388939039
60831142 0831133 0012*10"-16 | 320982053 | 320982053 | 07228*10"-18

Bu degerlere ait hata grafigi asagidaki gibidir.
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Sekil 6.34. (6.2) denkleminin RK-GL s=3, p=6 ve h=0.01 i¢in hata grafigi
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(6.2) denklemi [0,1] araliginda h=0.01 adim aralig1 almarak ¢oziildiigiinde hata grafigi

ve ¢oziime ait degerler asagidaki gibi olmaktadir.

Cizelge 6.36. (6.2) denkleminin RK-GL s=3, p=6 ve h=0.001 i¢in yaklasik ¢6ziimii

t Y1y Y16 Y1H Yoy Y26 Y2H
0. 1 1. 0. 1 1. 0.
0.1 | 1.95574213 | 1.955742134 | 5.107025913 | 0.02022152 | 0.02022152 | 4.6733450442
44344763 4344712 2757*10"-15 | 578648697 | 578649165 | 81518*10"-15
0.2 | 1.95180728 | 1.951807283 | 8.881784197 | 0.02012596 | 0.02012596 | 1.3877787807
31517776 1517785 0012*10"-16 | 287619186 | 287619188 | 81445*10~-17
0.3 | 1.94782723 | 1.947827239 | 6.661338147 | 0.02008491 | 0.02008491 | 1.0408340855
95891372 5891378 7509*10"-16 | 980745643 | 980745645 | 86084*107-17
0.4 | 1.94385530 | 1.943855309 | 8.881784197 | 0.02004396 | 0.02004396 | 1.0408340855
90135098 0135107 0012*10"-16 | 345064981 | 345064982 | 86084*10"-17
0.5 | 1.93989147 | 1.939891477 | 1.110223024 | 0.02000309 | 0.02000309 | 6.9388939039
78380025 8380036 6251*10"-15 | 061055826 | 061055827 | 07228*10"-18
0.6 | 1.93593572 | 1.935935729 | 1.110223024 | 0.01996230 | 0.01996230 | 1.3877787807
95468105 5468116 6251*10"-15 | 111671014 | 111671016 | 81445*10~-17
0.7 | 1.93198804 | 1.931988047 | 8.881784197 | 0.01992159 | 0.01992159 | 3.4694469519
7657643 6576439 0012*10"-16 | 479914919 | 479914919 | 53614*10"-18
0.8 | 1.92804841 | 1.928048415 | 1.332267629 | 0.01988097 | 0.01988097 | 6.9388939039
57218176 721819 5501*10"-15 | 148826564 | 148826564 | 07228*107-18
0.9 | 1.92411681 | 1.924116817 | 8.881784197 | 0.01984043 | 0.01984043 | 6.9388939039
73241965 3241974 0012*10"-16 | 101479565 | 101479566 | 07228*107-18
1. | 1.92019323 | 1.920193236 | 1.332267629 | 0.01979997 | 0.01979997 | 1.7347234759
6083112 0831133 5501*10"-15 | 320982051 | 320982053 | 76807*10"-17
Bu degerlere ait hata grafigi asagidaki gibidir.
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Sekil 6.35. (6.2) denkleminin RK-GL s=3, p=6 ve h=0.001 i¢in hata grafigi
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6.3.4. Runge-Kutta Gauss-Legendre s=4, p=8 ile Yaklasim

(6.2) denklemi [0,1] araliginda h=0.1 adim aralig1 alinarak ¢6ziildiiglinde hata grafigi ve

cOzlime ait degerler asagidaki gibi olmaktadir.

Cizelge 6.37. (6.2) denkleminin RK-GL s=4, p=8 ve h=0.1 i¢in yaklasik ¢0ziimii

t Y1y Y16 Y1iH Yoy Y26 You
0. 1 1. 0. 1 1. 0.
0.1 | 1.93609093 | 1.955742134 | 0.019651196 | 0.04028220 | 0.02022152 | 0.0200606832
81949525 4344712 23951872 901660828 | 578649165 30116633
0.2 | 1.95140275 | 1.951807283 | 0.000404531 | 0.02053892 | 0.02012596 | 0.0004129605
21462074 1517785 0055711404 | 340340934 | 287619188 2721746454
0.3 | 1.94781893 | 1.947827239 | 8.305082832 | 0.02009339 | 0.02008491 | 8.4781421890
45063053 5891378 56037*10"-6 | 794964548 | 980745645 | 37585*10"-6
0.4 | 1.94385513 | 1.943855309 | 1.705033665 | 0.02004413 | 0.02004396 | 1.7405627549
85101441 0135107 36678*10"-7 | 750692531 | 345064982 | 33006*10"-7
0.5 | 1.93989147 | 1.939891477 | 3.500434386 | 0.02000309 | 0.02000309 | 3.5733756023
43375693 8380036 79392*10"-9 | 418393387 | 061055827 | 614838*10"-9
0.6 | 1.93593572 | 1.935935729 | 7.186384820 | 0.01996230 | 0.01996230 | 7.3361407226
94749477 5468116 5566*10~-11 | 119007156 | 111671016 | 80184*10"-11
0.7 | 1.93198804 | 1.931988047 | 1.475486399 | 0.01992159 | 0.01992159 | 1.5061112079
76561684 6576439 7268*10M-12 | 480065530 | 479914919 | 7172*10M-12
0.8 | 1.92804841 | 1.928048415 | 3.042011087 | 0.01988097 | 0.01988097 | 3.0919711235
57217885 721819 4729*10"-14 | 148829656 | 148826564 | 81061*10"-14
0.9 | 1.92411681 | 1.924116817 | 4.440892098 | 0.01984043 | 0.01984043 | 6.3490879220
7324197 3241974 5006*10M-16 | 101479629 | 101479566 | 75114*10"-16
1. | 1.92019323 | 1.920193236 | 2.220446049 | 0.01979997 | 0.01979997 | 1.0408340855
60831135 0831133 2503*10"-16 | 320982054 | 320982053 | 86084*10"-17

Bu degerlere ait hata grafigi asagidaki gibidir.
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(6.2) denklemi [0,1] araliginda h=0.01 adim aralig1 almarak ¢oziildiigiinde hata grafigi

ve ¢oziime ait degerler asagidaki gibi olmaktadir.

Cizelge 6.38. (6.2) denkleminin RK-GL s=4, p=8 ve h=0.01 i¢in yaklasik ¢oziimii

t Y1y Y16 Y1H Yoy Y26 Y2H
0. 1 1. 0. 1 1. 0.
0.1 | 1.95574213 | 1.955742134 | 1.796762738 | 0.02022152 | 0.02022152 | 1.8342036223
44165036 4344712 5928*10"-11 | 580483368 | 578649165 | 19563*107-11
0.2 | 1.95180728 | 1.951807283 | 1.998401444 | 0.02012596 | 0.02012596 | 2.0365653607
31517765 1517785 3252*107-15 | 287619391 | 287619188 | 96771*10~-15
0.3 | 1.94782723 | 1.947827239 0. 0.02008491 | 0.02008491 0.
95891378 5891378 980745645 | 980745645
0.4 | 1.94385530 | 1.943855309 | 2.220446049 | 0.02004396 | 0.02004396 | 3.4694469519
9013511 0135107 2503*10"-16 | 345064982 | 345064982 | 53614*10"-18
0.5 | 1.93989147 | 1.939891477 0. 0.02000309 | 0.02000309 | 3.4694469519
78380036 8380036 061055827 | 061055827 | 53614*10~-18
0.6 | 1.93593572 | 1.935935729 0. 0.01996230 | 0.01996230 0.
95468116 5468116 111671016 | 111671016
0.7 | 1.93198804 | 1.931988047 | 2.220446049 | 0.01992159 | 0.01992159 0.
76576436 6576439 2503*10"-16 | 479914919 | 479914919
0.8 | 1.92804841 | 1.928048415 0. 0.01988097 | 0.01988097 | 3.4694469519
5721819 721819 148826565 | 148826564 | 53614*10"-18
0.9 | 1.92411681 | 1.924116817 | 6.661338147 | 0.01984043 | 0.01984043 | 6.9388939039
7324198 3241974 7509*10"-16 | 101479566 | 101479566 | 07228*10"-18
1. | 1.92019323 | 1.920193236 | 8.881784197 | 0.01979997 | 0.01979997 | 6.9388939039
60831142 0831133 0012*10"-16 | 320982053 | 320982053 | 07228*10"-18
Bu degerlere ait hata grafigi asagidaki gibidir.
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(6.2) denklemi [0,1] araliginda h=0.001 adim aralig1 alinarak ¢oziildiigiinde hata grafigi

ve ¢oziime ait degerler asagidaki gibi olmaktadir.

Cizelge 6.39. (6.2) denkleminin RK-GL s=4, p=8 ve h=0.001 i¢in yaklasik ¢6ziimii

t Y1y Y16 Y1iH Yoy Y26 Y2u
0. 1 1. 0. 1 1. 0.
0.1 | 1.95574213 | 1.955742134 0. 0.02022152 | 0.02022152 | 3.4694469519
44344712 4344712 578649165 | 578649165 | 53614*10"-18
0.2 | 1.95180728 | 1.951807283 0. 0.02012596 | 0.02012596 | 3.4694469519
31517785 1517785 287619187 | 287619188 | 53614*10"-18
0.3 | 1.94782723 | 1.947827239 | 2.220446049 | 0.02008491 | 0.02008491 0.
9589138 5891378 2503*10"-16 | 980745645 | 980745645
0.4 | 1.94385530 | 1.943855309 0. 0.02004396 | 0.02004396 0.
90135107 0135107 345064982 | 345064982
0.5 | 1.93989147 | 1.939891477 | 2.220446049 | 0.02000309 | 0.02000309 | 3.4694469519
78380034 8380036 2503*10"-16 | 061055827 | 061055827 | 53614*10"-18
0.6 | 1.93593572 | 1.935935729 | 2.220446049 | 0.01996230 | 0.01996230 | 3.4694469519
95468114 5468116 2503*10”-16 | 111671015 | 111671016 | 53614*10~-18
0.7 | 1.93198804 | 1.931988047 0. 0.01992159 | 0.01992159 | 3.4694469519
76576439 6576439 479914919 | 479914919 | 53614*10"-18
0.8 | 1.92804841 | 1.928048415 | 4.440892098 | 0.01988097 | 0.01988097 | 3.4694469519
57218185 721819 5006*10"-16 | 148826565 | 148826564 | 53614*10"-18
0.9 | 1.92411681 | 1.924116817 0. 0.01984043 | 0.01984043 | 3.4694469519
73241974 3241974 101479566 | 101479566 | 53614*10"-18
1. | 1.92019323 | 1.920193236 | 4.440892098 | 0.01979997 | 0.01979997 | 6.9388939039
60831129 0831133 5006*10"-16 | 320982052 | 320982053 | 07228*10"-18

Bu degerlere ait hata grafigi asagidaki gibidir.

1.2x10°15}

1.x107F

1Y1G) - Y1) |

2.x10716

8.x10716 L
6.x10°16F

4.x107 161

0.4
t

g
10

0.8 1.0

IY2AG) - Y2(Y) |

1.5x10°Y7 1

1.x10°17H

5.x10718}

o
o

T

0.2 0.4
t

L
T L

Sekil 6.38. (6.2) denkleminin RK-GL s=4, p=8 ve h=0.001 i¢in hata grafigi

110

1.0




6.3.5. Runge-Kutta Gauss-Legendre s=5, p=10 ile Yaklasim

(6.2) denklemi [0,1] araliginda h=0.1 adim aralig1 alinarak ¢6ziildiiglinde hata grafigi ve

cOzlime ait degerler asagidaki gibi olmaktadir.

Cizelge 6.40. (6.2) denkleminin RK-GL s=5, p=10 ve h=0.1 i¢in yaklasik ¢6zimii

t Y1y Y16 Y1H Yay Y26 Y2H

0. 1. 1. 0. 1. 1. 0.

0.1 | 1.95900053 | 1.955742134 | 0.003258396 | 0.01689523 | 0.02022152 | 0.0033262946
14101648 4344712 9756936337 | 110342783 | 578649165 83063818

0.2 | 1.95179658 | 1.951807283 | 0.000010699 | 0.02013688 | 0.02012596 | 0.0000109227
33255475 1517785 8262310309 | 566287780 | 287619188 | 86685924751

0.3 | 1.94782727 | 1.947827239 | 3.574036377 | 0.02008488 | 0.02008491 | 3.6485112615
53295016 5891378 96238*10"-8 | 332234383 | 980745645 1422*10"-8

0.4 | 1.94385530 | 1.943855309 | 1.193480869 | 0.02004396 | 0.02004396 | 1.2183544104
88941626 0135107 6878*10"-10 | 357248526 | 345064982 | 14956*10"-10

0.5 | 1.93989147 | 1.939891477 | 3.990141550 | 0.02000309 | 0.02000309 | 4.0683428847
78384027 8380036 5028*10"-13 | 061015143 | 061055827 | 99847*10"-13

0.6 | 1.93593572 | 1.935935729 | 8.881784197 | 0.01996230 | 0.01996230 | 1.3461454173
95468107 5468116 0012*10"-16 | 111671150 | 111671016 | 58002*10"-15

0.7 | 1.93198804 | 1.931988047 | 2.220446049 | 0.01992159 | 0.01992159 | 6.9388939039
7657644 6576439 2503*107-16 | 479914918 | 479914919 | 07228*10"-18

0.8 | 1.92804841 | 1.928048415 | 2.220446049 | 0.01988097 | 0.01988097 | 6.9388939039
57218192 721819 2503*107-16 | 148826565 | 148826564 | 07228*10"-18

0.9 | 1.92411681 | 1.924116817 | 4.440892098 | 0.01984043 | 0.01984043 | 1.3877787807
73241978 3241974 5006%10"-16 | 101479567 | 101479566 | 81445*10"-17

1. | 1.92019323 | 1.920193236 | 4.440892098 | 0.01979997 | 0.01979997 | 3.4694469519
60831138 0831133 5006*10"-16 | 320982052 | 320982053 | 53614*10"-18

Bu degerlere ait hata grafigi asagidaki gibidir.
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(6.2) denklemi [0,1] araliginda h=0.01 adim aralig1 almarak ¢oziildiigiinde hata grafigi

ve ¢oziime ait degerler asagidaki gibi olmaktadir.

Cizelge 6.41. (6.2) denkleminin RK-GL s=5, p=10 ve h=0.01 i¢in yaklasik ¢6ztiimii

t Y1y Y16 Y1H Yoy Y26 Y2H
0. 1. 1. 0. 1. 1. 0.
0.1 | 1.95574213 | 1.955742134 | 4.329869796 | 0.02022152 | 0.02022152 | 4.4225040296
44345145 4344712 0381*10"-14 | 578644742 | 578649165 | 55272*10"-14
0.2 | 1.95180728 | 1.951807283 0. 0.02012596 | 0.02012596 | 1.0408340855
31517785 1517785 287619187 | 287619188 | 86084*10"-17
0.3 | 1.94782723 | 1.947827239 0. 0.02008491 | 0.02008491 | 3.4694469519
95891378 5891378 980745644 | 980745645 | 53614*10"-18
0.4 | 1.94385530 | 1.943855309 | 2.220446049 | 0.02004396 | 0.02004396 | 3.4694469519
9013511 0135107 2503*10"-16 | 345064982 | 345064982 | 53614*10"-18
0.5 | 1.93989147 | 1.939891477 | 2.220446049 | 0.02000309 | 0.02000309 | 3.4694469519
78380034 8380036 2503*10"-16 | 061055826 | 061055827 | 53614*10"-18
0.6 | 1.93593572 | 1.935935729 | 2.220446049 | 0.01996230 | 0.01996230 | 6.9388939039
95468114 5468116 2503*10%-16 | 111671015 | 111671016 | 07228*10"-18
0.7 | 1.93198804 | 1.931988047 | 4.440892098 | 0.01992159 | 0.01992159 | 3.4694469519
76576434 6576439 5006*%10"-16 | 479914919 | 479914919 | 53614*107-18
0.8 | 1.92804841 | 1.928048415 | 2.220446049 | 0.01988097 | 0.01988097 0.
57218187 721819 2503*10"-16 | 148826564 | 148826564
0.9 | 1.92411681 | 1.924116817 | 4.440892098 | 0.01984043 | 0.01984043 | 3.4694469519
73241978 3241974 5006*%10"-16 | 101479566 | 101479566 | 53614*107-18
1. | 1.92019323 | 1.920193236 | 6.661338147 | 0.01979997 | 0.01979997 0.
6083114 0831133 7509*10"-16 | 320982053 | 320982053
Bu degerlere ait hata grafigi asagidaki gibidir.
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(6.2) denklemi [0,1] araliginda h=0.001 adim aralig1 alinarak ¢oziildiigiinde hata grafigi

ve ¢oziime ait degerler asagidaki gibi olmaktadir.

Cizelge 6.42. (6.2) denkleminin RK-GL s=5, p=10 ve h=0.001 i¢in yaklasik ¢6ziimii

t Y1y Y16 Y1in Yoy Y26 Y2u

0. 1. 1. 0. 1. 1. 0.

0.1 | 1.95574213 | 1.955742134 | 6.661338147 | 0.02022152 | 0.02022152 | 1.0408340855
44344719 4344712 7509*10"-16 | 578649166 | 578649165 | 8608*10"-17

0.2 | 1.95180728 | 1.951807283 | 8.881784197 | 0.02012596 | 0.02012596 | 3.4694469519
31517794 1517785 0012*10"-16 | 287619188 | 287619188 | 53614*10"-18

0.3 | 1.94782723 | 1.947827239 | 1.110223024 | 0.02008491 | 0.02008491 | 3.4694469519
9589139 5891378 6251*10"-15 | 980745645 | 980745645 | 53614*10~-18

0.4 | 1.94385530 | 1.943855309 | 8.881784197 | 0.02004396 | 0.02004396 | 6.9388939039
90135116 0135107 0012*10"-16 | 345064983 | 345064982 | 07228*10"-18

0.5 | 1.93989147 | 1.939891477 | 6.661338147 | 0.02000309 | 0.02000309 | 1.0408340855
78380043 8380036 7509*10"-16 | 061055828 | 061055827 | 8608*10"-17

0.6 | 1.93593572 | 1.935935729 | 6.661338147 | 0.01996230 | 0.01996230 | 3.4694469519
95468123 5468116 7509*10"-16 | 111671016 | 111671016 | 53614*10~-18

0.7 | 1.93198804 | 1.931988047 | 6.661338147 | 0.01992159 | 0.01992159 | 6.9388939039
76576445 6576439 7509*10"-16 | 47991492 | 479914919 | 07228*10"-18

0.8 | 1.92804841 | 1.928048415 | 2.220446049 | 0.01988097 | 0.01988097 | 6.9388939039
57218192 721819 2503*10"-16 | 148826565 | 148826564 | 07228*10"-18

0.9 | 1.92411681 | 1.924116817 | 6.661338147 | 0.01984043 | 0.01984043 | 6.9388939039
7324198 3241974 7509*10"-16 | 101479566 | 101479566 | 07228*10"-18

1. | 192019323 | 1.920193236 | 2.220446049 | 0.01979997 | 0.01979997 | 3.4694469519
60831135 0831133 2503*10"-16 | 320982052 | 320982053 | 53614*10"-18

Bu degerlere ait hata grafigi asagidaki gibidir.
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SONUC

Bu calismada Lineer Stiff diferansiyel ve Stiff diferansiyel denklem sistemlerinin agik
ve kapal1 tipteki Runge-Kutta metodlari ile yaklasik ¢6ziimleri arastirilmistir. Boliim 11
ve Bolim II’de 1.mertebeden bir stiff diferansiyel denklemin agik tip metodlarla
coziimleri verilerek kararlilik bolgeleri dogrultusunda adim araliginin nasil segilecegi
belirlenmistir. Kararlilik bolgesi biiylidiikge adim araliginin da daha biiyiik degerler i¢in
dogru sonuglar verdigi gozlemlenmistir. Dolayisiyla kararlilik bolgesi biiylik olan bir
actk metod i¢cin adim arali§mnin da biiylik secilece§i sayisal veriler neticesinde
ispatlanmistir. Bolim V ‘de kapali tip Runge-Kutta metodlarinin mertebeleri ve
kararlilik bolgeleri incelenmistir. Koklenmis agaclar vasitasiyla yliksek merteben
metodlarin katsayilar1 elde edilmis ve bu metodlar Butcher tablolar1 ile ifa edilmistir.
Boliim VI’da kapali metodlarin Singular Perturbation problemi lizerine bir uygulamasi
yapilmistir. Burada adim arali§i sabit tutulup & parametresi degistirilerek yaklasik
cOzlimler bulunmustur. & parametresi kii¢iik iken denklem sisteminin stiffness katsayisi
kiigiik oldugu bulunmus ve & biiyiidilkce hatanin arttigi gézlemlenmistir. Dolayistyla
lineer bir denklem sisteminde denklemin tipi ve davranisi da goz Oniinde
bulundurularak stiffness katsayisi arttikca metodlarin verecegi hatanin da artacagi
gozlemlenmistir. Ayn1 zamanda adim aralig1 biiylik iken ve ¢ kiigiik iken metodlarin
daha 1yi sonuclar verdigi gozlemlenmistir. Buradan da adim araligr kiigiildiikce
metodlarin daha iyi sonug verdikleri gézlenmistir. Ayn1 zamanda metodlar arasindaki
mertebeler incelenerek bu mertebeler dogrultusunda mertebesi biiyiik olan metodun
daha iyi snouglar verdigi gdzlemlenmistir. Ornegin, 5 adimli Gauss-Legendre
metodunun mertebesi 10 iken, 5 adimli Gauss-Lobatto metodunun mertebesi 8’dir.
Uygulamalar kismindaki verilere bakildiginda ayni adim araligi ve ayni € i¢in Gauss-
Legendre metodunun daha iyi sonuglar verdigi gézlemlenmistir. Uygulama 6.2’°de sabit
stiffness’a sahip bir denklem sistemi ele almmustir. Bu kisimda Gauss-Legendre
metodlar ailesi i¢inde kiyaslama yapilmistir. Her bir mertebe i¢cin ayni1 adim araliklari
icin denklem ¢d6ziildiiglinde mertebesi en kiigiik olanin biiyiik olan metoddan daha koti

sonug verdigi gdzlemlenmistir.
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Bilgisayar Programcist olarak goreve basladi. Halen bu iiniversitede gorevine devam
etmektedir. Matematik alanindaki ¢aligmalar: lineer ve lineer olmayan Stiff diferansiyel

denklemlerin niimerik ¢ozlimleri lizerine devam etmektedir.
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