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OZET

SUREKLI GECIKMELI YUKSEK MERTEBEDEN NOTRAL DIFERANSIYEL
DENKLEM SISTEMLERI ICIN SALINIM YAPMAYAN COZUMLERIN VARLIGI

GECGEL, Ahmet Mutlu
Nigde Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Danigsman: Dog. Dr. Tuncay CANDAN

Eyliil 2013, 69 sayfa

Bu calismada, siirekli gecikmeli yiiksek mertebeden notral diferansiyel denklem
sistemleri icin salinim yapmayan ¢oziimlerin varligr aragtirllmistir. Schauder sabit nokta
teoremi ve daralma prensibi kullanilarak bu sistemin ¢oziimlerinin varlig1 i¢in yeterli

sartlar verilmistir.

Anahtar Sozciikler: Notral denklemler, Sabit nokta, Yiiksek mertebe, Salinim yapmayan ¢oziim.
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SUMMARY

EXISTENCE OF NONOSCILLATORY SOLUTIONS FOR SYSTEM OF HIGHER
ORDER NEUTRAL DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH DISTRIBUTED
DEVIATING ARGUMENTS

GECGEL, Ahmet Mutlu
Nigde University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Associate Proffesor Dr. Tuncay CANDAN

September 2013, 69 pages

In this thesis, we consider the existence of nonoscillatory solutions for system of higher
order neutral differential equations with distributed deviating arguments. We use the
Schauder's fixed point theorem and contraction principle to present new sufficient

conditions for the existence of nonoscillatory solutions of these systems.

Keywords: Neutral equation, Fixed point, Higher order, Nonoscillatory solution.
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SIMGE VE KISALTMALAR

R : Reel sayilar kiimesi

R™  : Porzitif reel sayilar kiimesi
N : Dogal sayilar kiimesi

C : Kompleks sayilar kiimesi

C([a, b] , R) : [a,b] kapali araligindan R ’ye siirekli fonksiyonlarin kiimesi

T : Daralma doniistimii

T : Gecikme parametresi
(o} : Gecikme parametresi
& : Gecikme parametresi

X



BOLUM I
GIRIS

Adi diferansiyel denklemler fizik, kimya, miihendislik, biyoloji ve ekonomi gibi
alanlarda 6nemli rol oynayarak gelecegin arastirilmasinda vazgecilmez araglar olarak
kullanilmaktadir. Ancak, gelecek hakkinda bilgi edinebilmek icin ge¢misin dinamik
yapisi da iyl bir sekilde bilinmeli ve kullanilmalidir. Gelecegin arastirilmasinda,
gecmisin goz ardi edilmesi, gercekligin de goz ardi edilmesine neden olmaktadir. Bu

baglamda modele zaman gecikmelerinin dahil edilmesi olduk¢a 6nem arz etmektedir.

Bu tezin ikinci boliimiinde tezle ilgili temel kavramlar verilmis, iiciincii boliimde
yapilan tez ¢calismamiza temel teskil edecek olan El-Metwally vd. nin (2003) gecikmeli
notral diferansiyel denklem sistemleri i¢in salinim yapmayan ¢oziimlerin varlig: tizerine

yapmis olduklar1 ¢alisma incelenmistir.

Tezin dordiincii boliimiinde Candan’in (2013) yiiksek mertebeden nétral diferansiyel
denklem sistemleri i¢in salimim yapmayan coziimlerin varligl lizerine yapmis oldugu

calisma incelenmistir.

Tezin besinci boliimiinde ise Candan’in (2013) yiiksek mertebeden notral diferansiyel
denklem sistemleri icin salimim yapmayan c¢oOziimlerin varlig adli makalesi
genisletilerek gecikmeler siirekli gecikmeli hale getirilmis ve salinim yapmayan

cOziimlerin varligl incelenmistir.



BOLUM II
TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Fonksiyonel diferansiyel denklemler

Adi diferansiyel denklemlerde bilinmeyen fonksiyon ve tiirevleri sadece ¢ aninda
hesaplanir. Gergek hayatta bazi olaylar sadece suan ki zamana degil gecmis ve gelecek
zamana da bagl olabilir. Bu tiir diferansiyel denklemlerde sadece t degil de bilinmeyen
fonksiyon ve tiirevleri t—7 veya t+7, 7>0aninda hesaplanir. Bu tiir diferansiyel

denklemlere fonksiyonel diferansiyel denklemler denir.

2.1.1 Gecikmeli (Delay, Retarded) fonksiyonel diferansiyel denklemler

x'(t)= f(t,x(0),x(t=7(@), ()20
seklindeki diferansiyel denklemlerdir. Burada en yiiksek dereceden tiirev ¢ aninda,

digerleri ise ¢ veya t ’den daha 6nceki zamanlarda hesaplanir.

Ornek 2.1.1 x'(r)=x(r—7)+tx(31)+3 denklemi gecikmeli fonksiyonel diferansiyel

denkleme Ornektir.
2.1.2 ileri (Advanced) fonksiyonel diferansiyel denklemler

x'(t) = f(t,x(0),x(t+7()), ()20
seklindeki diferansiyel denklemlerdir. Burada en yiiksek dereceden tiirev ¢ aninda,

digerleri ¢ veya t "den daha ileriki zamanlarda hesaplanir.

Ornek 2.1.2 x'(t) =—x(t +9) + x(t + %/; )—5t+3 denklemi ileri fonksiyonel diferansiyel

denklemlere bir 6rnektir.
2.1.3 Karma (Mixed) fonksiyonel diferansiyel denklemler

Mixed fonksiyonel diferansiyel denklemler hem gecikmeli hem de ileri terimlerin

bulundugu denklemlerdir.

Ornek 2.1.3 x'(t) =3x(t—1)—8x(t+1)+2 ve x'(¢t)=—x(t—Dx(®)—1t x(t+1)

denklemleri karma fonksiyonel diferansiyel denklemlere birer drnektir.



2.1.4 Notral fonksiyonel diferansiyel denklemler

Burada en yiiksek dereceden tiirev sadece ' ye bagli degil de hem gecikmeli hem de

ileri terimlere bagh olabilir.

Ornek 2.14 x'(r)=- 5 ! " x'(t—4)+x(t—2)+3cost denklemi nétral tipli denklemi
r+

fonksiyonel diferansiyel denklemlere birer ornektir.
2.2 Salimim (Oscillation)

x(), keyfi T >0 i¢in (T,o) araliginda isaret degistiriyorsa x(f) asikar olmayan

¢cOziimiine salinimhidir denir.

Ornek 2.1.5 x'(t)+x(t— %) =0vex'(t)—x(t—x)=0 denklemlerinin ¢dziimleri

x(t) =sint ve x(t)=cost salimumlidir.

2.3 Smirhlik

f:X—>Y ve Vxe X icin f(x)<M olacak sekilde bir M reel sayist varsa f

fonksiyonuna iistten siirlidir denir. M sayisina da bu fonksiyonun bir iist sir1 adi

verilir. Vxe X icin f(x)= Lolacak sekilde bir L reel sayis1 varsa bu fonksiyona alttan
sinirhidir denir, L sayisina da bu fonksiyonun bir alt simir1 adi verilir. Vxe X icin

| f (x)|SK olacak sekilde bir K pozitif reel sayisi varsa f fonksiyonuna simrh

fonksiyon denir.
2.4 Sabit Nokta

Bir M kiimesinin yine M kiimesi icine bir doniisiimiine M nin kendi i¢ine bir doniistimii
denir.
f fonksiyonu M nin kendi i¢ine bir doniisiimii olsun. M nin f (x) = x kosulunu saglayan

bir x elemanina f nin bir sabit noktast denir.

Ornek 2.1.6 f:R—>R

f(x)=x>—2x+2 fonksiyonunun 1 ile 2 olmak iizere iki sabit noktas1 vardir.



2.5 Metrik Uzay

X bostan farkli bir kiime olsun.

d: XxX—> R

fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglar ise d ye X {lizerinde bir metrik veya uzaklik
fonksiyonu ve (X,d) ikilisine de bir metrik uzay denir.

M1) Vx.ye Xigin d(x,y)=0

M2) xyeXicin  d(x,y)=0¢< x=y

M3) Vx,ye Xicin d(x,y)=d(y,x)

(M4) V x,y,ze X icin d(x,z) <d(x,z)+d(y,z)

Ornek 2.1.7 d: RxR - R,

(x,y) > d(x,y):=|x - y|

fonksiyonu R {iizerinde bir metriktir.

2.6 Daralma Doniistimii

(M ,d) bir metrik uzay ve f fonksiyonu M nin kendi i¢ine bir doniigiimii olsun. M deki
her x,y i¢in
d(f(x), f(»)<kd(x,y)

ve 0 <k <1 kosulunu saglayan bir k sayis1 varsa f ye bir daralma doniistimii denir.

2.7 Yakinsama

(X,d) bir metrik uzay, (x,) bu uzayda alinan bir dizi ve x,€ X olsun. Eger;
limd(x,,x,) =0 ise, baska bir deyisle Ve >0 i¢in n>N(€) oldugunda d(x,,x,) <€

olacak sekilde bir N(g) dogal sayis1 bulunabiliyorsa (x,) dizisi x, noktasina

yakinstyor denir ve

X, = X, yada limx,_ =x,

n—oo

olarak ifade edilir.



2.8 Acik ve Kapal Kiime

(X,d) bir metrik uzay, x,€ X ve r >0 bir reel say1 olsun.

* B(x,r) ={xe X: d(x,x,) <r} kiimesine x, merkezli ve r yaricaph agik yuvar veya
acik top,

° E(xo,r) ={xe X: d(x,x,)<r} kiimesine x, merkezli ve r yaricaplh kapal yuvar
veya kapali top denir.

X bir metrik uzay ve A< X olsun. Her xe A i¢in B(x,r) c A olacak sekilde bir r

pozitif sayis1 varsa A ya X te agik kiime denir. X in B altkiimesinin X teki tiimleyeni

yani B' = X — B, X de agiksa B ye X te kapali kiime denir.
2.9 Cauchy Dizisi

(X,d) bir metrik uzay ve (x,) bu uzayda alinan bir dizi olsun. Ve >0 icin m,n > N(g)
oldugunda d(x,,x,)<e olacak sekilde bir N(¢)e N bulunabiliyorsa (x,) dizisine bir
Cauchy dizisi denir.

Bu tanimi1 daha kisa olarak soyle yazabiliriz.

Ve>0 i¢in 3IN(e)e N>Vm,n>N(e) i¢in d(x,,X,)<e<(x,) dizisi Cauchy
dizisidir.

2.10 Tam Metrik Uzay

(X,d) bir metrik uzay olsun. X te alinan her (x,) Cauchy dizisi bu uzayda bir limite

yakinsiyorsa (X,d) metrik uzayina tam metrik uzay denir.

2.11 Kompakthk

X bir metrik uzay olsun. X teki her bir dizi X te yakinsak olan en az bir alt diziye

sahipse X e kompakt denir.
2.12 Lineer Uzay (Vektor Uzay1)

X bos olmayan bir kiime ve F cismi R veya C olsun ve toplama ve skalerle ¢arpma
islemleri
+: XXX =X

(X,y) > x+y



« :FxX—>X
(a,x)—>ax
seklinde tanimlansin. Asagidaki sartlar saglaniyorsa X’e F lizerinde lineer uzay (veya

vektor uzay1) denir.

A) X, + islemine gore degismeli bir gruptur. Yani,
G1) Vx,ye X i¢in x+ye F dir.
G2) Vx,y,ze X icin x+(y+z)=(x+y)+z dir.
G3) Vxe X i¢in x+6, =0 _+x =x olacak sekilde 0 e X vardir
G4) Vxe X i¢in x+(—x)=(—x)+x =0, olacak sekilde —x € X vardur.
GS) Vx,ye X igin x+y=y+x dir.
B) Vx,ye X ve Voa,Be Figin
L1) a.xe X dir.
L2) a.(x+y)=ax+o.y dir.
L3) (a+pB).x =ax+pB.x dir.
L4) (a.p).x = a.(B.x) dir.

LS) 1.x =x dir (Burada 1, F nin birim elemanidur).

2.13 Konveks Kiime

L bir lineer uzay, Ac L ve x,ye A keyfi olmak iizere
B={zeL:z=ax+(-a)y, 0<a<l}cA

ise A kiimesine konveks kiime denir.
2.14 Normlu (Vektor) Uzay1

X, F cismi iizerinde bir vektor uzay1 olsun.

X—=R,

x = x|
doniisiimii Vx,ye X ve Vae F i¢gin
(ND) ||x]| 20

(N2) [x||=0<x =6



(N3) [lax]| =of ]
(N4) [x+] <[] +[v]

ozelliklerini sagliyorsa X iizerinde norm adim1 alir ve bu durumda (X, |+||) ikilisine bir

normlu (vektor) uzayi adi verilir.

Teorem 2.1.1 Her normlu uzay bir metrik uzaydir.

Ornek 2.1.8 C([a,b],R) siirekli fonksiyonlarin kiimesini alalim.
vf,ge C([a,b].R) ve Vae R icin

(f+g) () =f(x)+g(x)

(af ) (x) = af (x)

olarak tanimlanirsa;

(a C ([a, b], ]R) stirekli fonksiyonlar kiimesi R {iizerinde bir lineer uzaydir.
(b) Vf e C([a,b],R) igin

||f||m = sup{|f(x)| ‘X € [a,b]}

olarak tanimlanirsa

_:C([a.b].R) > R

fonksiyonu bir normdur.
2.15 Siireklilik

X ve Y normlu uzaylar T:X — Y bir doniisiim olsun. x, € X olmak lizere Ve >0 i¢in
bir & >0 vardir dyle ki ”X - x0||X <9 olan Vxe X igin ||T(X) —T(xo)”Y <eg ise T ye x,

noktasinda siireklidir denir. T, X in her noktasinda siirekli ise T ye X te siireklidir denir.

Teorem 2.1.1 X sonlu boyutlu bir normlu uzay ve A, X in bir alt kiimesi olsun. A nin

kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter sart A nin kapali ve sinirli olmasidir.

2.16 Banach Uzay:

Bir (X, ) normlu

) normlu uzaydaki her Cauchy dizisi bu uzayda yakinsak ise, (X,

uzayina tam normlu uzay veya Banach uzay1 adi verilir.



n

12
Ornek 2.1.9 R" uzay ||x|| , = (Z]xi |2] normuna gore bir reel Banach uzayidir.

i=1

Teorem 2.1.3 (Schauder Sabit Nokta Teoremi) X bir Banach uzayi, A, X in bos

olmayan herhangi bir kompakt, konveks alt kiimesi ve f:A — A siirekli bir doniisiim

olsun. Bu durumda, f en az bir sabit noktaya sahiptir.



BOLUM III

GECIKMELI NOTRAL DIFERANSIYEL DENKLEM SiSTEMLERI iCiN
SALINIM YAPMAYAN COZUMLERIN VARLIGI

Bu boliimde, yapilan tez caligmasina temel teskil edecek olan El-Metwally vd.’nin
(2003) gecikmeli noétral diferansiyel denklem sistemleri i¢in salinim yapmayan

cOziimlerin varligi tizerine yapmis olduklar1 ¢caligsmalar incelenmistir.

Burada pe R, xe R", 7€ (0,), o€ (0,0) ve Q siirekli bir matris olmak {iizere

gecikmeli notral diferansiyel denklem sistemi
d
E(x(t)+px(t—f))+Q(Z)x(t—0):0 (3.1)

ve B bir nonsinguler nxn matris, xe€ R*, 7€ (0,0), o€ (0,0) ve Q, [t,,)

araliginda nxn boyutunda siirekli bir matris olmak iizere gecikmeli nétral diferansiyel

denklem sistemi
%(x(t)+Bx(t—z'))+Q(t)x(t—a) =0 (3.2)

ele alinmistir.

m=max{7r,0} olsun. (3.1) ve (3.2) denklemlerinin ¢ >7, olmak iizere
ye C([t,—m,>),R"), ¢oziimii denilince [tl ,0) arahifinda y+py(r—7) ve
y+By(t—7) siirekli diferansiyellenebilir ve ¢2>t icin swrasiyla (3.1) ve (3.2)

denklemlerinin saglanmasi anlagilmaktadir.

Teorem 3.1 Kabul edelim ki p#-1 ve |

, R" de herhangi bir norm olmak {iizere

[l ds <o
olsun. Bu taktirde (3.1) denkleminin salinim yapmayan ¢oziimii vardir (El-Metwally

vd., 2003).

Ispat

¢,

e|| =1 olacak sekilde bir vektor olsun.

(a) pe(0,1) durumu:



t, yeteri kadar biiyiik segilebilir dyle ki
t,2t,+0, 0 =max{r,o}
ve

M, <1, M, > M, pozitif sabitler dyle ki

M, +M, <2 ve1-MotM ) 1M, (3.3)
2 1-M,
oldugunda
w I-p(+M,)-M
[ o < =M =M, (3.4)
1 M2
saglanir.

X, [t,,) araliginda tamiml tiim sirh ve siirekli vektor fonksiyonlarinin kiimesi
olsun.

A={xe X: M, <|x(1)|<M,, t>1,} olsun.

T:A— X asagidaki gibi tanimlansin.

(1- ple— px(t—7)+ LM Q(s)x(s—0o)ds, 121,

(Tx)(t,), ty <1<t

(Tx) (1) =

Tx doniisiimiiniin siirekli oldugu asikardir. Vxe A ve t 2t olmak iizere (3.3) ve (3.4)

kullanilirsa

(%) (1)]| = H(l— ple— px(t—1) +L°° 0(5)X(s —0)ds

<[~ pye|+|pxt—7)| +H [T o)x(s—0a)ds

<(1=p)+ p|xt =2+ [ "|Q(5)x(s — o) ds
<1=p+pM,+ [ [0 [x(s - o) ds
<1=p+pM,+ M, 0(s)]ds

<M,.

(3.4) ten dolay1

|(7%) ()] = H(l— p)e—{ px(t=7)= [ Q(9)x(s —O')ds}

10



> |- pye| - | pxt =)~ [ Q(s)x(s — o) dis

>[(1- pye| | pxt—17)| - H [ 0)x(s—0)ds

2 (1= p) - plxt =)= [ |ow)x(s - o) ds
> (1= p)= pM, = [ [0 [x(s ~o)]ds

> (1= p) = pM, =M, Q(s)]ds

>M, .

Boylece TA < A oldugu ispatlanir. A, X’ in sinirli, kapali ve konveks alt kiimesidir.
Daralma prensibini kullanabilmek i¢in 7 nin A iizerinde daralma doniisiimii oldugu

gosterilmelidir.

VX,,X, € A ve t 2t, olmak iizere

|(7%,) () —(Tx,) ()] = H— pIx,(t—7) =X, (t—7)]+ jf O(s)[x, (s —0) =X, (s —0)]ds

<|l-plx, (1= 1) =%, (1= 7))+ H L“’ O(5)[x,(s — 0) —X, (s —0)]ds

< plx (=0 =%, =D+ [ Q| |x, (s~ ) =, (s — ) ds

< plx =, +x = x|l Jecs)ds

<gq, ||x1 —x2||.
Yani,
[ = 7%, < @1 [y =,
dir. (3.3) ve (3.4) ten g, <1 olur. Bu da T nin bir daralma doniisiimii oldugunu gosterir.
Sonug olarak [x[>0 olmak iizere X, 7>, i¢in T doniisiimiiniin sabit noktasidir. Bu da

(a) nin ispatin1 tamamlar.

(b) pe(l,00) durumu:
t, yeteri kadar biiyiik secilebilir dyle ki
L+t2t,+0

ve

11



N, <1, N, > N, pozitif sabitler dyle ki

N,+N,<2 ve 1+N2<p£ 2 (3.5)
1-N, 2—-N,—-N,
oldugunda
= —1-pN,—-N
[“lewlds <~ ]{’[ L (3.6)
! 2
saglanir.

X, [t,,) araliginda tanimh tiim sinirh ve siirekli vektor fonksiyonlarinin kiimesi

olsun.
A={xe X: N, < ||X(t)|| <N,, t2t,} olsun.

T:A— X doniisimil asagidaki gibi tanimlansin.

1 1 1 (=
1-— le—— — —o)ds, 121,
(1)) = [ pje px(t+z‘)+pL+TQ(s)x(s o)ds, t>t
(Tx) (1)), 1, <t<t,.

Tx doniisiimiiniin siirekli oldugu asikardir. Vxe A ve t >t olmak iizere (3.5) ve (3.6)

kullanilirsa
1 1 1 ¢
|(7x) )] = (1——je——x(t+r)+—j Q(5)X(s — 0)ds
p p p +7
1 1 1 ¢
< [1——} +—x(t+7)|+ —j O(s)x(s — o)ds
p p p

1 1 1 ¢~
< (1——j||e|| + Lo+ L[ Jowss—o]ds
p P p!

<-4 2 Lo xs - o)) ds
p p p

<1-2+ 2 2 o) as
p p ph
<N,.

(3.6) dan dolay1

(l—lje—lx(t+7)+ljw 0(5)x(s — )ds
p p p t+7

&

)0]=

>

- Hlx(t +7)|— le O(s)x(s—o)ds
p t

12



1 1 1 ¢
2[1——j||e||——||x(t+f)”—— [ lowx(s - o)ds
p p p

2l—l—&—lr”Q(s)x(s—O')”ds
p p P
21—l—£—&r||g(s)||ds
p p p
> N,.

Boylece TA < A oldugu ispatlanir. A, X’ in sinirli, kapali ve konveks alt kiimesidir.
Daralma prensibini kullanabilmek i¢in 7 nin A iizerinde daralma doniisiimii oldugu
gosterilmelidir.

VX,,X, € A ve t 21, olmak iizere

|(7%,) () —(Tx,) ()] = ‘—%[Xl(t+r)—xz (r+r>]+%j;Q(s)[xl(s—a)—xz(s—a)]ds

IA

—l[xl(t+’r)—x2(t+r)]
p

+%HJ':TQ(s)[xl(s —0)—=X,(s—0)lds

1 1 =
< ;”x1 t+7)—x,(+ T)” +;.[ ||Q(s)||||x1(s —0)—X,(s— G)”ds

1 1 w
<=+ ot s

<q, ||x1 —X2|| .
Yani,
7%, =T, < 4, %, =, |
dir. (3.5) ve (3.6) dan g, <1 olur. Bu da 7 nin bir daralma doniistimii oldugunu gosterir.
Sonug olarak ||X|| >0 olmak lizere x, ¢ >¢, i¢in T doniisiimiiniin sabit noktasidir. Bu da

(b) nin ispatin1 tamamlar.

(¢) p=1 durumu:
t, yeteri kadar biiyiik secilebilir 6yle ki
L+T2t,+0

ve P sifir olmayan sabit vektor ve P, < P, pozitif sabitler olmak iizere

13



R+h

R<[p|s=== )
oldugunda
1420 ~
I Pl
;J-HJF(Z;‘])T”Q(S)”CIS < })2 1 (38)
saglanir.

X, [t,,) araliginda tanimli tiim sinirh ve siirekli vektor fonksiyonlarinin kiimesi
olsun.
A={xe X: P S”x(t)”SPZ, t2>t,} olsun.

T:A— X asagidaki gibi tanimlansin.

2 (r+2ir
P+ S)IX(s—O ds’ >
(TX)(I): iZ_():J'H'(zl'—l)TQ( ) ( ) 1
i ty <t<t,.

Tx doniisiimiiniin siirekli oldugu asikardir. Vxe A ve t 2>t olmak iizere (3.7) ve (3.8)

kullanilirsa

()=

N (14207
P+;Il+(2i_l)7Q(s)X(s_o-)ds

2\ pr+2i

Z J‘H(z;), Q(s)x(s—o)ds

i=0

<[]+

o

<[P+ X[, Coxs-ords

i=

2 o120
<[P+ X0

0 sts -]

> 2it
<[Pl +£2, fro s o) ds

<P.

(3.8) den dolay1

H(TX) (t)H =P+ i J.;z;;)r Q(s)x(s—0)ds

SIpl-[S [ oo -

+(2i-1)7

2[P|-3.

[ 0sx(s—0)ds

2

14



2 pr+2ir
>[Pl-2, oy QO IxCs = o ds

2\ 142
ﬂMF%ZJMMJ@WWS

=2P.

1

Boylece TA < A oldugu ispatlanir. A, X’ in sinirh, kapali ve konveks alt kiimesidir.
Daralma prensibini kullanabilmek i¢in 7 nin A {izerinde daralma doniisiimii oldugu

gosterilmelidir.

VX,,X, € A ve t 2t olmak iizere

(7)) (0= (7%,) 0] =

2 pr42ir p
)X, (s—0)—X,(s§s—O Ky
zojt+(2i—l)TQ( )[ 1( ) 2( )]
t+2it
It+(2i—1)r

I le@llx s —0)-x,(s-0)ds

=l

[ —
1l

IA

Q(s)[x,(s = 0) =%, (s —0)]|ds

[=)

i=

IA

2 pr+2ir
<%l oy Q)] ds
i=

<4, ||X1 _X2||~
Yani,

||Tx1 _TX2” <4q; ||x1 _in

dir. (3.7) ve (3.8) den g, <1 olur. Bu da T nin bir daralma doniisiimii oldugunu gosterir.

Sonug olarak ||X|| >0 olmak iizere X, 7 =1, i¢in T doniisiimiiniin sabit noktasidir. Bu da

(c) nin ispatin1 tamamlar.

(d) pe (-1,0) durumu:

t, yeteri kadar biiyiik secilebilir dyle ki
t, 2t,+max{7,0}

ve

L <1, L,> L, porzitif sabitler dyle ki

L-1_ _L+L

20+ p)<L +L, <2 ve <p< -1 3.9
(+p)<L+L, I+, p > (3.9)

oldugunda

o 1+ p(d+L,)-

[“lowsls <—=£ ( - )~k (3.10)
‘ 2
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saglanir.

X, [t,,) araliginda tanimli tiim sinirh ve siirekli vektor fonksiyonlarinin kiimesi
olsun.

A={xe X: L < ||x(t)|| <L, t=t,}olsun.

T : A — X doniisiimii asagidaki gibi tanimlansin.

(1+ p)e— px(t—7)+ f O(s)X(s—0)ds, 121,

(Tx) (1)), t, <t<t,.

(Tx) (1) = {

Tx doniistimiiniin siirekli oldugu asikardir. Vxe A ve t >t olmak iizere (3.9) ve (3.10)

kullanilirsa

[(7x) )] = H(l +ple—px(t—7)+ jf O(s)xX(s —0)ds

<[+ pre|+] px(t—r)||+Hf O(5)X(s — 0)ds

<1+ p)= p|xt =)+ [ "|Q()x(s — ) ds
<14+ p—pL+[ |0 [x(s - o) ds
<1+ p=pL,+ L[ [0(s)]ds

<L,

(3.10) dan dolay1

()] = ‘ 1+ ple—{ pxtt=7)- " Q(s)x(s - 0)ds|

>+ p)e|| -

px(t—7)— f O(s)x(s — 0)ds

>|1+ pre| | px(t - 7)| - H [ 0)x(s—a)ds

> (1+ p)+ px(t =) - [ "|Q()x(s — ) ds
> (1+ p)+ pL, — [ |0 |x(s — o) ds

>+ p)+pL,—L, j:||Q(s)||ds

>1,.
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Boylece TA < A oldugu ispatlanir. A, X’ in sinirh, kapali ve konveks alt kiimesidir.
Daralma prensibini kullanabilmek i¢in 7 nin A iizerinde daralma doniisiimii oldugu
gosterilmelidir.

VX,,X,€ A ve t 2t olmak iizere

[(7%,) &)= (7%,) ()] = H— plx, (=D =%, (=) + [ Q(s)[x, (s = 0) —X, (s~ 0)Ids

<|-plx, ¢ —7) =%, —)]||+ H jl“’ Q(s)[x,(s—0) =X, (s —0)]ds

<-p|x,(t—2)—x,(t—7)||+ H jf Q($)[X,(s —0) =X, (s —0)]ds

<=p|x, =%, +[x, =,

jt” O(s)ds

<q, ||x1 —x2|| .
Yani,
7%, =%, ]| < g, %, —x, |

dir. (3.9) ve (3.10) dan g, <1 olur. Bu da 7 nin bir daralma doniisiimii oldugunu
gosterir. Sonug olarak ||X||>O olmak iizere x, t=t¢ icin 7 doniisiimiiniin sabit

noktasidir. Bu da (d) nin ispatin1 tamamlar.

(e) pe€ (—oo,—1) durumu:

t, yeteri kadar biiyiik secilebilir 6yle ki
L+T2t +0

ve

H, ve H, pozitif sabitler dyle ki

2 1+H,
<p<

H <H, <1, H+H,>1ve 3.11
1 2 1 2 H+H,—2 p H, -1 ( )

oldugunda

o H —-1-p—-H

[“los s < L= (3.12)
f H2

saglanir.

X, [t,,) araliginda tanimh tiim sinirh ve siirekli vektor fonksiyonlarinin kiimesi

olsun.

A={xe X: H, S||X(t)||SH2, t>1,}olsun.
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T:A— X doniisimil asagidaki gibi tanimlansin.

1 1 1 e
I+— le——x(t+7)+—| Q(s)x(s—o0)ds, t2t,
(Tx) (1) = ( p] p pI’” VR '
(Tx) (1), 1, <t<t,.

Tx donisiimiiniin siirekli oldugu asikardir. Vxe A ve t 2>t olmak lizere (3.11) ve

(3.12) kullanilirsa

H(Tx)(t)” = (1+lje—lx(t+1)+lr Q(s)x(s—o)ds
p p p +7
1 1 1 e
< (1+—je +l—x(+0)|+ —j O(s)x(s — o)ds
p p p +7

1 1 1 oo
< (1+—j||e||——||x(r+r)||—— j lo(s)x(s — )| ds
p p p

s1+l—i—lr”Q(s)x(s—a)”ds
p p p
<t -2 B 7o) s
p p h
<H

(3.12) den dolay1

(%) ()] = (1+lje—lx(t+r)+l j " 0(s)x(s — 0)ds
p p p +7
1 1 1 o=
> [1+—je —|l=x(t+7) —H— j O(s)x(s — o)ds
p p p

z[1_1J||e||+l||x<t+f>||_l [“Jow(s—o]ds
p p p*!

1 H, 1=
21+—+—2——j |o()|[x(s — o) ds
p p p

21+l+i+ir||Q(s)”ds
p p p

>H,.

Boylece TA < A oldugu ispatlanir. A, X’ in sinirli, kapali ve konveks alt kiimesidir.
Daralma prensibini kullanabilmek i¢in 7 nin A {izerinde daralma doniisiimii oldugu

gosterilmelidir.
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VX,,X,€ A ve t 2t, olmak iizere

1 1 e
[(7%,) () —(Tx,) ()] = ‘;[x1 (t+7) =X, (t+7)] - It+TQ(s)[X1(s —0)—X,(s—0))ds

IA

%[xl (t+7)—X,(t+7)] —%H [T 0% (s-0)—x,(s - 0)lds ‘

1 1
S—E”xl(t+T)—x2(t+r)||—;It |0)|[[%, (s =) =%, (s — o) ds

f" 0(s)ds

1 1
< _;”XI _X2||_;||X1 _X2||

< g ||X1 —x2||.
Yani,
||Txl —TX2|| <gq; ||X1 —X2|| .
dir. (3.11) ve (3.12) den g, <1 olur. Bu da T nin bir daralma doniisiimii oldugunu

gosterir. Sonug¢ olarak ||X|| >0 olmak iizere x, icin 7 doniisiimiiniin sabit noktasidir. Bu

da (e) nin ispatin1 tamamlar.

q,(t) q,(t)

Ornek 3.1 =
e o0 L]_a(t) q,(1)

} ve q,(t)+q,(t)=q,()+q,(1) =2/(ae' +¢e°), (aecR)
olmak tiizere

di(x(r) +e " x(t—7))+Q()x(t—0) =0 denklem sisteminin [f,,0) araliginda
t

a+e’ b e e
x(t)= _, | salimim yapmayan ¢6ziimii vardr.
a+e

Teorem 3.2 Kabul edelim ki || , R" de herhangi bir norm olmak iizere

| los)]ds <o

olsun. Bu taktirde (3.2) denkleminin salinim yapmayan ¢oziimii vardir (El-Metwally

vd., 2003).

Ispat

||B|| =p vee, e|| =1 olacak sekilde bir vektor olsun.
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(a) pe(0,1) durumu:

t, yeteri kadar biiyiik olsun.
t,2t,+0, 0 =max{r,o}
ve

M, <1, M, > M, pozitif sabitler dyle ki

MM, 1-M,

1 vel-p<M +M,<2 3.13
> P<1Tm, p<M,+M, (3.13)

oldugunda

% 1-pd+M,)—-M

[ o)l < LM =M, (3.14)

1 M2

saglanir.

X, [t,,) araliginda tanimh tiim siirh ve siirekli vektor fonksiyonlarinin kiimesi
olsun.

A={xe X: M, S||X(t)||SM2, t>t,} olsun.

b bir vektor ve ||b||:1— p olmak lizere T:A— X  donilisimii asagidaki gibi

tanimlansin.

b-Bx(t—7)+| $)Xx(s—o)ds, r>t
(1)1 = (t=7)+] Q()x(s~0) 1
(Tx) (1)), t, <t<t,.
Tx doniisiimiiniin siirekli oldugu asikardir. Vxe A ve t2>t, olmak iizere (3.13) ve

(3.14) kullanilirsa

(%) ()] = Hb -Bx(1-7)+ [ Q(s)x(s —0)ds

< o]+ [Bxc—o)] | Q(ox(s-ods

<1-p+[B|lxt -2+ [lots)x(s - o) ds
<1=p+pM, +[ |0 [x(s - 0] ds

<1=p+pM,+M, | 0(s)]ds
<M,.

(3.14) ten dolay1
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(%) (]| = Hb —{Bx(t—f)— [ Q(s)x(s—O')ds}

2[b] -

Bx(t—17)— L“ 0(5)X(s — )ds

>1-p—|Bx(t—7)| —H [ 0)x(s—o)ds

>1- p—|B|[x¢-2)||- Itm||Q(s)x(s ~0)|ds
>1-p—pM,—[ Q)] |x(s — )| ds

21-p-pM, =M, [ "|0(s)]ds

>M, .

Boylece TA < A oldugu ispatlanir. A, X’ in sinirh, kapali ve konveks alt kiimesidir.
Daralma prensibini kullanabilmek i¢in 7" nin A {izerinde daralma doniisiimii oldugu

gosterilmelidir.

VX,,X,€ A ve t 2t olmak iizere

[(7%,) &)= (7%,) ()] = H—B[Xl(t —1) =%, (t =D+ Q)% (s =) ~x, (s~ O)]ds

< ||—B[x1(t—r)—xz(t—r)]||+H j:" Q(s)[x,(s—0) =X, (s — 0)]ds

<|IB[ %, (t - )~ %, — )| + Lw”Q(s)””Xl(s—0')—x2(s—0')|| ds

< plxi=xal +xi =] [ o) ds
<rfx, x|
Yani,
[7%, =T, [ <7 %, =, |
dir. (3.13) ve (3.14) ten 7 <1 olur. Bu da T nin bir daralma déniisiimii oldugunu
gosterir. Sonug olarak [x||>0 olmak iizere x, >t i¢in T doniisiimiiniin sabit

noktasidir. Bu da (a) nin ispatin1 tamamlar.

(b) pe (1,00) durumu:

t, yeteri kadar biiyiik secilebilir dyle ki

21



L+T21,+0

ve

N, <1, N, >N, pozitif sabitler dyle ki

N,+N,<2 ve 1+N2<p< 2 (3.15)
1-N, 2—-N,—-N,
oldugunda
- —1- -
[ lloesjds < ==L (3.16)
f N2
saglanir.

X, [t,,) araliginda taniml tiim sinirh ve siirekli vektor fonksiyonlarinin kiimesi

olsun.

A={xe X : N, S”X(Z‘)HSNZ, t2>1,} olsun.

. 1 .
¢ bir vektor ve ||c||=1—— olmak tiizere 7:A— X  dOniisimi asagidaki gibi
14

tanimlansin.

c-B'x(t+0)+B'[ 0)x(s-0 ds, 12>t
(10 = t+0)+B[ " Q(9)x(s-0) :
(Tx) (1), 1, <t<t,.
Tx donisiimiiniin siirekli oldugu asikardir. Vxe A ve t 2>t olmak ilizere (3.15) ve

(3.16) kullanilirsa

(%) )] = |e~B 'xt+ )+ B[ 0(s)x(s - 0)ds

<]+ [B'x(+2)|+ HB“ [ 0)x(s-0o)ds

1L ol s -l

1 1 ¢
<L M 1 [ le|lxts-o)]ds
D p p

Sl_l+£+£

p p P
<N,.

J, o) ds

(3.16) dan dolay1
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()=

c-B'x(t+7)+B™ j:TQ(s)x(s—a)ds

> || —[[B"x(t+2)| —HB-1 [ 0(s)x(s—a)ds

1 oo
21—;—“B‘1H||><(t+z')||—HB‘1 J.t lO(s)x(s —0)| ds
1 1 e
> 1= =22 [ o(s) x(s - ) s
p p p7
2 1oL 22 10 6 s
p p ‘
2 N,.

Boylece TA < A oldugu ispatlanir. A, X’ in sinirh, kapali ve konveks alt kiimesidir.
Daralma prensibini kullanabilmek i¢in 7" nin A {izerinde daralma doniisiimii oldugu
gosterilmelidir.

VX,,X,€ A ve t 2t olmak iizere

|(7%,) () —(Tx,) )] = H—B‘l[xl(t +7) =X, (t+7)]+B™ J.:TQ(S)[XI(S ~0)—x,(s—0))ds

sH—Blm¢¢+r)—xgt+rmhﬂB]MUwQunxgs—oj—xgs—ands

1 1
<|B7|Ixit+0) =%, + )| +=[T|Q(5)] [x, (s = 0) ~ x, (s — ) s
p t

1 1 w
e N

<n|x, —x,|.
Yani,
7%, —T%,| < 1, |]x, —x, |
dir. (3.15) ve (3.16) dan r, <1 olur. Bu da T nin bir daralma doniisiimii oldugunu
gosterir. Sonug olarak [x||>0 olmak iizere x, 7> i¢in T doniisiimiiniin sabit

noktasidir. Bu da (b) nin ispatin1 tamamlar.

(¢) p=1i¢inispat Teorem 3.1 de (c) durumuna benzer sekilde yapilir.
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Ornek 3.2 , B,be R ve 7>0, 6 >0 olmak iizere

1 1

_ 2 *(b(t—0)+1
i[x(t)J{_a a}c(z‘—z‘)}+ @ @ ( (t=o)+ ) x(t—0)=0

t—o
£ (b(1-0)+1)

Denklem sisteminin (max{z,0}+1,0) araliginda

1
a+-
x(t)= i salinim yapmayan ¢6ziimii vardir.

a+-
t
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BOLUM IV

YUKSEK MERTEBEDEN NOTRAL DIiFERANSIYEL DENKLEM
SISTEMLERI iCIN SALINIM YAPMAYAN COZUMLERIN VARLIGI

Bu bolimde, Candan’in (2013) yiiksek mertebeden notral diferansiyel denklem
sistemleri i¢in salinim yapmayan coziimlerin varligi lizerine yapmis oldugu calisma
incelenmistir.

n=1 bir pozitif tamsayr Pe C([t,,),R), xe R", Q,;[t,,°) aralifinda siirekli nxn
matris, i=1,2., 7€ (0,), 0,,0,€ [O,oo) olmak iizere yiiksek mertebeden notral

diferansiyel denklem sistemi

n

jt" (x(0) + P()x(t = 7)) + (=)' [Q,(1)x(1 = 5,) - O, (1)x(1 — 5,)] = 0 (4.1)

ve n=>1 bir pozitif tamsayi, B bir nonsinguler nXn matris, x€R",
Ql.;[to,oo) araliginda siirekli nxn matris, i=1,2., 7€ (0,00), 0'1,0'26[0,00) olmak

izere yiiksek mertebeden matris katsayili notral diferansiyel denklem sistemi

n

d 1
o (X(t) +Bx(t — T)) +(-D" [Ql Ox(t—0,)-0,(1)x(t -0, )] =0 4.2)

ele alinmstir.

m=max{7,0,,0,} olsun. (4.1) ve (4.2) denklemlerinin # >7, olmak iizere
xe C([t,—m,),R"), c¢oziimii denilince [tl , oo) araliginda x+P(1)x(t—7) ve
Xx+Bx(f—7) n defa siirekli diferansiyellenebilir ve f>1 i¢in sirasiyla (4.1) ve (4.2)

denklemlerinin saglanmasi anlasilmaktadir.

Teorem 4.1 Kabul edelimki 0<P(r)<p<+ ve

J.oo Sn—l
Ty

olsun. Bu taktirde (4.1) denkleminin salinim yapmayan sinirli ¢oziimii vardir (Candan,

2013).

|0,(5)|ds < o0, i=12. 4.3)

ispat

t, 2t, +max{7,0,,0,} olmak lizere t, > 1, yeterince biiyiik secebiliriz dyle ki
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b sabit vektdr, M, ve M, pozitif sabitler dyle ki

pM,+ M, <|p|<2|b|<M,+M, (4.4)
oldugunda

L i . Ib||— pM,-M
= ["s=0(|o )] +[e, )]s < M; L, 4.5)

saglanir.
A, [t,,00) arahiginda tanimh tiim smirli ve siirekli vektor fonksiyonlarmin kiimesi
olsun.

A={xe A: M, S”x(t)”SMZ, t2t,} olsun.

T:A— A asagidaki gibi tanimlansin.

b—P(t)x(t—T)+ f (s=1)""(Q,()x(s —0,) = O, (5)X(s — 0,))ds, t>t,
(Tx) (1) = =t

(Tx) (), 1, <t<t.

Tx doniisiimiiniin siirekli oldugu asikardir. Vxe A ve t 2t olmak iizere (4.4) ve (4.5)

kullanilirsa

1 ~ 1
H(TX)(I)H:Hb_P(t)X(t_T)"'(n_l)‘_[[ (s—1)" (Ql(S)X(S_O-l)_Qz(S)X(S_Gz))ds

S||b||+||px(t—z')||+ Hj (s—0)""(Q,(9)X(s—0,) — O, ()X(s — 7)) ds

—1)!
< bl +lpx -2+ D,f 5= (Q(x(s-0) - 0, (5)x(s =) ds
<|b|+ p[x- 2')|| 1)' j (s=0)"" (|0, (9)x(s — )|+ [0, (5)x(s - 7,)|) ds
M - n—1
<[b]+ p, + I s=0"" (la@]+[e: )] ds
(n=1)!-
<M,.
(4.5) ten dolay1
H(Tx)(t)H=Hb—P(r)x(t—r)+ il [“s=0"(Q(9)x(s-06,) =0, (5)x(s ~3,)) ds
1 “ n—1 _ _ _
2 b=l -o) - [ 50 (0 (50~ 0,(x(s-0))ds
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2||b||—p||x(t—2')||— [ es=0" (@ (x(s=0)) = 0, ()x(s =) | s

1)'

2||b||—pM2‘ D.f (s=0"" (|@ (9)x(s =) +]Q, (5)x(s — 5,)| ) ds
M n—1

2[bl-pm, - I)J (s—0" (Jo.)]+] Q. (5)])ds

>M,.

Boylece TAc A oldugu ispatlanir. A, A' in smirli, kapali ve konveks alt kiimesidir.
Daralma prensibini kullanabilmek i¢in 7 nin A {izerinde daralma doniisiimii oldugu
gosterilmelidir.

VX,,X,€ A ve t 2t olmak iizere

[(7%,) () - (7x,) (1) = P(t)[xl(t—f)—xz(t—f)]+ j (s—1)"'ds

—DL
X[Q,(s)(xl(s—al)—xz(s—a ))—Qz(s)(x (5-0,)=%,(s=0,)) ] ds|

SP(t)||x1(t—1')—xz(t—z')||+ j (s—1)""ds

— D)1
(2 @|x (s =) =%, (s =) + Q. ()%, (s = 0,) =%, (s = &) ) s

<l po g Ll oo (ol ool

<q, ||x1 —x2||.
Yani,
7%, =T, < [, —x, |
dir. (4.4) ve (4.5) ten g, <1 olur. Bu da T nin bir daralma doniisiimii oldugunu gosterir.
Sonug olarak ||X|| >0 olmak iizere X, ¢ 2, i¢in 7 dOniisiimiiniin sabit noktasidir. Bu da

ispati tamamlar.

Teorem 4.2 Kabul edelim ki 2< p<P(t)< p, <o ve (4.3) saglansin. Bu taktirde (4.1)

denkleminin salinim yapmayan sinirlt ¢oziimii vardir (Candan, 2013).

ispat
t,+72t,+max{o,,0,} olmak lizere t, >, yeterince biiyiik secebiliriz dyle ki

b sabit vektor, M, ve M, pozitif sabitler dyle ki
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poM;+M, < ”b” < 2||b|| <pM,+ p,M, (4.6)

oldugunda

1 b||-M, - p,M
(n—1)! (s=—t-7)" 1(||Q1(S)||+||Qz(s)||)ds<” | 1;14 P, 12, (4.7)
saglanir.

A, [t,,00) arahiginda tammh tim smurli ve stirekli vektor fonksiyonlarmin kiimesi

olsun.

A={xe A: M, S||X(t)||SM4, t2>1,} olsun.

T:A— A asagidaki gibi tanimlansin.

[-1-p"(Q)x(s-0)

{b—x(r+r)+
P(t+7) (n=1!"

(Tx)(1) = —Q,(9)X(s—0,))ds, 121,
(Tx)(1,), t, <t<t,.

Tx doniisiimiiniin siirekli oldugu asikardir. Vxe A ve t 2t olmak iizere (4.6) ve (4.7)

|

kullanilirsa

[ (s=1=0"(Q()x(s-06) = 0, (s)x(s = 0,))ds

[(7x) ()] < l[”b —X(t+7)+

p (n—1)dmr
1 1
s; b+ ||X(t+T)||+ 1)v (s—t—r)"* (Q,(5)x(s —0,)— O, (5)x(s — 7,))d j
s% [b]|+ ||X(t+1')||+ 1)'L+f (s—1=7)""(Q()X(s —0,)— 0, (s)X(s — 7,) \dsj
s% ||b||+||x(t+r)||+ O f( —t=7)""(|Q,(9)x(s — 0| +] 0, ()x(s — 5,)] ) & J
1 M, 1
<t plesr, e 2 6mr-0r (00l
<M,.
(4.7) den dolay1
1 . 1
H(TX)(f)H Zp—[”b—X(t+T)+ (n_l)!J‘M(s—t—f)"_ (0 (5)x(s—0,)~0Q,(5)X(s —07,))ds J
2pi[||b||—||x<r+r>||— ; 11), " (51— >""(Q1<s>x(s—al>—Q2<s>x<s—az>)ds]
1 1 e n—1
2p—0[||b||—||x(t+z')||— (n_l)!jm (s—t-1)""(Q, (s)x(s—Gl)—Qz(s)X(s—O'2))Hdsj
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1 o 1
> p—[”b” —|x(t+ )| - (s—t=7)"" (|0, ()x(s — 0))|| +]|Q, (s)x(s —0'2)||)dsj

(n—1)1dre

> Lo, s ] =0 (ool e

>M,.

Boylece TAc A oldugu ispatlanir. A, A" in smnirli, kapali ve konveks alt kiimesidir.
Daralma prensibini kullanabilmek i¢in 7 nin A iizerinde daralma doniisiimii oldugu

gosterilmelidir.

VX,,X,€ A ve t 2t olmak lizere

1 1 = 1
|(7x,) () (1%,) ()] < =|[[x, ¢ + D) = x, (t + )] + [~ (s=t=0"ds
p (n—1)1e
x[Q/(9)(x,(5=0,)=x,(s=06)) =0, (5)(x,(s—3,) ~x,(s = 5,)) |ds]
1 1 o0 n-1
S;(||x1(t+r)—x2(t+r)||+(n_l)!_‘-w(s—t—r) ds
x(le @ lx s =) x5 =]+ [Q, (%, (s = 0,) = %, (s = 7, ) s
[, —x,| |
<= 1+(n_1)!jm(s t—o)" (|o, )+ ], (s)]) ds
<q, ||X, —X2|| .

Yani,
7%, =T, < 4, %, =, |
dir. (4.6) ve (4.7) den g, <1 olur. Bu da 7 nin bir daralma doniistimii oldugunu gosterir.

Sonug olarak ||X|| >0 olmak lizere x, ¢ 2¢, i¢in T doniisiimiiniin sabit noktasidir. Bu da

ispati tamamlar.

Teorem 4.3 Kabul edelim ki —3<p<P(r)<0 ve (4.3) saglansin. Bu taktirde (4.1)

denkleminin salinim yapmayan ¢6ziimii vardir (Candan, 2013).

ispat

t, 2t,+max{7,0,,0,} olmak iizere ¢, >1, yeterince bliylik se¢ilebilir dyle ki

b sabit vektor, M ve M, pozitif sabitler dyle ki

|p| M+ M, <|p|<2|b| <M +M, (4.8)

oldugunda

29



[bl-[p|3, M,
M6

1 “ n—1
ol =0 (el el <

, 121 4.9)
saglanir.

A, [t,,°) araliginda tanimli tiim smurli ve siirekli vektor fonksiyonlarmin kiimesi
olsun.

A={xe A: M, < ||X(t)|| <M, t>t,} olsun.
T:A— A asagidaki gibi tanimlansin.

()0 = {b ~P(OX(t—7)+ (nil)!jf(s—t)"-' (0,()X(s—0) - Q,(5)X(s —7,))ds, 121,

(7x) (), t,<t<t,

Tx doniisiimiiniin siirekli oldugu asikardir. Vxe A ve t 21, olmak iizere (4.8) ve (4.9)

kullanilirsa

1 ~ 1
H(TX)(I)H:Hb_P(t)X(t_T)+(n_l)‘J; (s—1)" (QI(S)X(S—O'])—QZ(S)X(S—0'2))615

<[pl+[px-+

e (@@x6-0)-0.x- o) ds

-D!

S||b||+||px(t—z')||+ 1)' [Ts=0r (@ e)x(s—0)-0,()x(s ~5,))| ds

<ol +[ ol =2+ — [ (s =0 (e )x(s = o]+ |0 5)x(s - 0, s

(n —1)'

M, « 1
<[l +]p|M+ == [ s =0 (Ja @] +]e: ()] ds

(n=D
<M,.
(4.9) dan dolay1
)@= p~Pu -0+ 1), [" =" (2 (x5 - 0) - 0y (5)x(s ~ 7)) ds

2[b] | px(t=2)]-

HJ.:G (S—[)n—l (QI(S)X(S_O-l)_Qz(S)X(S—O'z))dS

(n=1)!

2[bl-[ (=) 1),f [ts =177 (Qx(s —0) - Qu(s)x(s— 1) ds

> b|| - || px(z - r>||— j (s—t)"" (|, (9)x(s = 0))||+|Q, ()x(s —7,)|) ds

1)'

M,
2[b]-|p[#, -

ool e el +e s

>M,.
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Boylece TAc A oldugu ispatlanir. A, A' in smnirli, kapali ve konveks alt kiimesidir.
Daralma prensibini kullanabilmek i¢in 7 nin A {izerinde daralma doniisiimii oldugu
gosterilmelidir.

VX,,X, € A ve t 2t olmak iizere

[(7%) @) = (7%,) )| =[PO[x,( ~ ) =%, = )] + [“s—oyas

(n—1)!
x[Q/(9)(x,(5=0,)=x,(s=06)) =0, (5)(x,(s = 7,) X, (s = 5,)) |ds]
1

<|P()||x,(t = 7) —x,(t = )| + jt‘”(s —1)"ds

(n—1)!
x(||Q1(s)||||x1(s ~0)=%,(s=0)|+|Q, $)|[x, (s = 0,) =X, (s — 5,)|| ) ds

1 m n—1
S||x1—x2||(| e A (||Q1<s>||+||Q2(s>||)ds]

<gq, ||x1 —x2||.
Yani,
7%, =%, || < 43 %, = x,
dir. (4.8) ve (4.9) ten g, <1 olur. Bu da T nin bir daralma doniisiimii oldugunu gosterir.
Sonug olarak ||X|| >0 olmak iizere x, t =1, i¢cin T doniisiimiiniin sabit noktasidir. Bu da

ispati tamamlar.

Teorem 4.4 Kabul edelim ki —ec < p, < P(t) < p<-2 ve (4.3) saglansin. Bu taktirde (4.1)

denkleminin salinim yapmayan sinirli ¢oziimii vardir (Candan, 2013).

ispat
t,+72>t,+max{o,,0,} olmak lizere t, > ¢, yeterince biiyiik secilebilir dyle ki

b sabit vektor, M, ve M, pozitif sabitler dyle ki

|po| M + M < b <2|b]| <| p| M +| p,| M oldugunda (4.10)
[ - b||- M, | p,| M

Lo ool oo s PEEAE

saglanir.

A, [t,,00) arahiginda tanimh tiim smirli ve siirekli vektor fonksiyonlarmin kiimesi

olsun.

A={xe A: M, <|x()||< My, t21,} olsun.
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T:A— A asagidaki gibi tanimlansin.

1 n—1
P(t+7) (n _1)'.[,+T( s=1=0)"(Q(9)x(s-0))

(Tx)(t) = —Q,(5)x(s—0,))ds}, 12t

1
Tx)(t,), t, <t<t,.
1 0 1

{b—x(l+r)+

Tx doniisiimiiniin siirekli oldugu asikardir. Vxe A ve t >t olmak ilizere (4.10) ve

(4.11) kullanilirsa

mools |

< Il

b- x<r+r>+(#1), =10 (Q()X(s = 0) = Q,()x(s = 7,)) ds

1)'HJ‘ (s—t— f)"l(Q](S)X(S 0,)—0,(s)X(s— 0-2))618

E

S%(“'bll -+ 1>J,+,( 5= 1=2)" QX5 ~0) - O, (9)x(s— 7)) ds
g|_;|(||b|| xe+ o+ 1>' " == (0 )x(s o) +]Q, ()x(s -7, d j
i M8 el

<ol e 2 - (ool oo

<M,.

(4.11) den dolay1

|(7) <f>\\—| (Hb Mo+ 0+t [ 50 (0 (96 -0) -0, (9x(3 0, )d

]

ﬁ(nbn ool 0 Qs -o - oxs-o)al|
|—{||b|| ||X(f+f)||——1),fm( —t =7y (Q,()x(s — 0) — 0, (5)x(5 — T \dsj
pi(llbll [x+ o) 1), " s—t-0" (Je ()X~ 0] +] 2 (9)x(5— )] )d J

1 M8 n—1
2o, =r-o ool oo

M,.

vV

Boylece TAc A oldugu ispatlanir. A, A" in sinirli, kapali ve konveks alt kiimesidir.

Daralma prensibini kullanabilmek i¢in 7 nin A iizerinde daralma doniisiimii oldugu

gosterilmelidir.

32



VX,,X, € A ve t 2t, olmak iizere

H(Tx )(0)—(Tx, (t)H_| | [x,(t+7)—x,(1+7)]+ — m( s—t—7)""\ds
x[Q/(9)(x,(5=0,) =X, (s=6)) =0, (5)(X,(s = 7,) =X, (s - 5,)) | s
_| |[||x (t+7)— xz(t+2')||+ 1)'I (s—t—7)""\ds

(|2 )%, =) =%, (s =)+, ()] [x,(s = 7,) =%, (s _‘72)||)d5)

XI—X2
o - II( =0 [ (=t (||Q1(s)||+||Q2(S)||)dSJ

<q, ||X1 —X2|| .
Yani,
7%, = T%, | < 4, %, =, |
dir. (4.10) ve (4.11) den g, <1 olur. Bu da T nin bir daralma doniisiimii oldugunu
gosterir. Sonug 01arak||x|| >0 olmak iizere X, t 2¢, i¢cin T doniisiimiiniin sabit noktasidir.

Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 4.5 Kabul edelim ki 0<|B|<i ve (4.3) saglansin. Bu taktirde (4.2)

denkleminin salinim yapmayan sinirlt ¢6ziimii vardir (Candan, 2012).

ispat
t, 2t, + max{7,0,,0,} olmak lizere t, >, yeterince biiyiik secilebilir dyle ki

b sabit vektdr, M, ve M, pozitif sabitler oyle ki

|B| N, + N, <[b]|<2[b|< N, + N, (4.12)
oldugunda

® n- b| —|B|N,—N
Lo ool e PEERN 1o, )
saglanir.

A, [t,,) arahgmda tanimh tiim sirl ve siirekli vektor fonksiyonlarmin kiimesi

olsun.
A={xe A: N, <|x(0)|<N,, 121,} olsun.

T:A— A asagidaki gibi tanimlansin.
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1 =
b-Bx(t—7)+ (s=0)""(Q (s)x(s—0,)— 0, (s)X(s — 0,))ds, t>t
(TX)(Z’): (n_l)‘jt ( 1 1 2 2 ) 1
(Tx) (1), 1, <t<t,
Tx doniisiimiiniin siirekli oldugu asikardir. Vxe A ve t 2>t olmak lizere (4.12) ve

(4.13) kullanilirsa

()=

[ "= (Q(9x(s=0) -0, (s)x(s - 7,)) ds

1
b—BX(t—T)+(n_1)!

< |b|+[Bx—7)|+

|- (@ x(s=0)-Q.(o)x(5- o) s

(n-1)!

<[b]|+[Bx( - )|+ [ =" (Qx(s=0) = Qs (5)x(s = 0,)) s

(n —1)‘

1 °° 1
< o] +|B][|x( -2+ = j (s=0"" (|0 (9)x(s = 0)|| +]Q, (9)x(s — 7, ) ds

<+ BN, + 2 [0 (g o] oo s

<N,.

(4.13) ten dolay1

()] = [b-Bx(t~2)+ (nf Sl 607 (x5 -0)-0u()x(s-0,)) ds
> bl - B~ — D,Hj (5= (Q()x(s =)~ 0, (5)x(s— ) ds
2||b||—||Bx(t—z')||— 1)' [ |- (@ e)x(s =) -0, ()x(s - 5,))| ds

> bl [Bl - o) - — [ (s =0 (|Q,)x(s = o) +[Q: (9)x(s - 0] s

(n —1>v

N * n—1
2ol -[B] v, =] =0 (e @ e ds

2N, .
Boylece TAc A oldugu ispatlanir. A, A" in smnirli, kapali ve konveks alt kiimesidir.

Daralma prensibini kullanabilmek i¢in 7 nin A iizerinde daralma doniisiimii oldugu

gosterilmelidir.

VX,,X, € A ve t 2t, olmak iizere
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1

|(7x,) ()= (7x,) (0)]| = |B[x, (= 7) = x,(t =) | +

j:"(s —1)"'ds

(n—1)!
x[Ql(S)(Xl(s—O'l)—Xz(s _O-l))_QZ(S)(XI(S_0-2)_X2(S_O-2)):|dsH
1 « n-1
<[l o0l L oo
(@ )lx (s =) =%, (s = o)+, (D[, (s = 7,) = %, (s _0-2)||)ds)

1 © n-1
e [ Rl IO e

< gs|x, —x, .
Yani,
7, =T, < g5 %, — x|
dir. (4.12) ve (4.13) ten g; <1 olur. Bu da T nin bir daralma déniisiimii oldugunu
gosterir. Sonug olarak ||x|>0 olmak iizere X, 727 i¢in T doniisiimiiniin sabit

noktasidir. Bu da ispati1 tamamlar.

Teorem 4.6 Kabul edelim ki 0<[B”|<} ve (4.3) saglansmn. Bu taktirde (4.2)

denkleminin salinim yapmayan ¢6ziimii vardir (Candan, 2013).

Ispat
t,+7>1,+max{c,,0,} olmak iizere 1, >1, yeterince biiyiik secilebilir dyle ki

b sabit vektdr, N, ve N, pozitif sabitler dyle ki

[B7| N, + N, <[Bb| <2[Bb|< N, + N, (4.14)
oldugunda

-, |

" omt=r (o o s < B
N, [B7|

(n—1)! e

,t2t (4.15)

saglanir.

A, [t,,00) arahiginda tanimh tiim smirli ve siirekli vektor fonksiyonlarmin kiimesi

olsun.
A={xe A: N, S”x(t)”é N,, t=t,} olsun.

T:A— A asagidaki gibi tanimlansin.
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Oy 1
B {b x(t+r)+(n_1)!

(Tx)(t) = ~-Q,(9)x(s—0y))ds}, 1=t
(Tx)(1,), t, <t<t,.

[" s=t-0"(Q(s)x(s-0))

Tx doniisiimiiniin siirekli oldugu asikardir. Vxe A ve t =t olmak lizere (4.14) ve

(4.15) kullanilirsa

(%) )] =B (b X+ 11)3 j:fu —1=0)"(Q()X(s = 0,) = 0, (5)X(s —az))dsj
<|B” 15 —1>v " (s=1=0"(Q(9)X(s-0,) = O, ()X(s — 5,) ) ds
<[B~'b||+ B[ N, +(H _11‘)" == (Jo )N, +| Q. )| N, ) ds
<[ nfef | v [ mimo 0ol

<N,.

(4.15) ten dolay1

I(

= B“[b—x(r+r)+

[~ s-1-0"(Q(9)x(s-0) - 0, (s)x(s - 0,))d. )

—e

> HB“bH - “B" ””X(t +7)| -

] 1= QX6 0) - Qx5 - )

R I L e L An A

S
(n 1)Y t+7

== ol ol |

> N,.
Boylece TA < A oldugu ispatlanir. A, A' in sinirli, kapali ve konveks alt kiimesidir.
Daralma prensibini kullanabilmek i¢in 7" nin A {izerinde daralma doniisiimii oldugu

gosterilmelidir.

VX,,X,€ A ve t 2t olmak iizere

( —t—17)""'ds

H(TXI )(t) - (sz)(t)u =

B—l([xl(t+7)—xz(t+1)] i

x[Ql(s)(xl(s—al)—xz(s—al))—Qz(s)(xl(s—az)—xz(s—az))jds)u
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1
(n—1)!

(2%, (s =) =%, (s = )]+, ()], (5 = 0,) =%, (s - 02)||)d5)

<8, —x2||[1+

< (HB—I H”xl t+7)—x,(t+ r)|| + J':T(S _r—ryds

il oo llowh]

< g%, — X, -
Yani,
7%, =T, | < g [x, = x|
dir. (4.14) ve (4.15) ten g, <1 olur. Bu da T nin bir daralma déniisiimii oldugunu
gosterir. Sonug olarak [x||>0 olmak iizere X, 7> igin T doniisiimiiniin sabit

noktasidir. Bu da ispati tamamlar.

Ornek 4.1 n=5, P(1) = ET

0,(1) = 1 Y om- ! b2
YT 2ad vt +e™) 2 2 )T 22ad v 1o\ 2

olmak tizere

(x()+ P(O)x(t—7))” +Q,()x(t—0,) — O, ()x(t — 5,) =0

denklemin sisteminin (4.3) sartin1 sagladig1 asikardir ve salinim yapmayan

x(t):(a—i_e_t} ae R

a+e”’

¢Oziimii vardir.

Ornek 4.2 n=3

_e o 1 5L 1 4 -1
B= —i - | Ql (t) = t o o s ’ Q2 (t) = t o o 7 -l
e - 2Q2ae' +e” +e”)\ 2 1 22ae’ +e” +e”)\ 57 T

2

olmak iizere
(x()+Bx(t—7))" +0,()x(t - 6,) - 0, (NX(t — 7,) =0

denklemin sisteminin (4.3) sartin1 sagladig1 asikardir ve salinim yapmayan

x(t):(a-l_e_tj, aeR

a+e”’

¢Oziimii vardir.
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BOLUM YV

SUREKLI GECIiKMELI YUKSEK MERTEBEDEN NOTRAL DiFERANSIYEL
DENKLEM SiSTEMLERI iCIN SALINIM YAPMAYAN COZUMLERIN
VARLIGI

Bu boliimde, dordiincii boliimde verilen Candan (2013) tarafindan calisilan (4.1) ve

(4.2) denklem sistemlerinden daha genel olan denklem calisilmustir.

n>1 bir pozitif tamsay1 Pe C([f,,),R), xe R", 7€ (0,), QO,; [f,,)X[qa,,b],
i=12.,0,; [t,,)X[a,.b], i=12., O [t,,0)X[a,,b], i=1,2., araliginda siirekli

matris, 0<a, <b,, i=12., olmak iizere siirekli gecikmeli yliksek mertebeden nétral

diferansiyel denklem sistemi

~(XW+ POxE =)+ (-1 Ub 0,(t,E)x(t —E)d & - jb 0, (t,E)x(t — f)d{} =0 (5.1)
ve n =1 bir pozitif tamsayl, B nXn nonsinguler sabit matris, xe R", 7€ (0,), O ;

[7,,00)X[a;,b,], i=1,2., arahiginda siirekli matris, 0<a, <b,, i=1,2., olmak iizere

siirekli gecikmeli yiiksek mertebeden notral diferansiyel denklem sistemi

leﬂ (X(1)+ Bx(t = 7)) + (=1)"" [ [l owoxa-&as-"0,wox - zf)dé} =0 (52

ve n21 bir pozitif tamsayr pe C([f,,),R), xeR", Q,; [t,,>)X[qa,,b], i=12.,

araliginda siirekli matris, 0<a, <b,, i=1,2,3., olmak iizere siirekli gecikmeli yliksek

mertebeden notral diferansiyel denklem sistemi

dn by 1 by b,

(x4 [" o -oag)+ 1y U 0 (19X~ HHdE - | Q2<t,af)x<r—§>d§}=o (5.3)
dt a3 4 a

ve n=1 bir pozitif tamsayr, B nxn nonsinguler sabit matris, xe R", Q;
[t,,0)X[a;,b,], i=1,2., arah@inda siirekli matris, 0<a, <b,, i=1,2,3., olmak iizere
stirekli gecikmeli yiliksek mertebeden notral diferansiyel denklem sistemi

n

L0 +B[ xe-6)0¢)+ 1| [ 0. x- 5187 0. 0.6 - )dg | <0(5.4)

ele alinmis ve dordiincii boliimde incelenen durumlar sirasiyla (4.1) ve (4.2)

denklemleri icin genellestirilmistir.
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m=max{b,b,} olsun. (5.1) ve (5.2) denklemlerinin f >7, olmak iizere
xe C([t,—m,>),R"), ¢oziimi denilince [tl , oo) araliginda x+ P(t)x(t—7),
X+ Bx(t—7) n defa siirekli diferansiyellenebilir ve f>1, i¢in sirasiyla (5.1) ve (5.2)

denklemleri saglanmasi anlagilmaktadir.

Benzer sekilde m=max{b,b,,b,} olsun. (5.3) ve (5.4) denklemlerinin # >7, olmak

lizere xe C([t, —m,>~),R"), ¢Ozimii denilince [t1 , oo) araliginda
X+ Ib' pt,E)x(t-&)dE ve x+ BIb' x(t—&)d& n defa siirekli diferansiyellenebilir ve

t 2¢, icin sirastyla (5.3) ve (5.4) denklemleri saglanmasi anlasilmaktadir.

Teorem 5.1 Kabul edelim ki 0< P(1)< p<7 ve ||

, R" de herhangi bir norm olmak

lizere
["s[Mo.s.o) dds <o i=1.2. (5.5)

olsun. Bu durumda (5.1) denkleminin salinim yapmayan sinirh ¢oziimii vardir.

Ispat
1, 2t,+max{z,b,,b,} yeteri kadar biiyiik segilebilir 6yle ki
a sabit vektor, M, ve M, pozitif sabitler olmak iizere
pM,+M, <|a| <2|ja| <M, +M, (5.6)
oldugunda

1
(n—=1)!

pPM, —M,

M, (5.7)

=0 ([ o g+ [ s g <1

saglanir.

X, [t,,) araliginda taniml tiim sinirh ve siirekli vektor fonksiyonlarinmn kiimesi

olsun.

A={xe X: M, S||X(t)||SM2, t2>1,} olsun.

T:A— X doniisiimii asagidaki gibi tanimlansin.
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o—-P)x(t—7)+

(n—l)!If (s=n"

(Tx) (1) = x[ jb 0,(5,E)X(s —§)d§—j: 0, (5, E)X(s —f)df}ds, 21

(Tx) (@), , <1<1,.

Tx doniisiimiiniin siirekli oldugu asikardir. Vxe A ve t 2t olmak iizere (5.6) ve (5.7)

kullanilirsa

1
(n—1)!

x[ [l o6.oxs-oas-| Qz(s,f)x(s—f)df} ds

(nil)!HJ"m (s=0

A [ 0.5, Ex5 -0 [ 0,05 x5 - E1d¢ | ds

1 « n—1
(n_l)!.[z H(S -1

A [ 0 Ox(s=§)dE [ 0.5, Ox(s - |
(nil)!
|1 @ oxis-ae|+

1
(n—1)!

a—POx(t—17)+

0=

J't“’ (s— t)n—l

<o +|pxtt =2 +

<[jof+ plxt ~2) +

ds

<[jof+ plxt ~2) +

L‘” (s—t)""

I Q2<s,g’)x<s—§>d§m ds

< ||(1||+pM2 + J‘tm (s=1)""

{[ o olxcs-lag+ "
le) ! _[:o (s—1)"" Ub] |0, (s.&)||dé + Ii 10, (s, 5)”015} s

(n—

0.(5.H)Ixts - &)]d¢ |as

<|o|+ pM, +
<M,.
(5.6) dan dolay1

1
(n=-1)!

o=

a—PO)x(t—7)+

[

x[j” 0,(s.Ex(s—&dé - Qz(s,f)x(s—f)dé‘}ds

(nil) ! Hr (s=0"

A [ s Ex(s - e - [ 0,5, x5 - 1d¢ |as

2] || px(r—2)] -
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1 °° n-1
o] - plxt =2 - =5 [ -0
K
X

2ol it~ [

(S, f)X(S -

(s,f)X(s—f)dé?‘Hds

XUZ‘IIQms,@nnxw— '10.HlIxs— &g |as
M, ¢ n1| [
2||u||—pM2—(n_1)!.[ (s=2) U o (S’§>||d§}ds

>M,.

Boylece TA c A oldugu ispatlanir. A, X’ in sinirli, kapali ve konveks alt kiimesidir.
Daralma prensibini kullanabilmek i¢in 7 nin A iizerinde daralma doniisiimii oldugu

gosterilmelidir.

VX,,X, € A ve t 21, olmak iizere (5.7) den

|(7%,) () —(Tx,) ()] =

e 1)J( "

<[ 06O - O -xa(s-Oae

—Ib 0,(5,E)[x,(s=&) =X, (s —g)]dg} ds

1 - n—1
Sp||x1(t—z')—x2(t—z')||+(n_l)!J.t (s—1)

< [ ol s -6 x5 ag
(5.5 (5 =)= xo (5= )] |ds

<l ] -0 ([l e+ o e

snxl—x2||[p+"“"‘PM2‘M1j.

M2
Yani,
7%, =T, < i [x, =,
dir. (5.6) ve (5.7) den r, <1 dir. Bu da T nin bir daralma doniisiimii oldugunu gosterir.

Sonug olarak ||X|| >0 olmak lizere x, ¢ 2¢, i¢in T doniisiimiiniin sabit noktasidir. Bu da

ispati tamamlar.
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Teorem 5.2 Kabul edelim ki 2< p<P(t)< p, <o ve (5.5) saglansin. Bu durumda

(5.1) denkleminin salinim yapmayan sinirl ¢oziimii vardr.

Ispat
1, +721t,+max{b,b,} yeteri kadar biiyiik se¢ilebilir 6yle ki

a sabit vektor, M, ve M, pozitif sabitler olmak tizere

poM;+M, <|a| <2|e|< pM, + p,M, (5.8)
oldugunda

1 oy ([ ki o] =M, - psM
(n— 1)y,[ (s " _[ ||Q1(s (s, ‘f)”df s < M, (5.9)
saglanir.

X, [t,,) araliginda taniml tiim sinirh ve siirekli vektor fonksiyonlarinin kiimesi
olsun.
A={xe X: M, S||x(t)||SM4, t2>1,} olsun.

T:A— X doniisiimii asagidaki gibi tanimlansin.

(__)nl

P(I+T){u—x(t+f)+

(%)) = I 0 ox-§1aE [ 0,56 -1a fas). 1z

(Tx) (@), t,<t<t,.

(I’l 1)! +7

Tx doniisiimiiniin siirekli oldugu asikardir. Vxe A ve t >t olmak iizere (5.8) ve (5.9)

kullanilirsa

()= MGl

PGtT) {a—x(t+2’)+

[ 0.6, Exs-61ag [ 0,5, x5 —cf)dé} as}

( _1)Y 1+7

1 1
<— +(x(z+7)|+
p{llall e+ o]+ =

D1 I:T (s—t—7)"

| J! Qs Ox= a6~ Q.. Ox(s- ¢ |ds

}
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<o

“BIH

=1l

U: Q,(s,$)x(s=&)d& ~ Lz Q,(s,E)x(s— f)df}

X

ds}

<Hjescs ol Ll i

|

*ulH

X

Lb] 0,(s,&)x(s - f)dg‘” + HI;: 0, (s, E)x(s — f)dg“

J#

1

;{||a||+|x(;+f)||+ LT e

| [ e Ollxts =g + [ . s. O xts - ) ag |as]

1 b b,

S;{||<’LII+M i MG L [Li o s.$)ag+ ] ||Q2<s,§>||d§}ds}
(5.9) dan dolay1
1

|(7%) ()] = P(t+z_){a—x(t+f)+(n I)J (s—t—7)""

{ [ 0.6, ox5- e[ 0,5 x5~ 1a¢ | as)

\

> ool ol

{ [ 065, oxs- e[ Q2<s,§)x(s—§>d§]ds

1)‘ ( _t_z_)n—l

}

\

e R e

A [ 0 3= §1d6 [ 0.5, Ox(s- )¢ |

.

I\

2 ool ol ] e

{|I! (S,f)x(s—f)deJr‘U% 0,05, s £1d¢]

W
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1
CP(t+7)

o ol -l + [

\Y

1 m n—1
s e

0.(5.Ix(s - &g |as)

1 M, = o )
2P_o{”m”_l\/lr(n—l)! G Ul ”Q'(S’f)||d§+.[a2

Q2<s,§>||d§] ds}
>M,.

Boylece TA < A oldugu ispatlanir. A, X’ in sinirh, kapali ve konveks alt kiimesidir.
Daralma prensibini kullanabilmek i¢in 7 nin A {izerinde daralma doniisiimii oldugu
gosterilmelidir.

VX,,X, € A ve t 2t olmak iizere (5.9) dan

1 1

1 « n—1
el LA Gl (n_l)!jm(s—t—z')

H(Tx1 ) (1) —(Tx,) (t)H = H

| [ 5.6 (5= )= xa (s =1

[ 0.5 D%, (5= &) ~xs (s~ £ | ds

(s—t—1)""

1 1
S;||x1(t+f)—xz(t+f)||+;(n_l)!

{[leollxe-o-x 6ol
1o b -6 xsts = O fas

< [x, —x,|

P (1+("l11)!£:(s—f—f)"—l
x(.[: ”Ql(s’g)”df"_I:”Qz(s,éf)”dé:)ds)

< ”Xl_xzn (1+||a||—M4 _poMaJ.

P

4

Yani,
7%, =T, < r[[x, =x,
dir. (5.8) ve (5.9) dan r, <1 dir. Bu da T nin bir daralma doniisiimii oldugunu gosterir.

Sonug olarak ||x|| >0 olmak iizere x, ¢ =1, i¢cin T doniisiimiiniin sabit noktasidir. Bu da

ispati tamamlar.
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Teorem 5.3 Kabul edelim ki 5 < p<P(r)<0 ve (5.5) saglansin. Bu

denkleminin salinim yapmayan sinirlt ¢6ziimii vardir.

Ispat
1, 21, +max{z,b,,b,} yeteri kadar biiyiik secilebilir dyle ki

a sabit vektor, M, ve M, pozitif sabitler olmak tizere

durumda (5.1)

-+, <l < 2o <1, + 1, 510
oldugunda

L[ ,,2 o o1,
(n_l)!.[z] (s=1) l(L] ”Ql(~‘1’é:)||d‘§‘:+L2 Qz(S,é:)”df)dSS M: ) 5.11)

olsun.

X, [t,,00) arahginda tanimh tim siirh ve siirekli vektor fonksiyonlarinin kiimesi

olsun.
A={xe X: M, S||X(t)||SM6, t21,} olsun.

T:A— X doniisimii agagidaki gibi tanimlansin.

1
(n—=1)!

(Tx) (1) = % [J’Z' 0,(s,E)x(s = &E)d & - Lb: Q,(s,&)x(s— f)df} ds,
(Tx) (1),

a—POx(t—7)+

f (s—t)""

t>1,

t, <t<t,.

Tx doniisiimiiniin siirekli oldugu asikardir. Vxe A ve t 2>t olmak iizere (5.10) ve

(5.11) kullanilirsa

1
(n—1)!

x[ [ 0. Ox(s-5ag =" 0.(5.6x(s —f)df} ds

a—P(H)x(t—7)+

()=

f" (s—1)""

<[lo] +|pxt =]+

j:" (s—)""

(n—1)!
| [ 05, Exs- e[ 0,5 x5 -1 | as

1 °° n-1
(n—l)!I’ Jis=o

| [ 05, E)x(s - e[ 0,5 x5 - E1dé s

<[lo] - plx =2+
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1 ~ n-1
Slol-plxe-o) ot [0

d

<[lof| - ¥+

[ 05, (s~ e +

1
(n—1)!

[ 0. Epxts =] |as

[ e

o &llss-2lag+ [
S I

(n—

0.(5.£)[xs - a |as

<o - pr +

0,(s.H)|d¢ |ds
<M.
(5.10) dan dolay1

1
(n—-1)!

x[ [l 0.ox(s-1dé [ 0,5, x5 - f)df} ds

a—POx(t—7)+

()=

r (s—1)""ds

2o - pxt: -2 -

1 « n—1
-1 J, =0

| [l 0 ox6-61as [ Q. Ex(s-)ag |ds
1

> o+ plxtr =0 - [ -0
x[ﬂ? Ql(S,f)x(s—éf)df—jiz Q2(S’5)X(S—f)df} s
2 ||a|| + p”X(t - T)” - " 11) ! r (s—1)""!
x{ J-: 0, (s.6)x(s ~ f)dfu + I:: Q,(5,&)x(s— §)d§mds
=+ M, - (n 11) ! J‘:G(S -0"

| los:&lxts - ag+ [

(nﬁﬁ) IR [ [ les.olag+[" ||Q2(s,§)||d§} ds

0.5 H)[xts - &)]d¢ |as

2]+ pp -

> M.

Boylece TA c A oldugu ispatlanir. A, X’ in sinirh, kapali ve konveks alt kiimesidir.
Daralma prensibini kullanabilmek i¢in 7 nin A iizerinde daralma doniisiimii oldugu
gosterilmelidir.

VX,,X, € A ve t 2t, olmak iizere (5.11) den
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1
(n—-1)!

|(7%,) () —(Tx,) ()] = HP(I)[XI(I ~7) =X, (t—7)]+ L“’ (s—1)"!

<[ 01 5= )=, (s= £l

[ 0 O =) =%, (5~ ¢ | ds

1
(n—-1)!

S—p||X1(t—Z')—X2(t—T)||+ J‘Zw(s_t)n—l
{ [l ol -8 -x,-o)ag

b,
+
a

QZ(S,§)||||X1(s—f)—xz(s—f)”df}ds

1 e n—1 b b,
Sllxl—lel(—p+(n_l)!£ (s=0) (LIIIQl<s,f>||dé+L2||Q2<s,f>||d¢)j
il |+ pM - M
S”x1 x2||( p+ M6 .

Yani,

[T =T, < [, =

dir. (5.10) ve (5.11) den r, <1 dir. Bu da T nin bir daralma doniisiimii oldugunu
gosterir. Sonug olarak ||x||>0 olmak iizere x, t=t icin 7 doniisiimiiniin sabit

noktasidir. Bu da ispati tamamlar.

Teorem 5.4 Kabul edelim ki —eo < p, < P(¢) < p<-2 ve (5.5) saglansin. Bu durumda

(5.1) denkleminin salinim yapmayan sinirl ¢oziimii vardir.

ispat

t,+721t,+max{b,b,} yeteri kadar biiyiik segilebilir 8yle ki

a sabit vektor, M, ve M, pozitif sabitler olmak lizere

—poM, + M <|a < 2|a|<-pM, - p,M, (5.12)
oldugunda

s < || =M + poM,
< m

[0 (Mool + [l o) (5.13)

(I’l — 1) 194+
saglanir.

X, [t,,) araliginda tanimh tiim sirh ve siirekli vektor fonksiyonlarinin kiimesi

olsun.
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A={xe X : M, <|x(1)|< My, t 21,} olsun.

T:A— X doniisiimii asagidaki gibi tanimlansin.

(Tx) (1) =

1
(n—=1)!

_[ (s—t—7)"
+7

P(t+z'){a_x(t+f)+

XU:] Q,(s,&)x(s—&)dé - jb: Q,(s,E)x(s — f)df} a’s}, 1>t

(Tx) (1), 1, <t<t,

Tx doniisiimiiniin siirekli oldugu asikardir. Vxe A ve r=t, olmak iizere (5.12) ve

(5.13) kullanilirsa

()=

1
< ——{||a||+||x(t +z')|| +
p

1
< ——{||a||+||x(t +T)|| +
P

(n—1! :f(s_t_f)nil

P(H_T){(I—X(I+T)+

| I s Exs - e - [ 0,5, x5 - 1d¢ |as]

(s—t—17)""

t+7

(n—1)!

}

[J.: 0,(s,)x(s=&)dé - Ijz Q,(s,&)x(s — gf)dg} ds

(s—t—1)"

1 e
(n — 1) l J.t+f

XU: 0,(s,$)x(s=&)d& — Lbj Q,(s,E)x(s— g)d;f} ds
1 B n-1
< —;{||a||+||x(t rofle L im0

1
< ——{||a||+||x(t o+
p

X

jb Q,(5,8)x(s —f)dé‘H + H Ib 0, (5,&)x(s —g)dgm ds}

[

(n—1)! :f(s_t_f)n_l

e ollxs-olag+ [

0, (5. O [x(s=&)d¢ } ds}

s_l{||u||+M8+ M, j:r(s—t—w”“Uj‘||Q1<s’¢’>||dff+ff||Qz(s’f)”d’5]ds}

p (n—1)!

<M.

(5.13) ten dolay1
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1
(n=-1)!

|(7x) ()] = H {a —X(t+7)+ j:r(s—t—r)"*'

I
P(t+7)
x[ [l o6.oxs-8aé-[" 0, (s.Exs —.»;)dg} ds}

1
> ——1|lal|—|x(+7)||—
p {II [-Ix¢+2)

0

(s—t—7)""

+7

1
(n-1)!

x[j” 0,5, E)x(s= O~ [ 0,5, Hx(s - §)d§] ds

}

1 1
> —p—{”a”—”x(l o)~ (-1 -7 }

1 ee
(n—1)! J..
<[] 0 Ox=5aE [ Q.. Ox(s- )¢ |

ds}

1
> ——1|lal|—|x(+7)|—
o {II [-Ix+2)]
X[

1
2 ——71la||=|[x(+7)|—
p {II |-k =+

0

e

Ih Qs (s,)x(s = f)dfm ds}

[ 0. (s e+

(nil)v :T(s_t_f)n_l

[ o olixis =0l ag + ] o o s ) a¢ Jas}

1 M8 o n—1 by by
) _p_o{”a”_MS ITESTTL U o, Hlag+],

>M,.

Boylece TA < A oldugu ispatlanir. A, X’ in sinirli, kapali ve konveks alt kiimesidir.

Qz<s,g“>||d§}ds}

Daralma prensibini kullanabilmek i¢in 7 nin A iizerinde daralma doniisiimii oldugu

gosterilmelidir.

VX,,X, € A ve t 2t olmak iizere (5.13) ten

|(7%,) ()~ (7x,) ()] =

1 1 « n—1
L AR R Gl (n_l)!jm(s—t—r)

| J! 06 DIx, (=) ~x, - e

_I: Q0,(5,[x,(s=&)—x,(s— f)]df} ds

L S (s—1-7)"
p (n=nthes

{ [l &l -0 -xsts-)a

b2
g
)

< —l||x1(t+r) —X,(1+7)||+
p

Qz(s’g)””Xl(S—é:)—Xz(S—§)||dggj|ds
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S_lel—lel(H .
p (n=Dline

X( [ les.oke +[lox(s.olag ))

S_”XI_X2||£1+”u”_M8+p0M7j.
p

8
Yani,
||Tx1 —Tx2|| ST ||x1 —x2||

dir. (5.12) ve (5.13) ten r, <1 dir. Bu da T nin bir daralma doniisiimii oldugunu
gosterir. Sonu¢ olarak ||X||>O olmak iizere x, r=¢ icin 7 doniisiimiiniin sabit

noktasidir. Bu da ispati1 tamamlar.

Ornek 5.1 n=3, P()=-1,a, =%, b =141, a,=1,b,=¢"

6+6In7+2(Int)* ) In(t—&) (3 &
Q](t,§)=( +6In7+2(In7)* ) In(r 45)(? ?]
(ar'n@-&)+1 ) (Inr)" \5 3
6+61n(t —7) +2(In(r — 7)) ) In(z —
0,66 (6+61n(t —7)+2(In(t — 7)) ) In(t :.?)4[2 1)
E(at-1) Int-&)+(1-7)’)(In(t-7)) 0 3

olmak tizere

n

L (x0+ POXa-0)+ | [ Q1. O3 -1 - [ 0.0.6)x(1 - g | =0

denklem sisteminin (max{z,&}+1,00) araliginda salinim yapmayan

¢Oziimil vardir.

Teorem 5.5 Kabul edelim ki O<||B||<% ve (5.5) saglansin. Bu durumda (5.2)

denkleminin salinim yapmayan sinirl ¢oziimii vardir.

Ispat

t, 21, +max{z,b,,b,} yeteri kadar biiyiik secilebilir dyle ki

a sabit vektor, N, ve N, pozitif sabitler olmak iizere

IB| N, + N, <o < 2|)< N, +N, (5.14)

oldugunda
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1
(n—1)!

o] -[B]~, -,
N2

JTa=0 ([l ol ag+ [ s o) de s <

saglanir.

X, [t,,) araliginda taniml tiim sinirh ve siirekli vektor fonksiyonlarinin kiimesi

olsun.
A={xe X : N, <|x(0)|<N,, t21,} olsun.

T:A— X doniisiimii asagidaki gibi tanimlansin.

1

a—Bx(t—7)+ (n—l)!-[’ (s—1)""
(7x) () = x[ [ 06 ox(s-9as- [ 0.(5.x(s —§)d§} ds, =1,
(Tx)(t,), 1, <t<t,.

Tx doniisiimiiniin siirekli oldugu asikardir. Vxe A ve t =t olmak lizere (5.14) ve

(5.15) kullanilirsa

1
(n-1!

<[ 065, Ex(s- O - [* 0,05, Ox(5 - 1d¢ |as

()=

o—-Bx(r—-7)+

Lw(s —1y!

1 m n—1
< o+ [Bx )] + (n_l)!H [ "5

| [ 05, Exs - e[ 0,5 x5~ 1a¢ s
1

<[ + Bl — o+ =, =0

A [ 0 3= e[ 0.5, Ox(s - O | ds
<+ Bl ~o)+

< |1 @ oxts=orae] [ 0uts Erxs— e |as
<o+ [B] N, + (nil) [ o

[l olls-olag-]
IR IN

(n—

0.(5.HIxts - &)]d¢ |as

<o + 8] 7, +

Q2<s,g’>||df} ds

<N,.
(5.14) ten dolay1
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()=

1 e n—1
a—BX(t—T)+(n_1)!J‘t (s—1)

x[ [l o6.oxs-8aé-[ 0 (s Exs —f)dé} ds

> Jul- B~ - s

(n—=1)!
XI:J‘Z’I 0,(s,E)x(s—&)d&E - Lb: 0,(s,E)x(s— f)df} ds

2o - Bt -2)] - oy

1)'
x[ j 0,(s,EX(s = E)dE ~ j 0, (5, E)X(s —f)df} ds

1 °° n—1
e

b
X
a

1 o e
2 o] - BN, 6=

(5,$)x(s =&

(5.£x(5- §1a¢] s

| [ e ollxts &)

<s,¢>||||x<s—f>||df]ds

| [les

2] -|[B] ¥, -

(5.)ag |ds

2N, .
Boylece TA — A oldugu ispatlanir. A, X’ in smirli, kapali ve konveks alt kiimesidir.
Daralma prensibini kullanabilmek i¢in 7 nin A iizerinde daralma doniisiimii oldugu
gosterilmelidir.

VX,,X, € A ve t 2t olmak iizere (5.15) ten

M(Txl)<z>—<rx2)<t>u=\

1 “ n-1
B[xl(t—r)—xz(t—z')]+(n_l)!.[l (s—1)
< | [ Q.o (5= =xa (5= §a

[P 0,65, 005, (5- 6 - x5 - 1 Jds

1 ~ n—1
<[Bllsic-0-x0 -2+ s
><|:J': 10, (5, &)||x, (s = &) —x, (s = &)||d&
s &)t - Dl |
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(n—-1)!

a|—(B|N,-N
<l A =10),

2

<yl o 0 (o ol o o]

Yani,

[T, =T, < 5 %, =

dir. (5.14) ve (5.15) ten r, <1 dir. Bu da T nin bir daralma doniisiimii oldugunu
gosterir. Sonu¢ olarak ||x||>0 olmak iizere x, r=¢ icin 7 doniisiimiiniin sabit

noktasidir. Bu da ispati1 tamamlar.

Teorem 5.6 Kabul edelim ki 0<|[B™|<% ve (5.5) saglansin. Bu durumda (5.2)
denkleminin salinim yapmayan sinirl ¢6ziimii vardir.

Ispat

1, +721t,+max{b,b,} yeteri kadar biiyiik segilebilir 6yle ki

a sabit vektor, N, ve N, pozitif sabitler olmak iizere

[B7| N, + N, <|Ba|<2[B 0 < N, + N, (5.16)
oldugunda

1 e o h , B 'a|-N,-N,|B”'
= L= 1=) I(Ib |0,(s,)]| &+ jb ||Q2(s,§)||d§)dsSH | N4H’B1H“H | (5.17)
saglanir.

X, [t,,) araliginda tanimh tiim sinirh ve siirekli vektor fonksiyonlarinin kiimesi
olsun.
A={xe X: N, S||x(t)||SN4, t>t,} olsun.

T:A— X doniisiimii asagidaki gibi tanimlansin.

B {a—x(t+r)+(n_1)! M(S—I—T) -
(1%) (1) = |1 0. x5 Ode [ 0, Ex6-na |as}, 121
(Tx) (), t<t<t.
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Tx doniisiimiiniin siirekli oldugu asikardir. Vxe A ve t2>t, olmak iizere (5.16) ve

(5.17) kullanilarak

r)0)-

Bl{a—x(t+1')+ j (s—t—1)""

=1l

| [ 05X - e - [ 0,5, (s - 1d¢ [as]

SHB1H{||a||+||x(t+f)||+

1 (—t )"

x[jb 0, (5, EX(s — E)d & ~ j 0, (5, E)X(s — f)df} ds

}

e e N e

<\ J! s x5 =)~ [ 005, Exxs - |

.

SHB_IH{||(1||+||X(t+T)||+
I
(I,

gHB—IH{||(,||+||XO+T)||+

(—1)"[ (s—t—7)""

(. Ex5-5d] + [ Q.. Hx6- )¢

Jo

1
])l.[z+( B _T)
XU:' 065, lx(s &) ag + [0, s. s —5>||d5} ds}

N,
(n=Dt*

XU: 10,(s.©)|d& + LZ |0, (s, df)||d§} ds}

<N,.

<[5 H{||a||+N b N [ (g

(5.17) den dolay1

[(7x) @) =[B {a ~X(t+7) .

[ (s—t-p

1)'

| I 0 Ex6 =1 - [ 0,5, E)x(5 - E1d¢ |as]

2o {l-Jsc o) -

il

| [ 05X e[ 0,5 Ex(5 - )¢ s

}
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2ol ol L -0

(n _1) ! It+
{ [ 0. £~ - Lz 0.(5.E)x(s - )¢ |

ds}

[ H{Iall e O

x[ a
=[]

<[l Ol —olag + ] e s £)lists ~)aé |as}

o[ - .-

>N,.

(s f)x<s—f>d§H+H [ 0. 6xs -

J#

— 7)™

o —D'I (s—t-17)" U o s.£ag+ J':”Qz(s,f)”dé}ds}

Boylece TA < A oldugu ispatlanir. A, X’ in sinirli, kapali ve konveks alt kiimesidir.
Daralma prensibini kullanabilmek i¢in 7 nin A {izerinde daralma doniisiimii oldugu

gosterilmelidir.

VX,,X, € A ve t 2t olmak iizere (5.17) den

[(7%,) ()= (T, ) 0)]| = |B~'[x, (t+ 7) = x,(t + )] + B!

Dbt

X|:J.: Q,(5, 9%, (s = &) =X, (s = &)]dS

- Jb 0, (5, )X, (s = &) =X, (s — f)]df} ds

= HB_I H ”Xl (t+7)—x,(+ r)” + 1

) s—t
p (n=D)ts
{110 Hlts=6-x5-0ag

+] 1. (5.O)xi (s~ O =xy(5 - §)||d§} ds
< HB—I H”Xl —X2||(1+ mil
(M. olag+ [ s ofag ) as)

SHB‘H”x1x2||£1+HB “H Ns =N, HB HJ

N

["(s—t-p"

55



Yani,

7%, =T, ]| < . [[x, =,

dir. (5.16) ve (5.17) ten r,<1 dir. Bu da T nin bir daralma doniisiimii oldugunu
gosterir. Sonug¢ olarak ||x||>0 olmak iizere x, r=>¢ icin T doniisiimiiniin sabit

noktasidir. Bu da ispati tamamlar.

Ornek 52 n=7, a,=2, b =4, a,=3,b,=2

2¢°° e’

B — 15 15
e’ 4e "

25 25

Ql(t,§)= ,5 (

ae' +eé° ae' +eé°

W= »no

]a Qz(taf): ,é: (

S5 el
Sle &l
N

3
5
2
3

olmak tizere

(x@+Br-0)+ 1| [ Q. Hxe-dE - [ 0. Hx-1dg | =0

denklem sisteminin [#,,o0) aralifinda salinim yapmayan

a+e”’
x(t) = ¢ , ae R
a+e’

¢Oziimi vardir.

Teorem 5.7 Kabul edelim ki 0< jb3 pt,&)dé< p<d ve (5.5) saglansin. Bu durumda
(5.3) denkleminin salinim yapmayan sinirl ¢oziimii vardir.
Ispat

t, 2t,+max{b,,b,,b,} yeteri kadar biiyiik secilebilir dyle ki

a sabit vektor, K, ve K, pozitif sabitler olmak iizere

pK2+K1 <||(l||<2||(l||SK2+K1 (5.18)
oldugunda

L sy o] - pK, - K,
(n—1)!jn (= (I oG, (s, 5)||df)ds<—2 (5.19)

saglanir.

X, [t,,00) arahginda tanimh tiim siirh ve siirekli vektor fonksiyonlarinin kiimesi

olsun.
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A={xe X : K, <|x(1)|<K,, t=1,} olsun.

T:A— X doniisiimii asagidaki gibi tanimlansin.

1

o=, POX=d+ o [ (=0
(Tx) (1) = X[J‘: Ql(s,f)x(s—«f)df—.l.‘i2 Qz(s,f)x(s—f)dcf} ds, 121
(Tx) (1), 1,<t<t,.

Tx doniisiimiiniin siirekli oldugu asikardir. Vxe A ve t 2>t olmak ilizere (5.18) ve
(5.19) kullanilirsa

1
(n-1)!

)0)-

a= [ pt.ox1-Eag+——["(s-1"

| [ s, Exs - e[ 0,5 x5 -1 | ds

<fol+][” per. - ag]+ (nil) [ -

x[ [ 06 Ox(s=&aE =" 0,5, Ox(s - f)dzf} ds

1
(n-1!

<l 5 -los-+ - oo

x[ [l o6.oxs-oas-| Qz(s,g)x(s—g)df] ds

1
(n=1)!

< |1 @ oxts=orae] [ 0uts. frxts— e |as

S||a||-'_[{2j‘: ﬁ(t’f)dé-l- J:m(s—l’)”_l

< ||(l||+pK2 +

1 « n—1
(n—l)!L (s=1)

XU:I 10, (s.&)x(s—&)|d& + Lb: 10, (s.E)x(s = &) df} ds

1
(n=1)!

[l olls-olag-]

< ||(1||+pK2 +

[0

0. H)[xts - &)]d¢ |as

<o+ pK, +—2 jf(s—t)"‘Uj‘lles,f)nd& I Q2<s,g’)||d4ds

(n—1)!
<K,.
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(5.18) den dolay1

I :a—I::f?(t,f)X(l §)dg+ —1),J.(

x[j” 0,(5.EX(s = EdE - j 0, (s, E)X(s —f)dé‘}ds

2ol-|[” pe.ema-pag- Lo
x[f:: 0,(s,&)x(s - E)dé - jbj 0, (s, E)x(s - é)df} Js

by - 1 - L
2o - pe. &) - £)ag - — [“ts-oy
I
X

3~ 1 « n—1
2ol . piedHa =[5

(S, f)X(S -

(5.£)x(5=)d¢] |as

X U:] 10, (s.5)x(s = &)||d& + Lbz |0, (5.E)x(s - §)||d§] ds

1 « n—1
2Jof K, [ 60
| [l . lecs (s,5>||||x<s_g)||d4ds

ol r>"‘U o (5. &g |as

2[o] - pK, -

>K, .

Boylece TA < A oldugu ispatlanir. A, X’ in sinirli, kapali ve konveks alt kiimesidir.
Daralma prensibini kullanabilmek i¢in 7 nin A {izerinde daralma doniisiimii oldugu

gosterilmelidir.

VX,,X,€ A ve t 2t, olmak iizere (5.19) den

(%) () = (7%,) )] = HJ p.OIX, (1 =& —x,(t=&)1dE+ ” 11) ! [“s=n
| [ 05O (5= O =xa (=1
-J 0 O =) =%, (s~ D¢ | ds

<[ pOix, -6 -x,e-£na¢]+ (nil)!H [
| J! 06 OIx, (5= ~xs(s -
—Lb; QZ(S’é:)[Xl(S_é)_Xz(s_é:)]df}ds
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<[ pe.x =& -x,(- lag+— l), [ "=
| JL 0.5 o lx 5= &)= xats = g
+]10: 5 Olx (5= ) o 5=l e s

1 = e
Sp”XI_X2||+(n—1)!I’ (s—1)""

[ b (s, (s,f)”dﬁ}ds
1 o e
s||x1—x2||£p+(n_l)' T(s-0 U |0, (s, (s,f)”df}ds
-pM,-M,
S”xl_-"’2”(194‘”0!” ];/12 ]

Yani,

[, =T, | < 7 %, —x, |

dir. (5.18) ve (5.19) dan r, <1 dir. Bu da T nin bir daralma doniisiimii oldugunu
gosterir. Sonug olarak”x” >0 olmak iizere X, t 21, i¢in T doniisiimiiniin sabit noktasidir.

Bu da ispati1 tamamlar.

Teorem 5.8 Kabul edelim ki 5} < p < j " p(t,&)dE <0 ve (5.5) saglansin. Bu durumda

(5.3) denkleminin salinim yapmayan sinirl ¢oziimii vardir.

Ispat

t, 21, +max{b,,b,,b,} yeteri kadar biiyiik secilebilir yle ki

a sabit vektor, K, ve K, pozitif sabitler olmak iizere

-pK,+K; <|a| <2|a|< K, +K, (5.20)

oldugunda

[ = (o ol o, g LT

(n—=1)!"n K,
saglanir.

X, [t,,) araliginda taniml tiim sinirh ve siirekli vektor fonksiyonlarinin kiimesi

olsun.

A={xe X: K, S||x(t)||SK4, t=>t,} olsun.
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T:A— X doniisiimii asagidaki gibi tanimlansin.

by 1 < n-1
o=, PuSx=OdS 4 [ =)

(Tx) (1) = XU: 0, (s,E)X(s —f)df—J-j: 0, (s,&)x(s —f)df] ds, t>t,
(Tx) (1)), 1, <t<t,

Tx doniistimiiniin siirekli oldugu asikardir. Vxe A ve t 2>t olmak lizere (5.20) ve
(5.21) kullanilirsa

r)0)=

o[ pt.E)xa-EHdé+ 1>' [“s="

<[ 0165, E)xs- e LJ 0.5, E)x(s - )€ | ds

sl +|[” pema-ppags |-

><|: [ o6.oxs-ae-| Qz(s,f)x(s—g“)df} ds

< e+ I p(,&)|x - §)||d§ 1)! f,wH@—f)”‘l

x[ j 0,(5,EX(s = E)d & ~ j Qz(s,f)x(s—f)df} ds

<||a||+1<j (tf)df+ wj(_t)nl

IR <s,g’)x<s—5>d§H+H 0.5, 6%

<lal- K.+ wj (51"

as

XU: 065, Olx(s =& ag + [ o s. s —§>||d§]ds

<l pk+ 2o [0 | [0 g + [ o5, O Jas
<K,.

(5.20) den dolay1

()@= o[ pe.Extt =& dg+———["(s=1y"ds

1)'
<[ 0.5, E)x(s- e LQ 0.5, E)x(s - )€ | ds
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Boylece

- :313(t7¢f)x(t—§)d§“—(nil)!“r’(s_t)n1
X[Ibl QI(S,Cf)X(s—f)dé:_jbz Qz(s,cf)X(S—f)df}ds
2 ol [[* pe. &) e - Olag— 1)vj —

Il 06 oxis-orag-[" Qz(s,g“)x(s—f)df} ds

ol =K., p.5)a¢ D,j(

x[
aq

> |a|+ pK, -

(S’ f)X(S -

1 - n—1
(n—l)!-ff (s=2)

<! ||Ql<s,f>||||x<s—

(s,f)X(s—f)df‘Hds

(s,f)llllx(s—f)lldf]ds

> Jul+ p, [0 { NS (5.5 |ds
>2K,.
TA c A oldugu ispatlanir. A, X’ in smirli, kapali ve konveks alt kiimesidir.

Daralma prensibini kullanabilmek i¢in 7 nin A iizerinde daralma doniisiimii oldugu

gosterilmelidir.

VX,,X, € A ve t 2t olmak iizere (5.21) den

[(7x,) () - (Tx,) (0] = Hj PENX, (1 -E)—x, (1= E)dE+ 1>' [“s=n

| [! 06 OIx, (5= ~x, = e

_ J‘: Q,(5,5)[x,(s—&)—x,(s— f)]df} ds

<|I” pe o -x,0-nag)+ (nil) =0
A [ s (5= &) =35 - O

[ 0 O =) =%, (s~ D¢ | ds

<[ p.&)x 1= -x,(r- Efac+

- v.[ (s—""
X[L ||QI(S’5>||||[X1<s—5)—xz(s—§>]||d§

o5 =)= xa(s =] ¢ s
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1
(n—1)!

< —x|[] pe.Hag+—— [ (s=0r

sl [

S||X1—x2||(—p+

0,65, &ag+[" o, ¢ |as

1
(n-1)!

L‘” (s—t)""

| [ e oag+ [

o+ pK,— K
S||XI—XZ||[—1D+—” ” I;{: 3}.

0.(s:)a¢ s |

Yani,

7%, =T, | < i [x, =, |

dir. (5.20) ve (5.21) den r, <1 dir. Bu da T nin bir daralma doniisiimii oldugunu
gosterir. Sonug¢ olarak ||X||>O olmak iizere x, r=>¢ icin T doniisimiiniin sabit

noktasidir. Bu da ispati1 tamamlar.

Ornek 5.3 n=2, p(t,é)=1,a,=4,b=10,a,=1,b,=5, a,=0, b,=2

2
(l—f)(Zlnt—”%’-p%_?,)% L
at* —a’é+r @ -&E) (L L)
0
__8
9

d" by n—1 by by _
Cxo+ [ peoxe-5ag)+ 0| [ 0w oxu-oag - [ 0.0 Exe-§)dg | =0
denklem sisteminin (max{¢,2}+1,) araliginda salinim yapmayan

Ql(t’é):

Qz(taé):

(1-In(t—2))(t= &) [
(ot — 0 +In(t - &))(t-2)°

olmak tizere

1
9
1

Int
a+—
t

Int
a+—
t

x(t)= , ae R

¢Oziimii vardir.

Teorem 5.9 Kabul edelim ki 0 < |B|(b, —a;) <1 ve (5.5) saglansin. Bu durumda (5.4)

denkleminin salinim yapmayan sinirlt ¢6ztimii vardir.
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ispat

t, 21, +max{b,,b,,b,} yeteri kadar biiyiik secilebilir yle ki

a sabit vektor, L, ve L, pozitif sabitler olmak iizere

IB (b, —a)L, + L, <||a| < 2|a|< L, + L, (5.22)

oldugunda

J, s f)"](f la.(s. &) d€ +I g, (. éf)lldf)ds (5.23)

< Lol =[B] L, ~a)) - L,
(n— 1) ! L,
saglanir.

X, [t,,) araliginda tanimh tiim sinirh ve siirekli vektor fonksiyonlarinin kiimesi

olsun.

A={xe X: L <|x@)||< L,, 121,}
T:A— X doniisiimii asagidaki gibi tanimlansin.

by 1 * n—1
a—BL} x(t—cf)df+(n_1)!J.t (s—1)

(Tx) (1) = x[ j” 0,(s,E)x(s—&E)d &~ jb Q,(s,E)x(s —g)df} ds, 1>t

(Tx) (@), <<t

Tx doniisiimiiniin siirekli oldugu asikardir. Vxe A ve t =t olmak iizere (5.22) ve

(5.23) kullanilirsa

()=

a—Bj: x(t—&)dE+ (nil)!f"(s—z)"-l
x[ [ 0. Ox(s-5ag =" 0.(5.x(s —f)df} ds

(nil)!Hr (s=0

| [ 0 x5 =1 - [ 0,05, £ x5 - e |ds

<]+ HB jb x(t—&)d gH +

<[a]+B

by 1 o0 el
[xe-oags oo

x[ [ o6.oxs-ae-|" Qz(s,f)x(s—ﬁf)dés} ds

oo

1) ' (s -

"t~ é)de

(s é)x<s—é>d§H+H [ 0. Epxts =g |as

x[a

63



L e
et

[l Bl -
<fl+ B L., -+

<L,.
(5.22) den dolay1

by 1 o -1
a—BL} x(t—§)d§+(n_l)!jt (s—1)"

<s,5>||||x<s—§>||d¢}ds
j -0 [l .9

] (5. )¢ |ds

)0)-

| [ 05, Exs - e[ 0,5 x5 - 1d¢ | ds
1 °° n—1

(n—l)!HJf (=0

| [ 0. Oxs= g [ 0.5, Ox(s- ¢ | ds

by 1 > -1
L B G
A [ 065 ox(5- ¢~ 0,05, 6% - e |

2||a||—HB I x(t—f)df”—

2 o] -[B

2 B, b~ s
XW 0(s:£)x(s -+ Qz(s,é)x(s—g)dgmds

j T(s-)r!

1
> o B 2. b —a)— o=

[l £l
SRR

>,

"o Hlxis =) ag |as

o [Pla

(5.)ag |ds

Boylece TA < A oldugu ispatlanir. A, X’ in sinirli, kapali ve konveks alt kiimesidir.
Daralma prensibini kullanabilmek i¢in 7 nin A iizerinde daralma doniisiimii oldugu
gosterilmelidir.

VX,,X, € A ve t 2t olmak iizere (5.23) ten
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|(7%,) ()~ (7%, 0>H—HBI %, (=) =%, (t=§)1d ¢ + 1>v | (=0
X[LﬁQ&&fnxxs—f)—xxs—fﬂdé
—f%QJ&fHXAs—f)—XAS—fﬂdf}k

=

( -

~-xa-olefr |

XUJ@wéwmw—@—&@—@Wf
(5. (5= )= xo (- ] s

1 ~ n—1
< llBl -+ [

x[j" 10,(s, (5,9 df} ds

al|—B|L,(b, —ay)— L,
g||x1_x2||(||B||(b3_a3)+|| | -1] e j

2

Yani,

[T, =T, | < 1o [x, = x|
dir. (5.22) ve (5.23) ten 1r,<1 dir. Bu da T nin bir daralma doniisiimii oldugunu

gosterir. Sonug olarak”x” >0 olmak iizere X, ¢ 2¢, i¢in T doniisiimiiniin sabit noktasidir.

Bu da ispat1 tamamlar.

Ornek 54 n=5, a,=In2, h=In6, a, =, b,=1, a,=0, b, =1

1 2

B= 30 15
1 1)
8 24

Q1(t’§):

_4‘—1—1 4 36
j’QZ(Z’@_ £ (16 24)

5|w oo

olmak tizere

j; (xO+B[ xt=5ag)+ 1| [ 0.3 -Hdé - [ 0. . E)x(1-£)d | =0

denklem sisteminin (2,00) araliginda saliim yapmayan

()= (lj

¢cOziimii vardir.
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BOLUM VI

SONUCLAR

Bu calismada daha o6nce calisilmamis olan (5.1), (5.2), (5.3) ve (5.4) denklem
sistemlerinin salinim yapmayan ¢oziimlerinin varligi icin yeterli sartlar verildi. (5.1)
denklem sisteminde P(z) fonksiyonunun dort farkli durumu igin, (5.2) denklem

sisteminde ise B matris fonksiyonunun iki farkli durumu i¢in, (5.3) denklem sisteminde

jb3 p(t,£)d& fonksiyonunun iki farkli durumu igin, (5.4) denklem sisteminde ise B

matris fonksiyonunun bir durumu i¢in salinim yapmayan ¢oziimlerin varligi incelendi.
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