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OZET

UC BOYUTLU LORENTZ-MINKOWSKI UZAYINDA
YUZEYLER UZERINDE EGRILER

TAMIRCI, Tugba
Nigde Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Ana Bilim Dali

Danigman :Dog. Dr. Atakan Tugkan YAKUT

Eyliil 2014, 125 sayfa

Bu yiiksek lisans ¢alismasinda, ilk kez {ic boyutlu Lorentz-Minkowski uzayinda de
Sitter ve hiperbolik uzaydaki Smarandache egrileri Sabban catisina gére tanimlanmastir.
Bu uzaylardaki Smarandache egrileri arasindaki dualitenin varhg: gdsterilmistir. Ilave

olarak bu egriler 6rnekler ve sekiller ile ifade edilmistir. Bu ¢alisma 4 (dort) boliimden

olusmaktadir. Birinci boliimde giris, ikinci boliimde temel bilgiler, iigiincii bolimde S,
ve H}’deki Smarandache egrileri ve son olarak dordiincii boliimde ise sonug ve

tartigmalar verilmistir.

Anahtar Soézciikler: Lorentz-Minkowski uzay, de Sitter uzay, Hiperbolik uzay, Sabban catisi,
Smarandache egrisi
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SUMMARY

CURVES ON SURFACE IN THE THREE DIMENSIONAL
LORENTZ-MINKOWSKI SPACE

TAMIRCI, Tugba
Nigde University
Graduate Scholl Of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor : Associate Professor Dr. Atakan Tugkan YAKUT

September 2014, 125 pages

In this master science thesis, we define Smarandache curves based on Sabban frame on
de Sitter and hyperbolic space in three dimensional Lorentz- Minkowski space. The
existence of duality between these curves is shown. Moreover, we give examples and
figures our curves. This thesis is consist of four sections. In the first and second
sections, introduction and basic concepts are given, respectively. In the third section,

Smarandache curves are presented on S and H_. In the last section results and

discussions are given.

Keywords: Lorentz-Minkowski space, de Sitter space, Hyperbolic space, Sabban frame, Smarandache
curves



ON SOz

Bu yiiksek lisans ¢alismasinda, ii¢ boyutlu Lorentz-Minkowski uzayinda Smarandache

egrileri arastirilmigtir. De Sitter (S) ve hiperbolik ( H, ) yiizeyler iizerindeki egrilerin
Sabban gatisina gére Smarandache eslenikleri elde edilmistir. Oncelikle S; iizerindeki

egrilerin timelike (zaman benzeri) ve spacelike (uzay benzeri) olmasina gore

Smarandache eslenikleri ifade edilmis daha sonrada H’deki dual Smarandache

eslenikleri verilmistir. H;’deki egrilerin S deki dual Smarandache eslenikleri de

ayrica ifade edilmistir. Her iki uzayda da, egrilerin Sabban catisina gore Smarandache

esleniklerinin Frenet benzeri ¢atilar1 ve jeodezik egrilikleri formiilize edilmistir.

Yiiksek lisans tez calismam siiresince, engin deneyimi ve bilgi birikimi ile yol haritamin
olugsmasmi saglayan, fikirleri ve yol gostericiligi ile ¢calismamin gelismesine imkan
tantyan, egitimim siiresince yardimlarini esirgemeyen ve bana her tiirlii destegi veren
tez danismanim, degerli hocam Saym Dog¢. Dr. Atakan Tugkan YAKUT’a en igten
tesekkiirlerimi ve saygilarimi sunarim. Arastirma siirecinde kiymetli vaktini ayirip, bilgi
ve deneyimleri ile bu calismaya 6nemli katkis1 bulunan ve bu fedakar tutumundan
dolay1 hayatim boyunca 6rnek alacagim Saymn Dog. Dr. Serkan KADER hocama, ayrica

Nigde Universitesi Matematik Boliimii 6gretim iiyelerine tesekkiirlerimi sunarim.
Bu tezi, tim hayatim boyunca bana her tiirlii destegi veren, maddi ve manevi

koruyuculugumu {istlenen babam Ahmet TAMIRCI, annem Neziha TAMIRCI ve
kardesim Mustafa TAMIRCI ye ithaf ediyorum.
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SIMGE VE KISALTMALAR

Simgeler Ac¢iklama

X : Vektor

R" : n-boyutlu vektor uzayi

R} : n-boyutlu Lorentz uzayi
E' : n-boyutlu Lorentz uzayi

|| || . : Lorentz norm fonksiyonu
d, : Lorentz uzaklik fonksiyonu
c! : Light-koni (131k konisi)
S/ : n-boyutlu de Sitter uzay
H{ : n-boyutlu hiperbolik uzay
A : pseudo-vektor carpim
(), : Lorentz i¢ ¢arpim

K, : Jeodezik egrilik

0, : Kroneker delta



BOLUM I

GIRIS

Matematik tarihi boyunca diferensiyel geometrinin konusu olarak egriler, arastirmacilar
icin ilgi cekici bir alan olmustur. Diferensiyel geometride egriler teorisinde regiiler
egriler onemli bir rol oynar. Egriler teorisinde geometri ¢alisanlarm ilgilendigi Bertrand
egrileri, Mannheim egrileri, involiit ve evoliit egrileri ve pedal egrileri gibi baz1 6zel
egriler onemli yer tutar. Bu egrilerin karakterizasyonlari, iki egrinin Frenet vektorleri
arasindaki iligki g6z Oniine alinarak incelenir. Bertrand ve Mannheim egrileri bu durum
icin miikkemmel bir Ornektir. Uzay egrilerinin temel teori ve karakterizasyonu
calismalarinda, egriler arasinda ayni iligki olmasi ilging bir problemdir. Son zamanlarda
Turgut ve Yilmaz tarafindan (2008) Minkowski uzaymda, Sabban ¢atisina gore birim
Euclidean kiiresinde Smarandache egrileri tanimi yapilmistir. Ahmad T. Ali (2010)

Sabban catisina gére Euclidean 3-uzayinda Smarandache egrisini ¢alismistir. Taskoprii

ve Tosun (2014), S*’de Smarandache egrisini ¢ahismuslardir. Daha birgok kisi
tarafindan Smarandache egrileri c¢alisilmistir. Smarandache egrileri, Smarandache
geometrinin ¢ok onemli bir parcasidir. Smarandache geometri, relativite teorisinde ve
paralel evren ¢alismalarinda 6nemli bir role sahiptir. Euclidean ve Minkowski uzayinda
Smarandache egrileri ile ilgili yapilmis bir¢ok ¢alisma vardir. Smarandache egrileri
hiperbolik uzayda kismen calisilmis fakat de Sittter uzayda calistilmamistir.
Smarandache egrisini Turgut ve Yilmaz (2008), Minkowski uzayinda regiiler bir egrinin
yer vektorii, bir diger regiiler egrinin Frenet catis1 vektorleri ile ifade edilebiliyorsa bu

egriye Smarandache egrisi denir seklinde tanimlamislardir.
Bu calismada, Minkowski 3-uzaymnda {o,T,&} Sabban catisma gore de Sitter ve
hiperbolik ylizeyler iizerinde Smarandache egrileri tanimlar1 yapildi. Bu egrilerin

egrilikleri ve Sabban catilar1 i¢in ifadeler verildi. Ayrica tanimlanan Smarandache

egrilerinin bazi 6rnekleri verilerek sekilleri gosterildi.



BOLUM II

TEMEL BIiLGILER

2.1. U¢ Boyutlu Lorentz-Minkowski Uzay1

Tanim 2.1. X,y € R” iki vektdr ve n>1 olsun. X ve y ’nin Lorentz i¢ ¢carpimi

(o ==X+ 5V, o4 X, Y, X, (2.1)
olarak tanimlanir. Lorentz i¢ ¢arpim ile birlikte R" vektor uzaymin olusturdugu

(R",{.,.),) uzayma Lorentz n-uzay denir ve R/ ile gosterilir (Ratcliffe, 1994).

n=3 igin (R*,(.,.),) uzay1 ii¢ boyutlu Lorentz-Minkowski uzay1 olarak adlandirilir ve

R} veya E ile gosterilir.

Tamm 2.2. R} uzayinda bir X vektoriiniin Lorentz normu
%], = Ix. %),
ile, X ve y vektorleri aras1 Lorentz uzunluk

d,(x,»)=x=),

seklinde tanimlanir (Ratcliffe, 1994).

Tamm 2.3. R] Lorentz uzaymnda, x #0 olmak iizere ||7c|| , =0 olacak sekildeki biitiin

X ’lerin kiimesine, yani
-1 _ ¢= n..2_ .2 2
C" ={xeR x; =x;+..+x,}

seklinde tanimlanan kiimeye 151k koni (light-koni) denir. ||?c|| , =0 ise X vektoriine 151k
benzeri (light-like veya null) vektor denir. Eger x, >0 (x, <0) ise X vektoriine pozitif

(negatif) 151k benzeri vektor denir (Ratcliffe, 1994; Vinberg, 1993).



Tanim 2.4. ¥ e R} igin %], >0 yada ¥=0 ise ¥ vektdriine uzay benzeri (spacelike)

vektor denir. C"' 151k konisinin dig1, R/ *nin uzay benzeri vektorlerden olusan agik alt

kiimesidir (O’Neill, 1983; Ratcliffe, 1994).

Tamm 2.5. XxeR| i¢in ||)?||L <0 ise X vektoriine zaman benzeri (timelike) vektor
denir. C""' 131k konisinin i¢i, R’nin zaman benzeri vektorlerden olusan agik alt
kiimesidir. Eger x, >0 (x, <0) i1se X vektoriine pozitif (negatif) zaman benzeri denir

(O’Neill, 1983; Ratcliffe, 1994).

Tamm 2.6. X € R} ve y € R] olmak iizere (X,y), =0 ise X ve y vektorlerine Lorentz

ortogonaldir denir. (Ratcliffe, 1994).

Tamm 2.7. R ’nin {V},V,,...,V } baz1 Lorentz ortonormaldir denir gerek ve yeter sart
V., V,), =—1 ve diger durumlarda (V,,V,), =06, seklinde tanimlanir.

R} ’nin {e,e,,...,e,} standart baz1 Lorentz ortonormaldir (Ratcliffe, 1994).

Tamm 2.8. a =a(s)eE] olmak iizere her sel igin |[o(s)|, #0 ise a’ya regiiler bir

egri denir (O’Neill, 1983).

Tamm 2.9. S° = {)? eR :i—x +x7+x" = 1}
kiimesine ii¢ boyutlu Lorentz-Minkowski uzayinda de Sitter uzay1 (pseduo-kiiresel

uzay),

H; :{f eR i—x'+x)+xI=-1, x> 0}

kiimesine ii¢ boyutlu Lorentz-Minkowski uzayimda hiperbolik uzay,
C’= {)? ER i—x] +x] +x] = 0}

kiimesine li¢ boyutlu Lorentz-Minkowski uzaymda light-koni (1s1k konisi) denir
(Ratclifte, 1994).



Tamim 2.10. a =a(s)eE; bir egri olmak iizere her sel igin o nin hiz vektorii olan
o'(s) vektorli uzay benzeri (spacelike), zaman benzeri (timelike), 1s1k benzeri

(lightlike/null) ise sirasiyla a egrisine uzay benzeri, zaman benzeri ve 151k benzeri egri

denir (O’Neill, 1983).

s pseudo-yay uzunluk parametresi olmak iizere a:IcR— R regiiler egrisi uzay

benzeri (zaman benzeri)’dir ve «'(s) teget vektorli birim uzunluktadir. Yani; sirasiyla

Vsel (a'(s),a'(s), =1 ({a'(s),a'(s)), =-1).

Tamm 2.11. {¢,e,,e,}, R}’ iin standart baz1 olmak iizere her ¥ =(x,,x,,x;) € R} ve

¥=(¥,,¥;) €R] igin ¥ ve ¥ ’nin pseudo-vektdr garpimi

- e e
IAY=(X X, X =(=X0; X0, X0, =X Vs, XV, —X,)0,) (2.2)
Yo V2 W

seklinde tanimlanir (O’Neill, 1983).

Teorem 2.12. X =(x,,%,,%,), ¥ =¥, 5, 01)» Z =(2,,2,,2,) € R} olsun.
A, R? uzayinda pseudo-vektdr garpimi olmak iizere bu takdirde

(1) xAy=—yAx,

X X X
(i) (XAYZ), =y ¥y s
z oz, z

1 2

(ii)) X A(YAZ)=(X,y),Z=(2,X), ),
(Xw), (%,2),

W TAPZADL= 5 5, (5.5,

dir (Ratclifte, 1994).

Lemma 2.13. R’ ii¢ boyutlu Minkowski uzaymnda asagidakiler gegerlidir.

i) Iki zaman benzeri vektdr asla ortogonal olamaz.
ii) Iki 151k benzeri vektdr ortogonaldir gerek ve yeter sart bu iki vektor lineer bagimlidir.

111) Zaman benzeri vektor 151k benzeri vektore asla ortogonal olamaz (O’Neill, 1983).

4



Teorem 2.14. ¥ ve y vektorleri R>’te sifirdan farkli Lorentz ortogonal iki vektor
y | g

olsun. Eger X vektorii zaman benzeriise y vektorii uzay benzeridir (Ratcliffe, 1994).

Onerme 2.15. R?’iin bir ¥ alt vektor uzaymim

(1) Zaman benzeri olmasi i¢in gerek ve yeter sart /7 ’nin en az bir zaman benzeri vektore
sahip olmasidir.

(11) Uzay benzeri olmasi i¢in gerek ve yeter sart V' ’deki sifirdan farkli her vektoriin
uzay benzeri olmasidir.

(111) Isik benzeri olmasi i¢in gerek ve yeter sart 7 ’deki sifirdan farkli her vektor icin

||7c|| , =0 olmasidir (Ratcliffe, 1994; Vinberg, 1993).

Tamim 2.16. Minkowski ii¢ uzayinda bulunan birim hizli regiiler bir (s *(s)) egrisinin
yer vektorii, bir diger a(s) regiiler egrisinin Sabban ¢atisina gore birim hizli olacak
sekilde ifade edilebiliyorsa,  egrisine o egrisinin Smarandache egrisi denir (Turgut

ve Yilmaz, 2008).

Bu tamma gore a:IcR—>R; egrisi sel yay parametresi olmak iizere (I,a)
koordinat komsulugu ile verildigi zaman, « 'nin (I,e¢) koordinat komsuluguna gore
Sabban catis1 {a(s),T(s),E(s)} olmak iizere B:JcR—>R] egrisi a’nin Sabban
catisna gore birim hizli olacak sekilde ifade edilebiliyorsa f egrisi, o egrisinin

Smarandache egrisi olarak adlandirilir.

Smarandache egrileri i durumda incelenebilir.

Durum 1: a:1cR—S’ birim hizh regiiler egrisi her sel igin S ’de bulunan

zaman benzeri bir egri olsun. Bu durumda o ’nin yer vektorii uzay benzeri birim vektor,

o' =T zaman benzeri birim vektdr ve & uzay benzeri birim vektordiir. Bu takdirde
a=a(s) egrisinin B:IcR— S (B:1cR—> H;) Smarandache egrisi S veya
H;’> de bulunan birim hizl regiiler egridir ve o *nin Smarandache egrisi igin asagidaki

durumlar vardur.



a) = B(s*(s)) Smarandache egrisi S;’de zaman benzeri bir egri olabilir.
b) B =B(s*(s)) Smarandache egrisi S;’de uzay benzeri bir egri olabilir.

¢) B =B(s*(s)) Smarandache egrisi H; ’de hiperbolik bir egri olabilir.

Buna gbére «a egrisinin ortonormal Sabban c¢atist  {a(s),7(s),E(s)} tir  ve
E(s)=a(s)AT(s) vektorii uzay benzeri birim vektordiir. Frenet formiillerine gore

a ’'nin Sabban ¢atis1

a' 0 1 0|«
T'|=|1 0 «,|T
&' 0 x, 0[¢

olarak tanimlanir.

a’nin yay uzunluk parametresi s olmak iizere, {ic boyutlu Lorentz-Minkowski
uzaymda S, *de a 'nin jeodezik egriligi

K, (s)=det(a(s),T(s),T'(s))

seklinde tanimlanir. Vektorler arasinda ise

a=TrE, T=ané,E=anT

bagintis1 vardir.

Durum 2: a:IcR — S} birim hizli regiiler egrisi her s €I igin S/ ’de bulunan uzay

benzeri bir egri olsun. Bu durumda o 'nin yer vektorii uzay benzeri birim vektor,

o' =T uzay benzeri birim vektér ve & zaman benzeri birim vektordiir. Bu takdirde
a=a(s) egrisinin B:1cR—> S} (B:IcR— H;) Smarandache egrisi S} veya
H;de bulunan birim hizh regiiler egridir ve o 'nin Smarandache egrisi i¢in asagidaki

durumlar vardur.

a) = B(s*(s)) Smarandache egrisi S;’de zaman benzeri bir egri olabilir.
b) B =B(s*(s)) Smarandache egrisi S;’de uzay benzeri bir egri olabilir.

¢) B =B(s*(s)) Smarandache egrisi H; ’de hiperbolik bir egri olabilir.



Bu durumda o« egrisinin ortonormal Sabban c¢atist {a(s),7(s),5(s)} tir  ve
E(s)=a(s)AT(s) vektorii uzay benzeri birim vektordiir. Frenet formiillerine gore

a ’'nin Sabban ¢atis1

olarak tanimlanir.

a’nin yay uzunluk parametresi s olmak iizere {ic boyutlu Lorentz-Minkowski
uzaymda S, ’de a 'nin jeodezik egriligi

K, (s)=det(a(s),T(s),T'(s))

seklinde tanimlanir. Vektorler arasinda ise

—a=TANE, T=ané, E=anT

bagintis1 vardir.

Durum 3: a:I1cR — H; birim hizh regiiler egrisi her sel igin H;’de bulunan

hiperbolik bir egri olsun. Bu durumda o 'nin yer vektorii zaman benzeri birim vektor,

o' =T uzay benzeri birim vektdor ve £ uzay benzeri birim vektordiir. Bu takdirde
a=a(s) egrisinin B:1cR—> S} (B:IcR— H;) Smarandache egrisi S} veya
H;’de bulunan birim hizh regiiler egridir ve o 'nin Smarandache egrisi i¢in asagidaki

durumlar vardur.

a) = B(s*(s)) Smarandache egrisi S;’de zaman benzeri bir egri olabilir.

b) B =B(s*(s)) Smarandache egrisi S;’de uzay benzeri bir egri olabilir.

¢) B =p(s*(s)) Smarandache egrisi H;’de hiperbolik bir egri olabilir (Oztiirk vd.,
2013).

O halde « egrisinin ortonormal Sabban c¢atist  {a(s),T(s),E(s)} tir  ve
E(s)=a(s)AT(s) vektorii uzay benzeri birim vektordiir. Frenet formiillerine gore

a ’'nin Sabban ¢atisi



olarak tanimlanir.

a’nin yay uzunluk parametresi s olmak iizere ii¢ boyutlu Lorentz-Minkowski
uzaymda S, ’de a 'nin jeodezik egriligi

K, (s)=det(a(s),T(s),T'(s))

seklinde tanimlanir. Vektorler arasinda ise

—a=TnrE, T=¢éna, E=anT

bagintis1 vardir.



BOLUM 111

SMARANDACHE EGRILERI

3.1. S?’de Zaman Benzeri Egriler icin Sabban Catisi

a:1cR— S} birim hizli regiiler egrisi her s €l igin S’ de bulunan zaman benzeri
bir egri olsun. Bu durumda « ’nin yer vektorii uzay benzeri birim vektor, a 'nin a(s)

noktasindaki teget vektorii olan o' =T vektdrii zaman benzeri birim vektér ve

& =a AT vektori uzay benzeri birim vektordiir. Bu durumda
<aaa>L :1a<a’aa’>L :<T7T>L :_17<§a§>L :la

(a,7),=0,(a,5), ={a,anT), =0,(T,5), ={T,a AT), =0

esitlikleri vardir.

Serret- Frenet formiillerinden

a'(s)=T(s)
ve
T'(s)=Aa(s)+ uT(s)+yE(s) (3.1

olarak ifade edilir. Her s el icin (3.1) denkleminin her iki tarafinin « ile Lorentz i¢

carpimi yapilirsa

(a,T), = Ka,a), + e, Ty, +y{a, &),

A=(a,T"), (3.2)
esitligi elde edilir.

(a,a'y, =0 esitliginin s yay parametresine gore tiirevi alinirsa

(a',a"y, +{a,a"), =0

(T, Ty, +{a,T", =0

—1+{a,T"), =0

<aaT’>L =1



dir. Bulunan bu esitlik (3.2) denkleminde yerine yazilirsa A =1 bulunur. Her s el igin

(3.1) denkleminin her iki tarafinin 7' ile Lorentz i¢ ¢arpimi yapilirsa

(T.T"), = Mo, Ty, + i(T. Ty, +7(T.&),
(T.T"), =~ (33)

olur.

(T,T), =-1 esitliginin s yay parametresine gore tiirevi alinirsa

(T'.7),=0

bulunur. Bulunan esitlik (3.3) denkleminde yerine yazilwsa =0 olur. (3.1)

denkleminin her iki tarafinin & ile Lorentz i¢ ¢arpimi yapilirsa

(6.1, =Ma, &), + 1T, &), +7(5.8),
y =(&.T"),
=(a AT, T,
=det(a,T,T")
=K, (s)
dir. Elde edilen katsayilar (3.1) denkleminde yerine yazilirsa
T'(s)=a(s)+K,(s)E(s)
seklinde bulunur. Serret-Frenet formiillerinden
&'(s) = Aa(s)+ uT(s)+75(s) (3.4)

olarak ifade edilir. Her s el icin (3.4) denkleminin her iki tarafinin « ile Lorentz i¢

carpimi yapilirsa

(@,6"), = Ma,a), +wa,T), +y(a, &),

A=(a,&"), (3.5
elde edilir.
E=anT

esitliginin s yay parametresine gore tiirevi alinirsa
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E'=a'AT+anT’
=anT’
esitligi bulunur. Bu esitlik (3.5) denkleminde yerine yazilirsa
A=(a,a nT"),
=0
olur. (3.4) denkleminin her iki tarafinin 7' ile Lorentz i¢ ¢arpimi yapilirsa

(T,8N, =MT,0), + (T, Ty, +y(T, &),

-n=(T.&"),
=(T,anT"),
=det(T,a,T")
=—det(at,T,T")

yani

H=K,(5)

olur. (3.4) denkleminin her iki tarafinin & ile Lorentz i¢ ¢carpimi yapilirsa

(£,80, =MK& ), + (€. Ty, +7(&.8),
y=(£.&",
=(anT,anT’y,

(a,T"), (a,a),
(r,17y, (T,a),

=(a,T") (T,a), —{at,a) (T, T,
=0

bulunur. Bu durumda (3.4) denklemi
§'(8) =K, ()T(s)

seklinde yazilir. Teorem 2.12. (ii1) ifadesi dikkate almarak

E=anT

denkleminin her iki tarafinin 7 ile soldan pseudo vektor carpimi yapilirsa
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TAE=TA(axnT)
=(T,o), T—T,T), a
=qa
elde edilir. Bulunan denklemin her iki tarafinin soldan & ile pseudo vektor carpimi

yapilirsa

srna=sn(Tng)
=S, 1.6 =4S, T

=-T
esitliginden
anéE=T

bulunur. Biitlin bunlardan a = a(s) zaman benzeri egrisinin Sabban ¢atis1

a'(s)=T(s)
T'(s) = a(s)+ K, (s)E(s) (3.6)
§'(s) =K, ()T(s)

olarak ifade edilir. (3.6) ifadesi matris formunda yazilirsa zaman benzeri egriler icin

Sabban catis1

o 0 1 O0fa
T"=|1 0 «,||T
&' 0 x, 0]¢

dir ve vektorler arasindaki bagmti

E=anT
a=TnE (3.7)
T=ané

seklinde ifade edilir.
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3.1.1. S/ ’de zaman benzeri egrilerin zaman benzeri Smarandache eslenik egrileri

a:1cR— S} birim hizl regiiler zaman benzeri egrisinin Smarandache eslenigi olan
B:1cR—S] egrisi, birim hizl regiiler zaman benzeri bir egri olsun. Bu durumda
B ’nim yer vektorii uzay benzeri birim vektor, S ’nin B(s*(s)) noktasindaki T, teget
vektorit zaman benzeri birim vektér ve &, =B AT, vektorii uzay benzeri birim
vektordir. Yani (B, B), =1, (T;,T,), =—1 ve (§;,5,), =1"dir.

a ve [ egrilerinin Sabban catilar1 sirasiyla {«, 7,8} ve {B,T;,&,} olsun. Bu takdirde

Smarandache egrilerinin asagidaki tanimlar1 yapilabilir. Bu boliimde ifade edilen

teoremlerde zaman benzeri egriler icin 6 =1 alinir.

Tamm 3.1. a :1c R — S birim hizli regiiler zaman benzeri bir egri olsun. Bu takdirde

¢,c, € R\{0} ve ¢ +c; =2 olmak lizere « 'nin & - Smarandache egrisi
1
ﬁ(S*(S)):$(01“(5)+02§(S)) (3.8)

seklinde tanimlanan B:1cR — S’ egrisidir.

Teorem 3.2. S7’de {a,T,&} Sabban catisiile a:1c R — S egrisi birim hizh regiiler
zaman benzeri bir egri ve o 'nin jeodezik egriligi x, olmak iizere, a’nin a¢-

Smarandache egrisi f:1cR — S} egrisi ise bu takdirde B’nmn {B,T 4-654 Sabban

catisi
G g &
Bl |2 V2|
T,|=| 0 & 0 ||T], (3.9)
] |af o qg|le
V2 V2]
¢,c, e R\{0}, ¢’ +¢c; =2 ve & ==*1 olmak iizere 8 ’nm jeodezik egriligi
K, —C
kP =5 ——= (3.10)
‘c,+021<g‘

seklindedir.
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Ispat: (3.8) denkleminin her iki tarafinin kendisi ile Lorentz i¢ ¢arpimi yapilirsa
1 2 2
B B) =5 (e, +eE.),)
=L@ +ed)
2
ci+e;=2

elde edilir. (3.8) denkleminin s yay parametresine gore tiirevi aliirsa

- _dp ds*: 1 , ,
BN = = e+ as)
ds* 1
ﬁ_cjs = larer)rT (3.11)

olur. (3.11) denkleminin her iki tarafinin kendisi ile Lorentz i¢ ¢arpimi yapilirsa

ds*\’ 1
(ﬁj (Ty, Ty), = E(c] +ck, ) (T, T),
esitliginden

ds * ‘c, +c21<g‘

e (3.12)

bulunur. (3.12) denklemi (3.11) denkleminde yerine yazilirsa

O+ 0K, T

T, =
‘cl +021<g‘

B

=T (3.13)
elde edilir. Burada
¢+ek, >0 ise e=1
¢ +ek, <0ise e =1
olarak almir. (3.13) denkleminin kendisi ile Lorentz i¢ ¢carpimi1 yapilirsa
(T,,Ty), =&T.T),

=-1
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olup 7, zaman benzeri birim vektordiir. (3.13) denkleminde s yay parametresine gore

tirev alinirsa

dr, ds”
'f—ds =T’
ds ds
ds”
T'—=c(a+xk 3.14
[ ( «5) (3.14)

dir. (3.14) denkleminde (3.12) denklemi yerine yazilirsa

2

T, = e(a+x,8) (3.15)
‘cl+c21<g‘
elde edilir.
. -a T ¢
fﬁ:ﬂ/\Tﬁ:$ q 0 ¢
0 ¢ 0

- %(—(—czem H(ee)E)

_ €

\/E(cza +c,6) (3.16)

bulunur. (3.16) denkleminin her iki tarafinin kendisi ile Lorentz i¢ ¢arpimi yapilirsa

82

(Epréphe = (@), +€1(6.8), )

2 2
_G+q

2
=1
olup &, uzay benzeri birim vektordir. (3.8), (3.13) ve (3.16) ifadelerinden (3.9) ifadesi

elde edilir. Ayrica (3.10) esitligi

Kl =5 (det(B,T,.T;))

2 ¢ 0 ¢
=—0 1 0
‘c] +021<g‘ L 0 «
4
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oK, —¢,

‘cl +c21<g‘

seklinde bulunur.

Tamm 3.3. a:Ic R — S birim hizli regiiler zaman benzeri bir egri olsun. Bu takdirde

¢,¢, eR\{0}, ¢ —¢; =2 ve ¢;k; <2 olmak iizere o 'nin T - Smarandache egrisi
B(s*(s)) = \/_(c oc(s)+czT(s)) (3.17)

seklinde tanimlanan B:1c R — S’ egrisidir.

Teorem 3.4. S’ ’de {a,T,&} Sabban catisiile a:1c R — S7 egrisi birim hizh regiiler

zaman benzeri bir egri ve «’nmn jeodezik egriligi x, olmak tzere, a’nn oT -

Smarandache egrisi B:1cR — S egrisi ise, bu takdirde S ’nin {8, T,,E,} Sabban

catisi

3 < 0

ﬁ ﬁ
B o
T, |= e 7 (3.18)
BT 2,2 2,2 2 2 ’ :
£ \/2 K \/2 K \/2—0ng £

—021< —C6K, 2

420K (J4-20K] (JA-20K]

c,c, eR\{0}, ¢l —c3 =2 ve c;K‘; <2 olmak tizere S ’nin jeodezik egriligi
A =0k KL +¢(2-6K])
X = 6K KL+ (0, + ek )2 - 63K})
Xy =Kokl +(ck, + ek )2 -0K])
icin
5 1
Ky =0 / (kM — ek A +245) (3.19)
2-ck

seklindedir.
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Ispat: (3.17) denkleminin her iki tarafinin kendisi ile Lorentz i¢ ¢arpimi yapilirsa
1 2 2
B B). =5 (e @), + (T T, )

1
l==(¢ -¢c;
Sla—a)
c—c;=2

elde edilir. (3.17) denkleminin s yay parametresine gore tlirevi alinirsa

dp ds* 1

B'(s*(s)) = o ﬁ(qa’ +6,T")
s ddi: = %(C‘]T +c,(a+ Kgé))
= L(czoz +o T +c,k,8) (3.20)

N

bulunur. (3.20) denkleminin her iki tarafinin kendisi ile Lorentz i¢ ¢arpimi yapilirsa

ds * 2 1 2 2 2,2
(%] Ty Ty = (e @), + (T, T), + (6. 0), )

ds*Y 1
(B <At van)

2 2 2.2
ds* ¢ —C 6K,

ds 2

ifadesinde ¢ —c; =2 esitligi gz Oniine alnirsa

22—l
R Ll (3.21)
ds 2

ds ..
olur. — "1n taniml1 olmasi i¢in
ds*

2.2
2-¢k, >0,
yani

2.2
ok, <2

olmalidir. (3.21) denklemi (3.20) denkleminde yerine yazilirsa
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1
T :—2(0205 +oT +c,k,8) (3.22)

B
20K
&

elde edilir. (3.22) denkleminin kendisi ile Lorentz i¢ ¢arpimi yapilirsa

(T,.T,), = )(c§<a,a>L + (T, T), + KIS, )

-
(2-cix?

4

1 2 2 2.2
:—(2_02K2)(c2 —¢ +OK,)
2%g

=-1

olup 7, zaman benzeri birim vektordiir. (3.22) denkleminde s yay parametresine gore

tirev alinirsa

dT, d_s* _ (—20221<g1<;, )e,a+ceT +cx,8) . (' +o T+ ey, .8 + ek, 8)
* 3
ds” ds 22—k’ )A J2-Ck,

s’ 1
ds  (2-ci2)”

T!

K (CZZK'gK'; (c,a+cT +ck,8)+(2 —ciK;)(czT +e(a+x,8)+e,x.é +02K;T))

1 (chgK; +¢,(2- c221<g2))a + (clczzlcgrcg' +(c, + ¢,k ) (2 - cjlcgz)) T

) (2- c221<g2)% +(c§1<g21<; +(¢k, + 0,k )(2 - circ;)) é
ifadesinde
A =0k Ky +6(2-6K])
Ay = 6K K +(Cy + 0,k )2 -6k ))
A= CSK;K;, + (K, + k) )(2 - CQQK‘;)
olarak alinirsa

' 1
T s = (ha+ AT+ 1) (3.23)
ds  (2-cx2)

dir. (3.23) denkleminde (3.21) denklemi yerine yazilirsa

,__ 2

elde edilir.
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E,=P AT, = ¢ c 0
/ P e |
¢, ¢ 0k,
1
= —“(—CZZKgOC -k, T +(c —022)5)
\J4-206kK,
8
1

=———(-¢K,a—cex,T+28) (3.25)
4 —2c21<g

bulunur. (3.25) denkleminin her iki tarafinin kendisi ile Lorentz i¢ ¢arpimi yapilirsa

1

(&4:85)1 Zm

(ki @), + T, T), +KE,8), )
1 2.2 2 2
:m(czxg(cz —-c )+4)

1

= (2«2 +4
(4—2c§;<§)( 27e )

=1

olup &; uzay benzeri birim vektordiir. (3.17), (3.22) ve (3.25) ifadelerinden (3.18)

ifadesi elde edilir. Ayrica (3.19) esitligi

=5 (det(B,T,.T5))

q ¢ 0
1
¢ CK

_(2—0 Kz)/ A A g:

1

(2 2)/ (c](c]}% Ok, A) =6 (C A — ek, ﬂ'1))
c, K

1

(2 o )/(cflcg&—c]czlcglz+2ﬂg)

seklinde bulunur.
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Tamm 3.5. a:1c R — S birim hizli regiiler zaman benzeri bir egri olsun. Bu takdirde

¢,¢, eR\{0}, —¢f +¢; =2 ve ¢ <2k, olmak iizere o “nin T - Smarandache egrisi
1
ﬁ(s*(s)):ﬁ(clT(S)-i_cZé(S)) (3.26)

seklinde tanimlanan B:1cR — S’ egrisidir.

Teorem 3.6. S’ ’de {a,T,&} Sabban catisiile a:1c R — S7 egrisi birim hizh regiiler
zaman benzeri bir egri ve o 'nin jeodezik egrilifi x, olmak tizere, a’'nn 7€ -

Smarandache egrisi f:1cR — S} egrisi ise bu takdirde B’nmn {B,T 4-654 Sabban

catisi
0 S £
V2 V2
Jéj a
T, |=| =< R W 7 (3.27)
2 2 2 2 2 2 i ’
£ 2K, —¢ 2K, —¢ V2K, — ¢ £
2Kg €6 _012
JAki-2¢t  \Jaxi-2c\Jaxt -2
c.,c, e R\{0}, —c’+c>=2 ve ¢’ <2k’ olmak iizere 8 'nin jeodezik egriligi
1562 1 TG 1 o J grilig
A ==2¢k K, + ¢k, (2K —cf)
A, = —2c21<§1<;, +(c, + oy, + Cll(‘;)(ZK‘; —c})
Ay ==2ckiK, +(cyk, + okl )26, — )
igin
1
Kf =5 — (2x,4 + 64, —cl ) (3.28)
2k, —¢;)”?
seklindedir.
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Ispat: (3.26) denkleminin kendisi ile Lorentz i¢ ¢arpimi yapilirsa
1 2 2
B B). =S (T T, +65(6.6),)
1= l(—c]2 +c3)
2
—cl+c; =2

elde edilir. (3.26) denkleminin s yay parametresine gore tlirevi alinirsa

dp ds* 1

ﬁ’(S*(S)) :ﬁg = \/5 (C]T’+CZ§’)

ds* 1
Tﬁ g :ﬁ(cl(a +Kg§)+CZKgT)
1
zﬁ(qa +c21<gT+c]1<g§) (3.29)

olup (3.29) denkleminin her iki tarafinin kendisi ile Lorentz i¢ ¢arpimi yapilirsa

ds* ’ 1, 2 2 2.2
| T = (e @) + T T, + 61 (6.6), )

ifadesinde —c +c; =2 esitligi gdz Oniine almirsa

* 2k —c’
ds = | —— (3.30)
ds 2

ds ..
olur. Z* in taniml1 olmasi i¢in
s

2K, —¢; >0,

yani

¢ <2k

olmalidir. (3.30) denklemi (3.29) denkleminde yerine yazilirsa

1
Ty =——(qa+ck, T +ck,8) (3.31)

B 2 2
1/21<g -
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elde edilir. (3.31) denkleminin her iki tarafinin kendisi ile Lorentz i¢ carpimi yapilirsa

(T,.T,), =— (e, @RI, +GRED,)

2
(2k, —c

1

:m(cf —K2(c; =)
g 1

1 2 2
=——— (¢ - 2K
(21(‘; ~c}) (@ 2
=-1
olup 7, zaman benzeri birim vektordiir. (3.31) denkleminde s yay parametresine gore

tirev alinirsa

dT, d_s*_ _(41<g1<;,)(c]a +oi, T +ox,8) (o' +ex, T +ox T +ox & +cx,E)

ds’ ds 20262 =) ol =c

- ds” ((—21<g1<;)(cla +02KgT+ClKg§)+(2Kg2 —cf)(clT+c2K;,T+02Kg(a +r<g§)+c11<;,§ +clK§T))
ﬂ_:
ds

(21<g2 —cl )%
~ 1 (—ZCIK'gK'é +c21<g(21<; —clz))a+(—2c21<;1<; +(c, + ok, +ClKg2)(2Kg2 —clz))T
@k -y | H(20KK, + (e +ar! 2k - ) E
ifadesinde
A =2k K, + ¢k, (2K —cf)
A, = —2c21<§1<;, +(c, +oyk, + Cll(‘;)(ZK‘; —c})
Ay ==2ckiKl +(cyk, + okl )26, — )
olarak alinirsa

yds” 1
s _(2;<§—cf)% (Lo + AT +24,8) (3.32)

olup (3.32) denkleminde (3.30) denklemi yerine yazilirsa

ro_ 2

g (2K, —c')’

(Aa + AT+ AE) (3.33)
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elde edilir.

. -a T &
Ss=PANl;=——|0 ¢ c,
2 2
Ve —2¢ ¢ oK, CK,
1
:—((—cf +6;)K,a +c]czT—cf§)
1/41<§ -2¢
1

:—(21<g05 +c]czT—c]2§) (3.34)

A /41(5 -2¢]

bulunur. (3.34) denkleminin kendisi ile Lorentz i¢ ¢arpimi yapilirsa

1

(&4:85)1 Zm

(4x2(@,a), +ee(TT), +¢/(E.), )

1
g 1

1
=— (202> -¢?
2(2;<§—c,2)( (2 =)

=1
olup &, uzay benzeri birim vektordiir. (3.26), (3.31) ve (3.34) ifadelerinden (3.27)

ifadesi elde edilir. Ayrica (3.28) esitligi

K! =5 (det(B,T,.T;))

0 ¢ c,
1
¢ Ok,

- (21(‘; —cf)% LA A

oK,

= ﬁ(_q (A -k A) +6,(c4, _Cngﬂﬂ))
K, —¢)?

1
g 1

seklinde bulunur.
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Tamm 3.7. a :1c R — S birim hizli regiiler zaman benzeri bir egri olsun. Bu takdirde
2 2 2 2 2 2.2

€,6,,¢, € RO}, ¢ —c; +¢y =3 ve (¢, +¢k,)” > ¢ +ok,

olmak iizere o 'nin a7'¢ - Smarandache egrisi

B(s*(s)) = \/—(0106(8)+02T(S)+03§(S)) (3.35)

seklinde tanimlanan B:1c R — S’ egrisidir.

Teorem 3.8. S’ ’de {a,T,&} Sabban catisiile a:1c R — S egrisi birim hizh regiiler

zaman benzeri bir egri ve a’nin jeodezik egriligi x, olmak tizere, a’nn aT¢-

Smarandache egrisi f:1cR — S} egrisi ise bu takdirde B’nm {3, T,;,6,} Sabban

catisi
S bR S

5 3 3 V3 .

r |- c G ek, 6K, 7
B 2 2 2.2 2 2 2.2 >

fﬁ (¢ +03Kg) —¢, —GK, \/(cl +c3rcg) ¢, — Gk, \/(c] +c g) —c2 —czrcg £

-3 K, +¢ (¢ +ok,) —C,6,K, +C,0; ¢ (¢ +c3rcg)—c2
Bla +er, ) =3¢ =32 e +ex,)? =3¢ =3k e +ex,)t -3¢ —3aK]

(3.36)

2 2 2 2 2.2 .
0,6,6, € R0}, ¢ —¢y+¢;=3 ve (¢+ck,) >(:2+c2 olmak iizere S ’nm

jeodezik egriligi

_ 2 2 2.2
A =c,(—ex, (¢ + ok, )+c2 +o ok, (6 +ak,) —¢ —ok,

_ ' 2 2 2.2
A —(c] +c31<g)( —cyk, (¢ + ek, )+021< K )+(c2 + 03K, +c21<g)((c1 +0K,) — —czlc )

A =c)K, (—c31<;,(c] +c31<g)+c221<g1<’) (K‘ (¢, tek,) oK )((c1 +ek,) —¢; —C§K‘§)

i¢cin
2 2
B _ Aok, —ciK, —¢6) + (= 6K, +¢,05) + A5 (¢ 66K, —c3)
Ky =0 5 (3.37)
2 2 2. ..2\/2
((c] +oK,) — ¢, —Czl(‘g)
seklindedir.

24



Ispat: (3.35) denkleminin kendisi ile Lorentz i¢ ¢arpimu yapilirsa
(B.B), = (c] (o,a), + T, TY, +c(E.E),)

1
l==(c] - +¢c})
3
cf—c+c;=3
elde edilir. (3.35) denkleminin s yay parametresine gore tlirevi alinirsa

« dp ds* 1
Bt =t =

(ca'+c,T'+cé")

ds*

1
T as ds \/5(

1
=—=(c,a+ (¢, + ok, )T +¢,k,8) (3.38)

N

bulunur. (3.38) denkleminin her iki tarafinin kendisi ile Lorentz i¢ ¢carpimui yapilirsa

ol +o,(a+k,8)+ek, T)

(%] <Tﬁ’Tﬂ>L :§(022<05,OC>L +(C] +C3Kg)2<T’T>L +C§K§<§’§>L)

ds* 1
( ] :§(c§—(c]+c31<g)2+0221<§)

ds
den
2 2 2..2
ds* _ \/(Cl +C3Kg) -G —Cng (339)
ds 3

ds ..
olur. — "1n taniml1 olmasi i¢in
ds*

2 2 2.2
(¢, +e5k,) —c; —ck, >0,
yani

(¢, +ck,)' > G+,
olmalidir. (3.39) denklemi (3.38) denkleminde yerine yazilirsa

1
(cy+ (e, + ek )T + i, £) (3.40)
\/(c]+c3K ) _022 ;

elde edilir. (3.40) denkleminin kendisi ile Lorentz i¢ ¢arpimi yapilirsa
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(T,.Ty), = 1 : 2)(c§<o¢,o¢>L+(c1+c3;<-g)2<T,T>L+c§;<;<c§,c§>L)

2 2
((c1 tak,) —c, -6k,

1
= )(022 —(c,+¢k,)’ +0221<§)

2 2 2.2
((c]+c31<g) —C; — K,

=-1

olup 7, zaman benzeri birim vektordiir. (3.40) denkleminde s yay parametresine gore

tirev alinirsa

1 ' '
T . o (2(c1 +03K, )GK, —2c§1cg1cg)(cza +(¢ +03Kg)T+cng‘g')
dT ds” 2((c1 +o3K,) ¢ —CZKg)

ds" ds 1
+

! ’ ’ !
— (cza +or, T+(c +ox )T +o,k,8 +czr<g‘g")
\/(cl +ok,) =6 — 6K,

(—C3K‘;, (¢, +eyK,) + O K K, )(cza +(¢, +esx )T +czlcg§)

e

, ds 1 ,
T == - . 2)((:2T+c}1ch+(cl +ck, )@ +Kg§)J

B 2 2
ds ((c1 +ek, ) -6 —C;K‘;)A "‘((01 +0K,) =6 Gk, re,E+e T
27g 27g

’ 2 ’
c, (—CSK‘g (¢, +ck, )+ oK, K, )

2 2 2.2
+(c] +03Kg)((c] +oK,) =) —CZK‘g)

' 2 '
~ 1 . (c] +ok, )(—csxg (¢ +C3Kg)+cngKg)
- ) ) 2 % ' 2 2 2 2.2
((C] +03Kg) —C, _Cng) +\ ¢, +Cs’<g +Cng (CI +C3Kg) -G _Cng

oK, (—CSK;, (¢, + K, + 6K K, )
+ S

+(1<g (c, +031<g)+021<;,)((c] +ok,) =6 —0221(:)

ifadesinde
_ ' 2 i 2 2 2.2
A =c, (—c31<g(c] +C3’<g)+02’<g’<g)+(01 +c31<g)((c1 +e3K,) — ¢, —CZK‘g)

_ + _ ' + + 2 ' ' 2 2 2 2.2
L =(atox, )(—ak, (¢ tox,)+ oKk, |+H(c, ok, ok, )\(q +ak,) —c —ak,
_ ' 2 i ' 2 2 2.2
Ay =0k, (—c31<g(c] +03’<g)+02’<g’<g)+(’<g(01 +c31<g)+c21<g)((c1 +e3K,) — ¢, —czlcg)

olarak alinirsa

*

,ds 1
Tﬂﬁ_(

57+ AT+ 2,8) (3.41)

2 2 2.2
(¢, +¢k,) —cz—czlcg)

olup (3.41) denkleminde (3.39) denklemi yerine yazilirsa
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B3

T; = S (a+ AT+ Aof) (3.42)
((c] +oK,) — ¢, —Czl(‘g)
elde edilir.
. -a T &
Sy =BT, = c c, C

1
3(c, +c3x -
\/(1 3 ) 302 302 glc, ¢ +GK, oK

—(CZZK‘g —¢(c +c31<g))oc —(CICZK‘g —0203)T +(c1 (¢, +c31<g)—czz)§

\/3(01 +ek,)’ =3¢, =3¢k,

_ (03(01 +03K,)— oK )a +(czc3 clczlcg)T+(c1 (¢ +c31<g)—czz)§ (3.43)
\/3(01 +ek,)’ =3¢ =33k,

bulunur. (3.43) denkleminin kendisi ile Lorentz i¢ ¢arpimi yapilirsa

(03(c,+c31<) oK )(a o)y, + (0203 ¢,C,K )(T Ty, + (c,(c,+c3Kg)—c§)2<§,§>L

((cI +c31<g) —c5 —Cng)

(SpsSp)1 =

2 2 2
2 2
B (03(01 +c3Kg)—02Kg) —(0203 —clczlcg) +(c1 (¢ +c31<g)—cz)

- 22 2.2
3((01 +0K, ) —¢; —Czl(‘g)

(c] —02 +c3)(c] +2qc31< +c3 —021< —cz)

((c] +c31<g) -c, —Czl(‘g)

2 2.2 2
3((01 +0K,) — 6K, —cz)

2 2 2..2
3((c]+c31<g) -G —Czl(‘g)

=1
olup &; uzay benzeri birim vektordiir. (3.35), (3.40) ve (3.43) ifadelerinden (3.36)

ifadesi elde edilir. Ayrica (3.37) esitligi

=5 (det(B,T,.T5))
. q c, c,
= T ¢, ¢ +¢ c,K
((01+C3K ) _CZKg) A A A,
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_ 1 ¢ (13(01 +c31<g)—021<é,12)—c2 (czﬂ3 —czich)

3
((c] +C3K‘g)2 —c —CZZK‘; )A e, (czﬂz —A(q +C3Kg))

2 2 2 2
A (Czk‘g -Gk, —clc3)+ A (—clczicg +c,c, ) +, (c1 +a6K, —cz)

ok

((cl +ok,) =6 —OK

seklinde bulunur.

3.1.2. S/ ’de zaman benzeri egrilerin uzay benzeri Smarandache eslenik egrileri

a:1cR— S} birim hizl regiiler zaman benzeri egrisinin Smarandache eslenigi olan
B:1cR—S] egrisi, birim hizh regiiler uzay benzeri bir egri olsun. Bu durumda
B ’nim yer vektorii uzay benzeri birim vektor, S ’nin B(s*(s)) noktasindaki T, teget
vektorit uzay benzeri birim vektdr ve &, = AT, vektorii zaman benzeri birim
vektordir. Yani (B, 8), =1, (T},T;), =1 ve (§;,85), =—1"dir.

a ve 3 egrilerinin Sabban catilar1 sirasiyla {«, 7,8} ve {B,T;,&,} olsun. Bu takdirde

Smarandache egrilerinin asagidaki tanimlar1 yapilabilir. Bu boliimde ifade edilen

teoremlerde zaman benzeri egriler icin 6 =1 alinir.

Teorem 3.9. S”’de {a,T,E} Sabban gatisiile a:1c R — S} egrisi birim hizli regiiler
zaman benzeri bir egri olsun. Bu takdirde o ’nin «a&-Smarandache egrisi olan

B:1cR— S} egrisi yoktur.

Ispat: a:1cR — S} birim hizli regiiler zaman benzeri bir egri olsun. Bu takdirde

¢,c, e R\{0} ve ¢ +c; =2 olmak lizere « 'nin & - Smarandache egrisi eger varsa bu
1
B(s*(s)) = ﬁ(qa(s} +6,6(s)) (3.44)

seklinde tanimlanan B:1cR — S’ egrisidir. (3.44) denkleminin kendisi ile Lorentz ig

carpimi yapilirsa
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(B.B), =€), + (68,
1= (G +ed)
cl+e; =2

elde edilir. (3.44) denkleminin s yay parametresine gore tlirevi alinirsa

sy = dBB* 1 e
PGH6) = B = e+l

ds* 1
= —2(c] +o,k )T

7.2
P ds f
olur. Bulunan denklemin her iki tarafinin kendisi ile Lorentz i¢ carpimi yapilirsa

¢,c, € R\{0} icin
ds* Y’ 1 2
g <Tpan>L_§(cl+cng) <TaT>L

ve buradan

ds* _ /_(cl +02Kg)2
ds 2

celiskisi elde edilir. Buna gore a birim hizli regiiler zaman benzeri egrisinin o -

Smarandache egrisi yoktur.

Tamm 3.10. a:IcR—S] birim hizli regiiler zaman benzeri bir egri olsun. Bu
takdirde ¢;,c, e R\{0}, ¢ —¢; =2 ve ¢k, >2 olmak iizere o 'nin T - Smarandache
egrisi

1
B(s*(s)) zﬁ(c]a(s)+czT(s)) (3.45)

seklinde tanimlanan B:1cR — S’ egrisidir.
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Teorem 3.11. S/’de {a,T,&} Sabban gatist ile a:I1cR— S} egrisi birim hizh

regiiler zaman benzeri bir egri ve « ‘nin jeodezik egriligi k, olmak iizere, o 'nin aT -

Smarandache egrisi f:1cR — S} egrisi ise bu takdirde B’nmn {B,T 4-654 Sabban

catisi
< o 0
V2 V2
B a
¢,k
Tﬁ - 2 22 2C]2 22 2g |, (3.46)
£ ok, =2 \/Czl(‘g -2 \/Czl(‘g -2 £
-Gk, —¢0)K, 2
J2eiki-4 \2ciki-4 k-4 |

c,c, eR\{0}, ¢l —c3 =2 ve CZZK‘; >2 olmak iizere £ ’nin jeodezik egriligi
_ 3 i 2.2

A =—cK Kk, +¢(ck, —2)
. 2 ' 2Ny 2.2

A, =—q oK K, + (¢, + ok, )k, —2)

Ay ==Kk + (e, + ook ) (K, —2)

i¢cin
1
kP =6 ———— (kA —cc,k, A, +2 3.47
g (022’(;_2)%( 2 g}"l -2 gﬂ? ﬂ'}) ( )
seklindedir.

Ispat: (3.45) denkleminin her iki tarafinin kendisi ile Lorentz i¢ carpim1 yapilirsa
1 2 2
B B). =5 (e ), + (T T, )
1
1= 5(012 —c3)
2 2

¢ —cy =2

elde edilir. (3.45) denkleminin s yay parametresine gore tlirevi alinirsa
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dp ds* 1

B'(s*(s)) = o ﬁ(qa’ +¢,T")
s ddi: = %(C‘]T +c,(a+ Kgé))
= L(czoz +oT +c,k,8) (3.48)

N

olur. (3.48) denkleminin her iki tarafinin kendisi ile Lorentz i¢ ¢arpimi yapilirsa
ds*\’ 1
(g] Ty Ty = (e @), + (T, T), + (6.0, )

ds*Y 1
( > ] =2 (¢ ~¢ +ciK)

ds
2 2 2.2
ds* |6 —¢ TGk,
ds 2

ifadesinde ¢ —c; =2 esitligi gdz Oniine almirsa

* okl -2
ds® _ |4k (3.49)
ds 2

ds ..
olur. Z* in taniml1 olmasi i¢in
s

ek, —=2>0,

yani

ek, > 2

olmalidir. (3.48) denkleminde (3.49) denklemi yerine yazilirsa

1
Ty =———(c,a+T +c,k,8) (3.50)

B
«10221(‘; -2

elde edilir. (3.50) denkleminin kendisi ile Lorentz i¢ ¢arpimi yapilirsa

(T,.Ty), = (e3a.a), +c(T.T), + eIk 2(E,E), )

(6K, —2)

1 2 2 2.2
:m(cz —¢ +OK,)
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1

e ———(-2+c?)
=1

olup T}, uzay benzeri birim vektordiir. (3.50) denkleminde s yay parametresine gore

tirev alinirsa

dT, d_s* | (20221< K )(cza +oT +c,k,8) . (' +oT"+c,x .8 + ek, &)
ds" ds 2K 2)/ Jok, =2
' d ’ 1 2 '
T, < Py ———— (el K (T +ex, &)+ (k] = 2) (e, + 6 (a+1,E) + oK +e,xT))
& (-2
1 (—ch R (ot —2))a +(—clczzl<g1<g’ +(c, + e,k K, —2))T

(@ -2 | (e + (e, + e MR —2))E
ifadesinde
ﬂ.‘——czlclc +e(aK2=2)
A, = —c,czzicglc;, +(c, + czxé)(csz -2)
Ay =—CK K, +(c K, +Ck, Ycix —2)
olarak alinirsa

. ds’ B
T,— [ rnle o )/(ﬂ,‘a+lT+A§) (3.51)

elde edilir. (3.51) denkleminde (3.49) denklemi yerine yazilirsa

,___ 2

T,=—F——Aa+ AT+ 3.52
olur.
. -a T &
gﬂ:ﬁ/\Tﬂ:T ¢ C 0
26Kk, —4 6 ¢ ok,
1

= —(—CZZK‘gOC -k, T+ (¢ - czz)é)

1/2c221<§ —4
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1
= ———(-cix, @ —cie K, T +2£) (3.53)

1/2c221<§ -4

bulunur. (3.53) denkleminin kendisi ile Lorentz i¢ ¢arpimi yapilirsa

1

o —p\aR@ @ R (T.T), + 48.8),)

<§ﬂ’§ﬂ>L =
1 22,2 2
:—(202K2 "y (czlcg(c2 —-c )+4)

1
=——(-2ck +4
20k, —4)( wi+d)
=-1
olup &, zaman benzeri birim vektordir. (3.45), (3.50) ve (3.53) ifadelerinden (3.46)

ifadesi elde edilir. Ayrica (3.47) esitligi

=5 (det(B,T,.T5))

. ¢ ¢ 0
=—— ¢ Gk,
(k] —2)4 A A A

1
e m/@@& AR CY R )

1

(c 2)/ (cflcgﬁ1 — oK A, + 223)

seklinde bulunur.

Tamm 3.12. a:IcR—S] birim hizli regiiler zaman benzeri bir egri olsun. Bu
takdirde ¢,c, eR\{0}, —c/+c;=2 ve ¢ >2k; olmak diizere o’nmn T§-

Smarandache egrisi
B(s*(s) = J— (aT(s)+e:5(s)) (3.54)

seklinde tanimlanan B:1cR — S’ egrisidir.
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Teorem 3.13. S/ ’de {a,T,&} Sabban catisiile o:1c R — S egrisi birim hizh regiiler
zaman benzeri bir egri ve o 'nin jeodezik egriligi x, olmak tizere, a’'mn 7¢-

Smarandache egrisi B:1cR — S} egrisi ise bu takdirde B’nm {B,T,, Sabban
Ry

catisi
0 < <o
5 V2 V2 ;
C C,K C K
T, |= ‘ i & T (3.55)
B 2 2 2 2 2 2 ’ :
£ -2K Ja —2x, ¢ —2k, £
2Kg 6% _012
20l -4kl 2] -4kl \J2c] -4 |

c,c, eR\{0}, —c’+c2=2 ve ¢ > 21<§ olmak tizere B ’nin jeodezik egriligi
_ i 2 2

A =2¢K, K, +¢,K, (¢ —2K;)
_ 2 . i 2 2 2

Ay =2¢,K Kk, + (¢, + ¢k, + ¢k, )¢ —2K;)

2 2 2 2
A =2¢k K, +(c K, +ex, (e —2K,)

igin
1
kP =6 3 (2K, + ¢k — ¢ y) (3.56)
(c] —2x7)"
seklindedir.

Ispat: (3.54) denkleminin kendisi ile Lorentz i¢ ¢arpimi yapilirsa
(B.B), = (qGTnﬂw:@J
1= 1 (=cl+¢c3)
2
—cl+c; =2

elde edilir. (3.54) denkleminin s yay parametresine gore tlirevi alinirsa
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dp ds* 1 , ,
L (T )

ﬁ’(s*(s))zd— 5B

ds* 1
Tﬂgzﬁ(q(d +Kg§)+CZKgT)

1
=—(qa+ok,T+ck,8) (3.57)

N

(3.57) denkleminin her iki tarafinin kendisi ile Lorentz i¢ ¢arpimi yapilirsa
ds*\’ 1
(g] Ty Ty, = (e e @), + (T, T), + 6146, 0), )

ds*\ 1
(—] S GRLAGELP)

ifadesinde —c} +c; =2 esitligi goz 6niine alinirsa

* ¢t =2k’
ds = || ——= (3.58)
ds 2

ds , ..
olur. Z* n taniml1 olmasi i¢in
s

2 2
¢ —2k,>0,
yani

2 2
¢ > 2k,

olmalidir. (3.58) denklemi (3.57) denkleminde yerine yazilirsa

1
Ty =——(ca+ck, T +ckK,$) (3.59)

B
N —21<§

elde edilir. (3.59) denkleminin kendisi ile Lorentz i¢ ¢arpimi yapilirsa

1
<Tﬂ’Tﬂ>L:m(cf@c,OOL+022K§<T,T>L+C]2K;<5,5>L)
1 g
1 2 2,2 2
:—(02 _2K2)(c] —Kg(c2 - ))
1 g
:—1 (02_2K2)
(c; -2x2) ¢
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=1

olup T}, uzay benzeri birim vektordiir. (3.59) denkleminde s yay parametresine gore

tirev alinirsa

dT, ds* (—41<g1<;,)(c]05 +ex, T +c]1<g§) N (c]a’ +o i, T+, T+ oKk, + cllcgg')
* - 2 2 y 2 2
ds ds 2cf —2x2)" \/G -2k,

- d_s*_ (2Kg1<;)(c,a+c2KgT+c,Kg§)+(c,2 —2K§)(c,T+c2Kg'T+czrcg (a +Kg§)+ClK;§+CIK;T)
B - 3
ds (¢ —ZKE)A

' 2 2
(2c]1<g1<g +0,K, (¢ — 21<g ))a
1

s +(20y62, + (¢, + ey, + e —2x0)) T
¢ —2x,

+(2eiiKL + (0K + el )ef —2x7)) &
ifadesinde

A =2cK K+ oK, (¢ —2K;)

X =2c,k 0K, + (¢ + o,k + k)] —2K,)

Xy =2k, + ek, + oK )(c] —2K7)

olarak almirsa

' 1
T s = (Ga+ 4T+ i) (3.60)
ds (c] - 21<§) 2

olup (3.60) denkleminde (3.58) denklemi yerine yazilirsa

,_ 2

Ty =m(ﬂqa+ﬂﬁ+%§) (3.61)
elde edilir.

-a T &
éﬂzﬁATﬂzﬁ 0 ¢ o

¢ 0K, ¢K

4 4

e 2_ 2 _(_ _ 2
= m( K, (¢ =)o — (¢, )T —cfé)
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—;(21&,@5 +c]czT—c]2§) (3.62)

foci-ax

elde edilir. (3.62) denkleminin kendisi ile Lorentz i¢ ¢carpimi yapilirsa

1

G (ele@), +e(T.T), +el(E.8), )

<§ﬂ’§ﬂ>L =
— 1 4 2 2.2 4
“Gaa )
1 g

1

:m(‘“ﬂ? RACD)
1 g

=-1
olup &, zaman benzeri birim vektordir. (3.54), (3.59) ve (3.62) ifadelerinden (3.55)

ifadesi elde edilir. Ayrica (3.56) esitligi

K! =5 (det(B,T,.T;))

. 0 ¢ c,

¢ Ok,

IR P

oK,

1
=T 57
(c2—2x2)"

(_cl (A -k A) + 6, (c4, _Cngﬂﬂ))
Zﬁ(’fg(clz — )+l —01213)
o —2k,)7?

1

(I

seklinde bulunur.

Tamm 3.14. a:IcR—S] birim hizli regiiler zaman benzeri bir egri olsun. Bu
takdirde ¢,c,,c; eR\{0}, ¢ —c;+c;=3 ve (q+ck,) <ci+ck. olmak iizere

o ’'nin aT'é - Smarandache egrisi

ﬁ(s*(s»=%(c]a(s>+c2T(s)+c3:(s>) (3.63)

seklinde tanimlanan B:1c R — S’ egrisidir.
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Teorem 3.15. S/’de {a,T,&} Sabban gatisi ile a:IcR— S} egrisi birim hizl
regiiler zaman benzeri bir egri ve o nin jeodezik egriligi x, olmak tizere, o 'nin a7 -

Smarandache egrisi f:1cR — S} egrisi ise bu takdirde B’nmn {B,T 4,654 Sabban

catisi
S S S
NG NG NG
B a
7= c, G oK, oK, ,
BT 2 2, 2.2 2 2, 2.2 2 2, 2.2 >
éﬁ \/cz —(¢ +c3r<g) +0K, \/cz —(¢ +c3rcg) +oK, \/cz —(c +c3r<g) +o kK, £
—cf K, 6 (¢ +c Kg) —C,CK, 50y ¢ (e + C3K‘g) - 622
| \BE =3 +eyie, ) +3cik] 3 =3(c e, ) +3cik] \3el =3(e + e, ) + 3K
(3.64)
2 2 2 2 2, 2.2 . s
€0, € R0}, ¢/ —cy+¢5 =3 ve (¢+ck,)’ <c +ck, olmak izere f’nin
jeodezik egriligi

_ ' 2 ' 2 2 2.2
A =c, (c3lcg(c] +c31<g)—021<g1<g)+(cl +c31<g)(c2 — (¢, +65K,) +c21<g)
A :(c +c,K )(c k' (¢, +ck,)—CoK K’)+(c +ek +c Kz)(cz—(c +e,K )2+02K‘2)
2 1 3%g 3% g \M 3%g 2™gtg 2 3%g 2™ g 2 1 3%g 2%g

A =ckK, (c31<;,(c] +c31<g)—c§1<g1<é)+(1<g(cl +c31<g)+c21<é)(c22 — (¢, +e5x,) +c221<§)

i¢in
&(czlc —clx, —cc )+l (—CCK‘ +c,c )+23(cz+ccx —cz)
Pos 2hg TR, TG, 2 1628 ¢ 243 1 1638 ¢ 2 (3.65)
g 2 2 2.2 % ’
(cz—(c]+c31<g) +02K‘g)
seklindedir.

Ispat: (3.63) denkleminin kendisi ile Lorentz i¢ ¢arpimu yapilirsa
1
BBy =3 (e @) + (T, +ei(6.6), )

1
125(012—05 +c3)

2 2 2
¢ —c,+c; =3
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elde edilir. (3.63) denkleminin s yay parametresine gore tlirevi alinirsa

dp ds* 1
rS*S - = Ca’+CT’+C '
Pls* ) =5 =g laaral +el)
ds* 1
Tﬁgzﬁ(clT"'cz(a"'Kgé)-i_%KgT)
1
= (o + (e + ek, )T + ok ) (3.66)

NG

(3.66) denkleminin her iki tarafinin kendisi ile Lorentz i¢ ¢arpimi yapilirsa
ds*\’ 1
(g] <Tpan>L ZE(CZZ<OC,OC>L + (C] +C3Kg)2<TaT>L +C§K§<§’§>L)

ds* ’ 1/, 2, 2.2
(g] :g(c2 —(¢ +ak,) +02Kg)

olup buradan

ds* _ \/022 —(q +ck,) + k] (3.67)

ds 3

ds ..
olur. Z* n taniml1 olmasi i¢in
s

(¢ +C3Kg)2 +0221<g2 >0,

yani

(¢ +c31<g)2 <+ cjlcgz

olmalidir. (3.67) denklemi (3.66) denkleminde yerine yazilirsa

1
T, = — (czoc+(c] +c31<g)T+c21<g§) (3.68)

B
\/czz —(¢ +c31<g)2 +0K,

elde edilir. (3.68) denkleminin kendisi ile Lorentz i¢ ¢carpimi yapilirsa

1

(022 —(c, + C3K'g)2 +eiK

(T, Ty), = 2)(622<a,a>L (¢, + ey )T, T, + ik 1 (E.E), )

4

= ! (cz—(c +e,K )2+021<2)

(2 N 24 o2 2\ 2 17730 2%¢
¢ —(¢ +ak,) 6k,

=1

39



olup T}, uzay benzeri birim vektordiir. (3.68) denkleminde s yay parametresine gore

tirev alinirsa

(2265, )(e, +eyie,) + 2651, ) (.0 + (¢, + ey )T + €56, )

)A

* 2 2 2.2
dT, ds 2(02 —(¢ +ak,) + ok,

(czoc’ +ei, T +(cp + ek )T + e 6+ czlcgg’)

2 2 2.2
\/cz —(¢+tak,) +ak,

., (cgc;,(cl +03Kg)—c§1cgr<;,)(cza +(¢ +c3Kg)T+czr<g§)
’ S 1 ’
T,—= - )(c2T+c3KgT+(cl +ek, ) a +k,8)

ds ( 2 2 2 2\h +(c2 = (¢ + VY +ck?
c, —(C1 +6K, ) +C6K ) (53 G TGK, G K, , 5
g g +tok &+ o,k T
’ 2 ’
c, (c3l<g(cl +c31<g)—c21<g1<g)
2 2, 2.2
+(c1 +c31<g)(c2 —(¢, tcK,) +c21<g)
’ 2 ’
1 (c1 +031<g)(c31<g(c1 +c31<g)—c21<g1<g)
- ) It A * ' 2\( .2 2, 2.2
(62 — (¢ +ek,) +cng) +(Cz T6K, +02Kg)(cz —(¢ +ck,) +02Kg)

K, (C3K; (¢, + CSKg)—szKgK;)
+ ¢

2 2 2.2
+(1<g(c1 +c31<g)+c21<;)(c2 — (¢ +ek,) +c21<g)

ifadesinde
_ ' 2 ' 2 2 2.2
A =c, (c3lcg(c] +c31<g)—021<g1<g)+(cl +c31<g)(c2 — (¢, +65K,) +c21<g)

A :(c + K )(c k' (¢, +cK,)—CiK K )+(c +cek +c Kz)(cz—(c +e,K )2+02K‘2)
2 1 3%g 3% g\l 3%g 2™gtg 2 3%g 2% g 2 1 3%g 2%g
_ ' 2 i i 2 2 2.2
Ay =k, (c31<g(c] +03’<g)—02’<g’<g)+(’<g(01 +c31<g)+c21<g)(c2 —(¢ +ck,) +c21<g)

olarak almirsa

*

,ds
Tﬂﬁ_(

1

5 — %(ﬂ,‘a+lzT+l3§) (3.69)
A RN +02K‘g)

olup (3.69) denkleminde (3.67) denklemi yerine yazilirsa

3

2 2 2.2
(02 —(¢ +¢k,) +02K‘g)

T = — (Ao + AT+ 2,E) (3.70)

elde edilir.
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-a T 4
1

‘fﬁ:ﬁ/\Tﬁ: > > = | €1 &) G
\/302 =3(c, + o3k, )" +30)k,

¢, O tGk, 6K,

—(CZZK‘g —¢(c +c31<g))oc —(CICZK‘g —0203)T +(c1 (¢, +c31<g)—czz)§

2 2 2.2
\/302 =3(c, + ok, )" +303K,

(03(01 +c31<g)—0221<g)a +(0203 —clczlcg)T+(c1 (¢ +c31<g)—czz)§

2 2 2.2
\/302 =3(c, +o5k,)” +30)k,

(3.71)

bulunur. (3.71) denkleminin kendisi ile Lorentz i¢ ¢arpimi yapilirsa

(03(01 +C3K'g)—czzl('g )2 (a, ), +(czc3 — 0K, )2 (T,T), +(c, (¢, +c31cg)—c22 )2 (&,8),

(3022 =3¢, + ek, + 30221<g2)

<§pa§ﬁ>L =

2 2 2
2 2
(03(01 +c3Kg)—02Kg) —(0203 —clczlcg) +(cl (¢ +c31<g)—cz)

(3022 =3(c, +¢5k,)° +30221<§)

2 2 2 2 2.2 2.2 2
(c] —c, +¢; )(c] +2¢/6K, + 6K, — 6K, —cz)

(3022 =3(c, + ¢k, +30K, )

2 2.2 2
B 3((01 +oK, ) — Gk, —cz)

3(022 — (¢ +ck,) + oK, )
=-1
olup &, zaman benzeri birim vektordir. (3.63), (3.68) ve (3.71) ifadelerinden (3.64)
ifadesi elde edilir. Ayrica (3.65) esitligi

K! =5 (det(B,T,.T;))

. ¢ c, ¢
= c, ¢ +eCK, K
2 2 2.2 % : : e 27g

(02 —(¢ tak,) +02K‘g) 2 2, 2

1 G (13(01 +C3Kg)_02’<g}“2)_cz (Czﬂ”s _Cngﬂ"l)

5
(cf — (¢ +c31<g)2 +0221<; )A +¢4 (0212 -4 (c +c31<g))

2 2 2 2
A (Czk‘g -Gk, —clc3)+ A (—clczicg +c,c, ) +, (c1 +a6K, —cz)

)A

2 2 2.2
(c2 —(¢ +¢k,)” + oK,
seklinde bulunur.
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3.1.3. S/ ’de zaman benzeri egrilerin hiperbolik Smarandache eslenik egrileri

a:1cR— S} birim hizl regiiler zaman benzeri egrisinin Smarandache eslenigi olan
B:1cR— H; egrisi, birim hizl regiiler hiperbolik bir egri olsun. Bu durumda f3 ’nin
yer vektorii zaman benzeri birim vektdr, f’nin B(s*(s)) noktasindaki T, teget
vektoril uzay benzeri birim vektor ve &, = B AT, vektorl uzay benzeri birim vektordiir.
Yani (B, 8), =-1, (T, 1), =1 ve (§;,&,), =1"dir.

a ve [ egrilerinin Sabban catilari sirasiyla {a, 7,8} ve {B,T;,&,} olsun. Bu takdirde

Smarandache egrilerinin asagidaki tanimlar1 yapilabilir. Bu boliimde ifade edilen

teoremlerde zaman benzeri egriler icin & =1 alnir.

Teorem 3.16. S!’de {a,T,&} Sabban gatist ile a:I1cR— S} egrisi birim hizh
regiiler zaman benzeri bir egri olsun. Bu takdirde a 'nin a& - Smarandache egrisi olan

B:IcR— H; egrisi yoktur.

Ispat: a:1cR — S} birim hizli regiiler zaman benzeri bir egri olsun. Bu takdirde

¢,¢, € R\{0} olmak lizere o 'nin a& - Smarandache egrisi eger varsa bu

1
B(s*(s)) =$(6’106(S)+02§(S)) (3.72)
seklinde tanimlanan B:1c R — H; egrisidir. ¢,,c, e R\{0} i¢in (3.72) denkleminin

her iki tarafinin kendisi ile Lorentz i¢ ¢arpimi yapilirsa

BBy, = (i (ar, + (68,
= )
cl+c;=-2

celiskisi elde edilir. Buna goére o birim hizli regiiler zaman benzeri egrisinin hiperbolik

a& - Smarandache eslenik egrisi yoktur.
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Tamm 3.17. a:IcR—S] birim hizli regiiler zaman benzeri bir egri olsun. Bu

takdirde ¢,,c, e R\{0} ve —¢ +c; =2 olmak lizere a 'nin T - Smarandache egrisi

ﬁ(s*(s))=%(c]a(s>+c2T(s>)

seklinde tanimlanan B:1c R — H_ egrisidir.

(3.73)

Teorem 3.18. S/’de {a,T,&} Sabban gatist ile a:IcR— S} egrisi birim hizh

regiiler zaman benzeri bir egri ve « ‘nin jeodezik egriligi x, olmak iizere, o 'nin aT -

Smarandache egrisi :1cR— H; egrisi ise bu takdirde S ’nmn {B.T,,E,} Sabban

catisi
o o 0
N NG
B a
G ¢ C2Kg
Tﬂ = — — — T ,
£ oK, +2 \/Czl(‘g+2 \/Czl(‘g+2 £
B
2
—GK, 6K, -2
2.2 2.2 2.2
| J2eiki+4 acki+a \2ckl+4 |

¢,c, € R\{0} ve —¢ +c; =2 olmak iizere 8 ’nin jeodezik egriligi
_ 3 i 2.2

A =—cKk K, +¢ (6K, +2)
. 2 ' 2N7.2..2

A, = -0k K, +(c, + ok, ) (6K, +2)

Ay =—CyK oK +(cK, +Ck L ) (K] +2)

i¢cin
kP =65 ;(czlc A —cek Ay —22,)
g = 7 2R g 2™ g”™2
(K. +2)?
seklindedir.
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Ispat: (3.73) denkleminin her iki tarafinin kendisi ile Lorentz i¢ carpim1 yapilirsa
1 2 2
B B). =5 (e @), + (T T, )

1
~l=—(c/ —c]
Sl -a)
—cl+c; =2

elde edilir. (3.73) denkleminin s yay parametresine gore tlirevi alinirsa

dp ds* 1

ﬁ’(s*(s))zﬁg—ﬁ

(ca'+¢,T

ds* 1
ﬂgzﬁ(C’]T'FCZ(O{'FKgé))

1
zﬁ(cza +aoT +c,k,6) (3.76)
3.76) denkleminin her iki tarafinin kendisi ile Lorentz i¢ ¢carpimi yapilirsa
rpimi yap
ds*\’ 1/, 2 2.2
g <Tpan>L :E(Cz<05,05>L +o(T.,T), +Cng<5a§>L)

ds*Y 1
( > ] =2 (¢~ +¢iK)

ds
2 2 2.2
ds* |6 —¢ TGk,
ds 2

ifadesinde —c{ +c; =2 esitligi gdz Oniine almirsa

* [cikt+2
dgs =2 : (3.77)

olur. (3.76) denkleminde (3.77) denklemi yerine yazilirsa

1
T,=——(c,a+cT+c,k,&) (3.78)
! «/c221<§+2 ’ ] o

elde edilir. (3.78) denkleminin kendisi ile Lorentz i¢ ¢arpimi yapilirsa
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(T,.Ty), = cia,a), +c(T.T), +ciK(EE), )

—
(K, +2)
1 2 2 2.2
= (02K2+2)(cz -G +02Kg)
27g
1

e+
(0221<§+2)( oK)
=1

olup T}, uzay benzeri birim vektordiir. (3.78) denkleminde s yay parametresine gore

tirev alinirsa

did_s* - (2022Kgl(‘;,)(020{ +C]T +02Kg§) + (0205’ +CIT’ +02K;’§ + cnggr)
. - 3
de ds 2K +2)" Jaxie2
'dS* 1 : ! 2.2 ! 2
T, e ( . +2)% ((_CngKg)(CZO! +clT+c2Kg§)+(czr<g +2)(c2T+c1 (o +r<g§)+c21<g§+c2;<gT))
oK,

1 (—C;K‘gk‘; +¢ (CZZK'; +2))a +(—clc§1<g1<£g +(c, +c21<;)(c§1<; +2))T

3 3.2 2.2
(CZZK; _,_2)4 +(—c21<g1<;, +(c K, +c21<;,)(c21<g +2))§
ifadesinde
A =—0K Ky +c (6K, +2)
2 ’ 2 2.2

A, =—co Kk K, +(c, + ok, ) (6K, +2)
A, =—oKkok +(c Kk, +c,k ek +2)

3 2 gtg 1™ g 2% g 2% g

olarak alinirsa

*

1
T[;di:—y(mmzﬁ@g) (3.79)
ds (k. +2)?

elde edilir. (3.79) denkleminde (3.77) denklemi yerine yazilirsa

T, 2

s (0221(‘; +2)°

Ao+ AT +4,8) (3.80)

olur.
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1
2.2
26K, +4 & o,
:;(—czx a—cc,k T+(cz—cz)(§)
5 2 27 g 172" g 1 2
V26K, +4
1

= ——(-gr,a—cex, T -2£) (3.81)

w/2c221<§+4

bulunur. (3.81) denkleminin kendisi ile Lorentz i¢ ¢arpimi yapilirsa

1
(5.8, =m(c§x§<a,a>L + KT, T), +KE,E), )
27
_ 1 2.2,.2 2 4
T 23K+ 4) CLACRIIAS)
27
- (2K +4)
QK +4)\TE
4

=1
olup &, wuzay benzeri birim vektordiir. (3.73), (3.78) ve (3.81) ifadelerinden (3.74)

ifadesi elde edilir. Ayrica (3.75) esitligi

Kl =5 (det(B,T,.T;))

¢ ¢ 0
1
[N

= C
2.2 %2 g
(6k, +2) A A A

) ﬁ( A R Y )
oK,
: W(é’% —ec ly—24)
2%g

seklinde bulunur.
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Tamm 3.19. a:IcR—S] birim hizli regiiler zaman benzeri bir egri olsun. Bu

takdirde ¢,,c, e R\{0}, ¢/ —c; =2 olmak iizere o 'nin T¢ - Smarandache egrisi
B(s*(s)) = \/—(ClT(S)"‘sz(S)) (3.82)

seklinde tanimlanan B:1c R — H_ egrisidir.

Teorem 3.20. S’de {a,T,&} Sabban gatist ile a:IcR— S} egrisi birim hizh

regiiler zaman benzeri bir egri ve a 'nin jeodezik egriligi x, olmak tizere, o 'nin 7¢ -

Smarandache egrisi :1cR— H; egrisi ise bu takdirde B’nin {8, T,,8,} Sabban
catisi
0 S S
7 7
B a
C C,K C K
T, |= ‘ Zg & T (3.83)
B > )
£ Jer +21<§ N +21<; c} +21<§ £
_2Kg ) _012
2 2 2 2 2 2
J2i +ax?\2ct A ([2c) + 4K
¢,c, € R\{0} ve ¢ —c; =2 olmak lizere 8 °nin jeodezik egriligi
A ==2¢K KL + )k, (¢ +2K7)
Xy = =2¢,K K, + (¢, + ekl + ek )(cf +2K7)
Ay ==2¢K.K, + (K, + k. )(c] +2K7)
igin
5 1
K, =0 .3 (2K, A +aeh —¢ ‘A) (3.84)
(cf +21< )2
seklindedir.
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Ispat: (3.82) denkleminin kendisi ile Lorentz i¢ ¢arpimi yapilirsa
1 2 2
B B). =S (T T, +65(6.6),)

1
-1 :5(_012 +¢3)
2 2

¢ —c; =2

elde edilir. (3.82) denkleminin s yay parametresine gore tlirevi alinirsa

dp ds* 1

ﬁ’(S*(S)) :ﬁg = \/5 (C]T’+CZ§’)

ds* 1
Tﬁ g :ﬁ(cl (O( +Kg§)+CZKgT)
1
zﬁ(c]a +o,k,T+ek,8) (3.85)
bulunur. (3.85) denkleminin her iki tarafinin kendisi ile Lorentz i¢ ¢arpimi yapilirsa

ds* ’ 1, 2 2 2.2
| T = (e @) + T T, + 61 (6.6), )

ds*\ 1
(g] 25(012+’<§(012—022))

ifadesinde ¢} —c; =2 esitligi goz niine alinirsa

* el 42K
ds = || —— (3.86)
ds 2

olur. (3.86) denklemi (3.85) denkleminde yerine yazilirsa

1
T, =——(ca+c,x,T+ck,&) (3.87)
N

elde edilir. (3.87) denkleminin kendisi ile Lorentz i¢ ¢arpimi yapilirsa

1

Ty, Tp)) ==
Lo +2k7)

(¢ (@), + &Sk UT,T), +¢iK(E,E),)

1

2 2 2 2
B (¢ +2K?2) (c‘ —K (g ))
1 g
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1

—(c] R )(c] +21< )

=1
olup T}, uzay benzeri birim vektordiir. (3.87) denkleminde s yay parametresine gore

tirev alinirsa

dT, d_s* e dic i, (ca+cx, T+, 8) . (ca'+ex, T +ex T +ex, s+ &8

ds" ds 2(c] + 21<§ )% Je+ 21<;

- ds'" 2Kk, (c,a +czlch+c,1<g§)+(c,2 +2Kg2)(ClT+C2Kg'T+C2Kg (a+x,8)+cKié +C1K‘g2T)

B 2)%

(c,2 + 2k,

P ds

’ 2 2
(—2c]1<g1<g +o,k, (¢ + ZK‘g)) a
1

= 37
(¢ +2xk; )A

2 2 2 2
+(=2cy0K, + (¢ + &K, + e )e; +2x0))T

(2,26, + (el + el (e +2x2)) &
1fadesinde
2 2
A =-2¢K K, oK, (¢ +2K,)
lz = _2czK§K2:’ + (cl + CZK;' T clk‘; )(Clz + 2K§)
Ay ==2¢K.K, + (K, + k. )(c] +2K7)
olarak alinirsa

ds”

T —(c] e )/ (Aa +A,T +2,E) (3.88)

olup (3.88) denkleminde (3.86) denklemi yerine yazilirsa

q__ 2

—_— + AT+ 3.89
= ey e BT+ A0 (3.89)
elde edilir.
. -a T &
Es=P AT, = 0 c c
g P Jact v dx? b
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1

ZT(—’&,(C]Z—sz)a—(—clcz)T—Clzf)
26 +4x,

1
:—(—21<goc +c]czT—c]2§) (3.90)

J2¢ + 41<§

bulunur. (3.90) denkleminin kendisi ile Lorentz i¢ ¢arpimi yapilirsa

Enlp) =m(4x;<a,an QT TY, +cHEE),)
:%(41(; —clcs +c]4)
(2c] +4x2)
:%(41(2 +cl(c —cj))
(20 +4x2)
:%2(21(; +cl)
2 +217)

=1
olup &, uzay benzeri birim vektordiir. (3.82), (3.87) ve (3.90) ifadelerinden (3.83)

ifadesi elde edilir. Ayrica (3.84) esitligi

K! =5 (det(B,T,.T;))

0 ¢ c,
1
¢ Ok,

N
(¢! +2x; )A A A A

oK,

S e ek )
¢ +2kK, 2
- e )

¢ +2k, 2

¢ +2k, 2

seklinde bulunur.
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Tamm 3.21. a:IcR—S] birim hizli regiiler zaman benzeri bir egri olsun. Bu
takdirde ¢,c,,c; € R\{0}, —cf+¢;—¢; =3 ve (¢ +ck,) <o +ck, olmak iizere

o ’'nin oS - Smarandache egrisi
Bs*(s)) = %(c]a(sﬁczns) P E(S) (3.91)

seklinde tanimlanan B:1c R — H_ egrisidir.

Teorem 3.22. S’de {a,T,&} Sabban gatisi ile a:IcR— S} egrisi birim hizl
regiiler zaman benzeri bir egri ve o 'nin jeodezik egriligi x, olmak tizere, o 'nin a7 -

Smarandache egrisi f:1cR— H, egrisi ise bu takdirde S ’nin {B,T, -S54 Sabban

catisi
G %) G
NE) NE) NG
B a
s c, o ek, 6K,

BT 2 2, 2.2 2 2, 2.2 2 2, 2.2 >
éﬁ \/cz —(¢ +c3r<g) +0K, \/cz —(¢ +c3rcg) +oK, \/cz —(¢ +c3rcg) +o K, £
—cjrcg +¢5(c +e Kg) —C,CK, + 504 ¢ (e + C3K‘g) - 622

| \BE =3 +eyie, ) +3cik] 36 =3(c e, ) +3cik] \3el =3(e + e, ) + 3K

(3.92)

2 2 2 2 2, 2.2 . s
€65, € R0}, —¢f +¢;—c; =3 ve (¢ +ck,) <c, +ck, olmak tlzere f’nin

jeodezik egriligi
_ ' 2 ' 2 2 2.2
A =c, (c31<g(c] +c31<g)—021<g1<2>,)+(cl +c31<g)(c2 — (¢, +65K,) +c21<g)
/1 _ + ' + _ a2 ' + + ' + 2 2 + 2 2.2
, =a o, )oK, (¢ +ok,)— ok K, )+, ok, +ok, (¢ — (¢ +6k,)" + 6k,

A =cK, (c31<;,(c] +c31<g)—c§1<g1<é)+(1<g(cl +c31<g)+c21<;)(c22 — (¢, +e5x,) +c221<§)

igin
ﬂ,,(czlc —clx, —cc )+l (—CCK‘ +c,c )+23(cz+ccx —cz)
Pos 2Rhg TR, TG 2 1628 ¢ 243 1 1638 ¢ 2 (3.93)
g 2 2 2.2 % .
(cz—(c]+c31<g) +02K‘g)
seklindedir.
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Ispat: (3.91) denkleminin her iki tarafinin kendisi ile Lorentz i¢ ¢carpimu1 yapilirsa
1
BBy =3 (e @) + (T, +ei(6.6), )
_ 1l 5 2 2
—1==(¢/ =y +¢3)
3
¢l +c3—c; =3

elde edilir. (3.91) denkleminin s yay parametresine gore tlirevi alinirsa

dp ds* 1
rS*S = COC’+CT’+C '
Pt )= 0 e )
ds* 1
Tﬂgzﬁ(clT"'cz(a"'Kgé)-i_%KgT)
1
st semrecnd) 63

(3.94) denkleminin her iki tarafinin kendisi ile Lorentz i¢ ¢arpimi yapilirsa
ds*\’ 1
(g] <Tpan>L ZE(CZZ<OC,OC>L + (C] +C3Kg)2<TaT>L +C§K§<§’§>L)

ds* ’ 1/, 2, 2.2
(g] :g(c2 —(¢ +ak,) +02Kg)

olup buradan

ds*:\/czz—(c]+c31<g)2+c§1<§ (3.95)

ds 3

ds , ..
olur. Z* n taniml1 olmasi i¢in
s

2 2 2.2
¢ —(ctak,) +ok, >0,
yani

(¢ +c31<g)2 <+ cjlcgz
olmalidir. (3.95) denklemi (3.94) denkleminde yerine yazilirsa

1
Ty=75 R (cxa+(c +ex )T +ex &) (3.96)
\/cz —(¢ +ak,)" +ok,
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elde edilir. (3.96) denkleminin kendisi ile Lorentz i¢ ¢carpimi yapilirsa

1

2 2 2..2
(02 - (¢, +ax,)" +o)k,

<Tﬁ:Tp>L =

)(c§<a,a>L (e, + ey )T, Ty, + ek (EE), )

1 2 2 2.2
=T N - (cz—(c]+c31<g) +Czl(‘g)
¢ (¢ +aK,) +aok,

=1

olup T}, uzay benzeri birim vektordiir. (3.96) denkleminde s yay parametresine gore

tirev alinirsa

((—2031(‘;, )¢ +eyk,) + 20K K, )(cza +(c, + o3k, )T + 0y, )

3
dTy ds' 2(022 —(c,+ ¢k, + 6k, )A

*

ds ds ' ' ' ' '
oo + ok, T +(c, + ok, )T+ k8 + 0K,

2 2 2.2
\/cz —(¢+tak,) +ok,

(cgcg, (6 +c3K,) = cjrcgrc;, )(cza +(c +eyx )T+ czrcgé)
ds” 1
!

B - 3 2 2, 2.2
ds (czz—(cl+czr<g)2+c§r<;)é +(CZ_(CI+CBKg) +02Kg)

T+, T +(c ok, )a+Kx,8)
+c2K;§+c2K;T

’ 2
c, (c3l<g(cl +c31<g)—c21<g1<;)

+(c1 +c31<g)(c22 —(¢ +c31<g)2 +c§1<g2)

’ 2 ’
~ 1 . (cl+c3l<g)(031<g(c]+c31<g)—c21<g1<g)
T, Y e +ex 2\( .2 2, 2.2
(Cz—(cl+c3Kg) +cng) G+ oK, K, )6 — (¢ +e3K,)" + 6K,
’ 2 ’
. czlcg(c31<g(cl+c31<g)—c21<g1<g) :

’ 2 2 2.2
+(1<g(c1 +c31<g)+c21<g)(c2 — (¢, +ek,) +c21<g)
ifadesinde

_ ' 2 ' 2 2 2.2
A =c, (c3lcg(c] +c31<g)—021<g1<g)+(cl +c31<g)(c2 — (¢, +65K,) +c21<g)
A =(c +ex, ) ek (¢, + k) -k k! ) +(c, + ek’ +e,6° )3 — (¢, +cyx,) + ik
2 1 3%g 3% g \M 3%g 2™gtg 2 3%g 2% g 2 1 3%g 2%g
_ ' 2 i ' 2 2 2.2
Ay =k, (c31<g(c] +03’<g)—02’<g’<g)+(’<g(01 +c31<g)+c21<g)(c2 —(¢ +ck,) +c21<g)

olarak alinirsa
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ds” 1
T,—= La+AT+A4E) (3.97)
P ds ( —(¢ + ok, Y +oK )/

olup (3.97) denkleminde (3.95) denklemi yerine yazilirsa

1 ’\/g
T, = NPTy La+A,T+4¢) (3.98)
( —(¢ + ok, Y +cik )
elde edilir.
. -a T &
=BT, = C c, [N

3¢2 =3(c, + .k, )’ +3ciK?
\/ > =36 e g) 27 ¢, ¢ TGK, Gk,

—(CZZK‘g —¢(c +c31<g))oc —(CICZK‘g —0203)T +(c1 (¢, +c31<g)—czz)§

2 2 2.2
\/302 =3(c, + ok, )" + 303K,

(03(c]+c31<) K )0{+(czc3 c,C,K )T+(cl(cl+c31<) 02)5

(3.99)
\/302 =3(c, + c31<g) +3c; K‘é

olur. (3.99) denkleminin kendisi ile Lorentz i¢ carpimi yapilirsa

ey = (03(0 +o3K, )~ K )(a o)y, + (0203 CCK )(T T, + (c](c]+03Kg)—c§)2(§,§)L
p22BIL 3(

¢ —(¢ +031<g) +02Kg)

2 2 2
2 2
B (03(01 +c3Kg)—02Kg) —(0203 —clczlcg) +(cl (¢ +c31<g)—cz)

- 2 2, 2.2
3(02—(c]+c31<g) +c21<g)

2 2 2
_(c] -, +c3)(c] +2¢,6K, +c3 021< —cz)

- 3( 2—(c]+c3l<g) +c2 g)

2 2.2 2
B —3((01 +0K,) — 6K, —cz)

- 2 2, 2.2
3(02 —(¢ +ck,) +02K‘g)

olup &, uzay benzeri birim vektordiir. (3.91), (3.96) ve (3.99) ifadelerinden (3.92)

ifadesi elde edilir. Ayrica (3.93) esitligi
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K! =5 (det(B,T,.T;))

| G ) G
= ¢, ¢ +cK, CK
2 2 2.2 % g : e >e
(02 —(¢ +ak,) +021<g) 2 2, 2
1 q (13(01 +c31<g)—czlcglz) -c, (czﬂ.j —czicgﬂq)

5
(Cj —(¢ +C3K‘g)2 +022K‘§ )A TG (czj“z —A(q +C3Kg))

2 2 2 2
A (Czk‘g -Gk, —clc3)+ A (—clczicg +c,¢, ) +, (c1 +a6K, —cz)

)A

2 2 2.2
(c2 —(¢ +¢k,)” + 6K,

seklinde bulunur.

Ornek 1: a:1cR > S’

s> a(s)= (\/5 sinh s, cosh s,sinh s)
egrisi S;’de tanimli birim hizli regiiler zaman benzeri bir egri olsun. Bu durumda

o'(s) = T(s) = (\2 cosh s,sinh s, cosh s)
Ve
-a T &
E(s)=a(s)AT(s)=|v2sinhs coshs sinhs
\/5 coshs sinhs coshs

_ [ —(cosh® s —sinh® s)er — (/2 sinh s cosh s —/2 sinh s cosh s)T
+(+/2 sinh? s —+/2 cosh? 5)&

=—a —\/55
=(-1,0,-2)

bulunur. Bulunan esitliklerden o 'nin {a(s),7(s),&(s)} ortonormal Sabban gatisi

a(s)= (ﬁ sinh s, cosh s,sinh s)
T(s)= (\/5 cosh s,sinh s,cosh s)
£(s)=(-1,0,—+2)

olarak ifade edilir. Ayrica
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T'(s)= (\/5 sinh s, cosh s,sinh s)
olarak bulunur.
(a(s),a(s)y, =—2sinh’s+cosh” s +sinh’ s
=cosh’ s—sinh’ s =1
olup « 'nin yer vektorii uzay benzeri birim vektordiir.
(T(s),T(s)y, =—2cosh’ s +sinh’ s +cosh’ s
=—cosh’ s +sinh® s =1
oldugundan o 'nin a(s) noktasindaki teget vektorii zaman benzeri birim vektordiir.
(E@)E(s), =—1+2 =1

olup &(s) vektorii uzay benzeri birim vektordiir. o 'nin jeodezik egriligi

\/5 sinhs coshs sinhs
Kk, (s)=det(a,T,T") = J2coshs sinhs coshs
\/5 sinhs coshs sinhs

=0

olarak bulunur.

. . 2, . . C e e .. .
Simdi S| 'de verilen zaman benzeri « egrisi igin zaman benzeri a&, ol , alé

Smarandache eslenik egrilerini bulalim.

Zaman Benzeri a& -Smarandache eslenik egrisi
(3.8)ten ¢, =1 ve ¢, =1 alinirsa
B(s*(s)) = L(ﬁ sinh s —1,cosh s, sinh s —/2)
V2
olur.
(BB, = %(—(\/Esinh s=1)* +cosh” s +(sinh s —+/2)’)
=1

olup S uzay benzeri birim vektordiir. (3.13)’ten
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Ty(s*(s)) = (\/5 cosh s, sinh s, cosh s)
elde edilir.

(T;,T,), =—2cosh® s +sinh® s +cosh” s
—_1

oldugundan T; zaman benzeri birim vektdrdir. (3.16)’dan

Es(s*(s)) zﬁ(ﬁsinhs —1,cosh s,sinh s —\/5)

dir.

(24029, = 5(~(V2sinhs— 17 +cosh s + sinh s 2
—1

oldugundan &; uzay benzeri birim vektordiir. Bu durumda ¢ - Smarandache eslenik

egrisinin Sabban catis1 (3.9)’dan

1y L
Bl |N2  2fe
T,|l=| 0 1 o|rT
) | Lo Lils

V2 2

olarak elde edilir. (3.15)’ten

T;(s*(5)) =2 (V2 sinh s, cosh.s, sinh s )

olur. Bu takdirde (3.10)’dan S 'nin jeodezik egriligi
Kf =-1

ya da
\/Esinhs—l cosh s sinhs—x/z

kP (s)=det(B,T,,T;) = JV2coshs sinhs  coshs
JV2sinhs  coshs sinh s

=-1

olarak bulunur.
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Zaman benzeri oT -Smarandache eslenik egrisi

(3.17)’den ¢, =3 ve c, =7 alinirsa

B(s*(s)) = (3\/§smhs ++/14 cosh s, 3cosh s ++/7 sinh s, 3sinh s ++/7 cosh s)

51-

olur.

(B,B), = %(—(3\/5 sinh s ++/14 cosh s)* + (3 cosh s +/7 sinh s)* + (3sinh s + /7 cosh s)z)
=1

oldugundan [ uzay benzeri birim vektordiir. (3.22)’den

Ty(s*(s)) = T(\/ﬁsinh s +3+/2 cosh s,\ﬁcoshs +3sinh s,«ﬁsinhs +3cosh s)

elde edilir.
(T,.T)), = %(_(Jﬁ sinh s +3+/2 cosh s)* +(+/7 cosh s + 3sinh 5)* + (/7 sinh s +3coshs)2)

=-1
olup 7; zaman benzeri birim vektdrdir. (3.25)’ten
Ey(s*(5)) = £(5)
=(-1,0,-+2)
dir.
(E5:8p0, =—1+2 =1

oldugundan &, uzay benzeri birim vektordir. Bu durumda aT - Smarandache eslenik

egrisinin Sabban catis1 (3.18)’den

_iﬁo_
5 V2 2 y
T:ﬁLOT
Pl 2

% 0015
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olarak elde edilir. (3.24)’ten

A =6
A, =247
2,=0

esitlikleri ile birlikte
: V200 5 . .
Ty(s*(s)) = 7(3«/5 sinh s +~/14 cosh s, 3 cosh s + /7 sinh s, 3sinh s +/7 cosh S)

olur. Bu takdirde (3.19)’dan £ 'nin jeodezik egriligi
B _

kK, =0

ya da

3x/§ sinh s +x/ﬁcoshs 3coshs +x/7sinhs 3sinh s +\/7coshs

Kf(s):L V14 sinh s +3+/2 coshs /7 coshs+3sinhs /7 sinhs+3coshs
242

3«/5 sinh s +x/ﬁcoshs 3coshs +\/7sinhs 3sinh s +\/7coshs

=0

olarak bulunur.

Zaman benzeri aT& -Smarandache eslenik egrisi

(3.35)ten ¢, =2, c, =2 ve ¢, =1 alinirsa

B(s*(s)) :%(Zﬁsinhs+2coshs—1,2coshs+\/§sinhs,23inhs+\/Ecoshs—\/5)
olur.
B, B, :%(—(2\/§sinhs+2coshs—1)2 +(2coshs +\/§sinhs)2 +(2sinhs+\/§coshs—\/§)2)

=1

oldugundan S uzay benzeri birim vektordiir. (3.40)’tan

Ty(s*(s)) = (\/Esinhs +2coshs,cosh s +~/2 sinh s, sinh s +\/§coshs)

elde edilir.
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(Ty,T,), = (—(\/Esinhs +2cosh s)* + (cosh s +~/2 sinh 5)? + (sinh s + \/Ecoshs)z)
—_1

oldugundan T; zaman benzeri birim vektordir. (3.43)’ten

Ss(s*(s)) :%(ZSinhs ++/2 cosh s —~/2,+/2 cosh s +sinh s,/2 sinh s + cosh s —2)

olup

(E50E5), :%(—(2SinhS+\/§COShS—\/§)2 +(~/2 cosh s +sinh 5)° +(\/§sinhs+coshs—2)2)
=1

oldugundan &, uzay benzeri birim vektordiir. Bu durumda o7'¢ - Smarandache eslenik

egrisinin Sabban catis1 (3.36)’dan

Sl- SES

o - ol
St o -

3

olarak elde edilir. (3.42)’den

A =4
A =2V2
25 =0

esitlikleri ile birlikte

T, (s*(s)) :g(Zﬁsinhs +2coshs,2cosh s ++/2 sinh s, 2 sinh s + /2 cosh S)

olur. Bu takdirde (3.37)’den S 'nin jeodezik egriligi
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2\/§sinhs+2coshs—1 2coshs+\/§sinhs 2sinhs+\/§coshs—\/§

1 . .
K2 (s) =3 V2 sinhs+2coshs coshs+~/2 sinh s
2\2sinhs+2coshs  2coshs+~/2sinhs

seklinde bulunur.

sinh s + x/zcosh S
2sinh s + \/5 coshs

Simdi S} 'de verilen zaman benzeri « egrisi i¢in uzay benzeri TE ve aT&

Smarandache eslenik egrilerini bulalim.

Uzay benzeri TS -Smarandache eslenik egrisi
(3.54)’den ¢, = V2, ¢, =2 almirsa
B(s*(s)) = (\/E(cosh s—1),sinhs,coshs — 2)
olur.
(B,B), =—2(cosh s —1)” +sinh’ s + (cosh s — 2)
=1
oldugundan S uzay benzeri birim vektordiir. (3.59)’dan

T,(s*(s)) = (V2 sinh s, cosh s, sinh s

elde edilir.
(T;.,T,), =—2sinh® s +cosh® s + sinh s
=1
oldugundan T uzay benzeri birim vektordir. (3.62)’den
E,(s%(s)) = (2cosh s+1,+/2 sinh s,v/2(cosh s + 1))
olup

(E5.&,), =—(2coshs+1)” + (2 sinh )’ +(v/2(cosh s +1))’

=-1
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oldugundan &, zaman benzeri birim vektordir. Bu durumda 7' -Smarandache eslenik

egrisinin Sabban ¢atis1 (3.55)’ten

gl 1o 1 V2|«
T,|=[1 0 o|T
Sl o 2 -1|L¢

olarak elde edilir. (3.61)’den

A =0
A =2V2
25 =0

esitlikleri ile birlikte

Ty(s*(s)) = (\/5 cosh s, sinh s, cosh s)

olur. Bu takdirde (3.56)’dan £ 'nin jeodezik egriligi
K =\2

ya da

\/E(coshs —1) sinhs coshs—2
kP (s)= J2sinhs  coshs  sinhs
V2 coshs sinhs  coshs

_

olarak bulunur.

Uzay benzeri oTE -Smarandache eslenik egrisi

(3.63)ten ¢, =1, ¢, = V2 ve ¢, =2 alinirsa

ﬁ(s*(s)):%(\/Esinhs+2coshs—2,coshs+\/Esinhs,sinhs+\/§coshs—2\/§)
olur.
(B.B), = %(—(\/Esinhs+2coshs—2)2 +(coshs+\/55inhs)2 +(sinhs+\/§coshs—2\/5)2)
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= %(sinh2 s—cosh® s —4+8)

=1
oldugundan S uzay benzeri birim vektordiir. (3.68)’den
Ty(s*(s)) = (2sinh s++/2 cosh s,~/2 cosh s +sinh 5,+/2 sinh s + coshs)
elde edilir.

(T3, T,), = (—(2sinhs ++/2 cosh 5)? + (+/2 cosh s +sinh 5) + (v/2 sinh s + coshs)z)
=1

olup 7} uzay benzeri birim vektordiir. (3.71)’den

§ﬂ(s*(s)):%(Zﬁsinhs+4coshs+1,2coshs+2\/§sinhs,25inhs+2\/§coshs+\/5)
bulunur.

ey =] ~(2/2sinh s +4cosh s +1)* +(2cosh s + 24/2 sinh 5)?

PP 3| 4 (2sinh s+ 242 cosh s +42)°

=-1
oldugundan &; zaman benzeri birim vektordir. Bu durumda a7¢-Smarandache

eslenik egrisinin Sabban ¢atis1 (3.64)’ten

V22

BB [

1 0 T

221 ls
NN

s
Slv & 6=

olarak elde edilir. (3.70)’den

2 =1
A =~2
2,=0

esitlikleri ile birlikte
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Tﬂ’ (s*(s)) = \/g(\/isinh s+ 2coshs,coshs + J2 sinh s,sinh s + J2 coshs)
seklindedir. Bu takdirde (3.65)’ten S 'nin jeodezik egriligi
kP =2
8
ya da

\/Esinhs+2coshs—2 coshs+\/§sinhs sinhs+\/§coshs—2x/§
kP(s)=| 2sinhs+ V2coshs /2 coshs+sinhs V2 sinh s +cosh s
\/Esinh s+2coshs cosh s+ \/5 sinh s sinh s + JE coshs

=2

olarak bulunur.

Simdi S} 'de verilen zaman benzeri o egrisi icin hiperbolik oT, TE, oT&

Smarandache eslenik egrilerini bulalim.

Hiperbolik aT -Smarandache eslenik egrisi

(3.73)’ten ¢, = J7 ve ¢, =3 alinirsa

B(s*(s)) = (\/ﬁsinh s +3+/2 cosh s,+/7 cosh s + 3sinh s,+/7 sinh s + 3 cosh s)

51-

elde edilir.

(B, ), =%(—(\/ﬁsinhs+3\/§coshs)2 +(/7 coshs +3sinh s)? +(ﬁsinhs+3coshs)2)
—_

oldugundan B zaman benzeri birim vektordiir. (3.78)’den
Ty(s*(s)) = T(3\/§ sinh s +~/14 cosh s,3coshs+ ﬁsmhs 3sinh s ++/7 cosh s)

olup
1
(Ty,Ty), = 5(—(3\/5sinh s ++/14 cosh s)* +(3coshs + 7 sinh 5)> +(3sinh s + J7 cosh s)z)

=1
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oldugundan T uzay benzeri birim vektordir. (3.81)’den

Sp(s*(s)) =—E(5)
=(1,0,4/2)
bulunur.

<§ﬂ’§ﬂ>L =-1+2 =1

oldugundan &, uzay benzeri birim vektordir. Bu durumda aT - Smarandache eslenik

egrisinin Sabban catis1 (3.74)’ten

_ﬁio_
5 V2 2 ;
T:iﬁOT
AR

5 0 0—15

olarak elde edilir. (3.80)’den

A=247
A, =6
A =0

esitlikleri ile birlikte
, V2 . _ ,
Ty(s*(s)) = T(Jﬁsmh s +3+/2 cosh s,+/7 cosh s + 3sinh s,+/7 sinh s + 3 cosh S)

bulunur. Bu takdirde (3.75)’ten £ 'nin jeodezik egriligi

B _
kK, =0
ya da

\/ﬁ sinh s + 3\/5 cosh s xﬁ cosh s +3sinhs \/7 sinh s + 3 cosh s

Kf(s):L 32 sinhs++/14 coshs 3coshs++/7sinhs 3sinhs++/7 coshs
242 .

\/ﬁ sinh s + 3\/5 cosh s \/7 cosh s +3sinhs \/7 sinh s +3cosh s

=0
seklinde elde edilir.
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Hiperbolik T -Smarandache eslenik egrisi

(3.82)den ¢, =2, ¢, = V2 alinirsa

B(s*(s)) = (2cosh s —1,+/2 sinh s,+/2(cosh s —1))
olur.
(B,B), =—(2coshs—1)* +2sinh’ s +2(cosh s — 1)

=-1
oldugundan B zaman benzeri birim vektordiir. (3.87)’den
Ty(s*(s)) = x(s)

= (\/5 sinh s, cosh s,sinh s)
elde edilir.
(T;.,T,), =—2sinh® s+ cosh® s + sinh s
=1

oldugundan T uzay benzeri birim vektdrdir. (3.90)’dan

Ep(s*(s))= (\/E(cosh s+1),sinh s, cosh s + 2)

olup
(§4.65), = —2(cosh s +1)* +sinh’ s + (cosh s +2)°
=1
oldugundan &; uzay benzeri birim vektordiir. Bu durumda 7€ - Smarandache eslenik

egrisinin Sabban ¢atis1 (3.83)’ten

Bl 1o V2 1 |[«a
T,|=[1 0 o ||T
Sl o 1 =2¢

olarak elde edilir. (3.89)’dan
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NS
I
S oo O

esitlikleri ile birlikte
2
Ty(s*(s)) = g (v/2 cosh s,sinh s, cosh s)

bulunur. Bu takdirde (3.84)’ten £ 'nin jeodezik egriligi

KD =—
2
ya da
2coshs—1 ~/2sinhs \/2—(coshs—1)
K{f(s)z—2 J2sinhs  coshs sinh s
2

\/5 cosh s sinh s cosh s

V2
2
seklinde elde edilir.

Hiperbolik aT& -Smarandache eslenik egrisi

(3.91)’den ¢, = V2, C, = 242 ve c, = 3 almirsa

1
B(s*(s)) :E(2Sinhs+4coshs —\/g,x/icoshs+2«/§sinhs,\/§sinhs+2\/§coshs—\/g)
olur.
(B,B), =%(—(2sinhs+4coshs—\/g)2 +(x/fcoshs+2x/§sinh s)? +(x/§sinhs+2\/§coshs—«/g)2)

=-1

oldugundan B zaman benzeri birim vektordiir. (3.96)’dan

Ty(s*(s)) = %(2\/5 sinh s +~/2 cosh 5,2 cosh s +sinh s, 2sinh s + coshs)
elde edilir.
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(Ty, Ty), = %(—(2\/5 sinh s +~/2 cosh s)* + (2 cosh s + sinh 5)* + (2 sinh s + cosh s)? )
=1

oldugundan T uzay benzeri birim vektordir. (3.99)’dan

ép(s *(s)) Z%(\Esinhs +2\/§coshs +\/E,COShS +2sinh s,sinh s + 2 cosh s + 2«/5)
olup

(5:850. = %(—(\Esinhs +2+/2 cosh s +/6)* + (cosh s + 2 sinh s)° +(sinhs+2coshs+2ﬁ)2)

=1
oldugundan &, uzay benzeri birim vektordiir. Bu durumda o7'¢ - Smarandache eslenik

egrisinin Sabban catis1 (3.92)’den

i oaE
RN IV )
T:iLOT
ARG

gﬂLi_ﬁé
RENECIE

olarak elde edilir. (3.98)’den

) =612
2, =1242
2,=0

esitlikleri ile birlikte
, V3, . .
Ty(s*(s)) = ?(Zsmh s+4coshs, V2 cosh s +2+/2 sinh s, J2sinh s +2+/2 cosh S)

bulunur. Bu takdirde (3.93)’ten S 'nin jeodezik egriligi
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2sinhs+4coshs—\/§ \/Ecoshs+2\/§sinhs \/Esinhs+2\/§coshs—\/g
Kf (s)= 1 24/2 sinh s ++/2 cosh s 2cosh s +sinhs 2sinh s +cosh s
63 , -
2sinh s +4cosh s \/Ecoshs + 2\/§smhs \/Esmhs +2\/§coshs

seklinde elde edilir.
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[ zaman benzeri egri [ hiperbolik egri

03(

a -Smarandache egrisi (tanimsiz)

aT¢& -Smarandache egrisi aT¢& -Smarandache egrisi

Sekil 3.1. Zaman benzeri o egrisinin Smarandache eslenik egrileri
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3.2. S?’de Uzay Benzeri Egriler icin Sabban Catisi

a:1cR— S} birim hizli regiiler egrisi her s €1 igin S;’de bulunan uzay benzeri bir
egri olsun. Bu durumda o ’nin yer vektorii uzay benzeri birim vektor, o nin a(s)
noktasindaki o' =T teget vektorii uzay benzeri birim vektor ve &=a AT vektori
zaman benzeri birim vektordiir. Bu durumda

(a,a), =1, (a,a), =(T,T), =1, (£,&), =-1

(a,T), =0,{a,&), =(a,anT), =0, (T,5), =T, anT), =0

esitlikleri vardir.

S?’de zaman benzeri egriler i¢in Smarandache egrileri boliimiinde oldugu gibi, Serret-

Frenet benzeri formiiller kullanilarak o = a(s) uzay benzeri egrisinin Sabban ¢atisi

a'(s)=T(s)
T'(s) = —a(s) — K, (s)5(s)
§'(s) ==k, (s)T(s)

olarak elde edilir. Bu ifade matris formunda yazilirsa uzay benzeri egriler i¢in Sabban

catisi

dir ve S;’de zaman benzeri egriler igin Smarandache egrilerinde vektorler arasindaki

bagmtiya benzer sekilde, S ’de uzay benzeri egrisinin vektorler arasindaki baginti

E=anT
—a=Tnr¢
T=ané

seklinde bulunur.

Bu béliimde ifade edilecek olan S;’de uzay benzeri egri igin zaman benzeri, uzay

benzeri ve hiperbolik Smarandache eslenik egrileri kisminda verilen teoremlerin
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ispatlar1, S}’de zaman benzeri egri i¢in zaman benzeri, uzay benzeri ve hiperbolik

Smarandache eslenik egrileri boliimiinde verilen teorem ispatlarina benzer sekilde

yapildig1 i¢in verilmemistir.
3.2.1. S/ ’de uzay benzeri egrilerin zaman benzeri Smarandache eslenik egrileri

a:1cR— S} birim hizli regiiler uzay benzeri egrisinin Smarandache eslenigi olan
B:1cR—S] egrisi, birim hizli regiiler zaman benzeri bir egri olsun. Bu durumda
B ’nim yer vektorii uzay benzeri birim vektor, S ’nin B(s*(s)) noktasindaki T, teget
vektorit zaman benzeri birim vektér ve &, =B AT, vektori uzay benzeri birim
vektordir. Yani (B, B), =1, (T;,T,), =—1 ve (§;,5,), =1"dir.

a ve [3 egrilerinin Sabban catilar1 sirasiyla {a, 7,8} ve {B,T;,&,} olsun. Bu takdirde

Smarandache egrilerinin asagidaki tanimlar1 yapilabilir. Bu boliimde ifade edilen

teoremlerde uzay benzeri egriler i¢cin 6 = —1 alinir.

Teorem 3.23. S/’de {a,T,&} Sabban gatist ile a:1cR— S} egrisi birim hizh
regliler uzay benzeri bir egri olsun. Bu takdirde o 'nin & - Smarandache egrisi olan

B:1cR— S} egrisi yoktur.

Tamim 3.24. a:1c R — S} birim hizli regiiler uzay benzeri bir egri olsun. Bu takdirde

¢,¢, eR\{0}, ¢ +¢; =2 ve ik >2 olmak iizere & 'nin T - Smarandache egrisi
1
ﬁ(s*(s))zﬁ(c]a(s)+c2T(s)) (3.100)

seklinde tanimlanan B:1c R — S’ egrisidir.

Teorem 3.25. S/’de {a,T,&} Sabban gatist ile a:I1cR— S} egrisi birim hizh
regiiler uzay benzeri bir egri ve « 'nin jeodezik egriligi x, olmak tizere, ¢ 'nin T -
Smarandache egrisi f:1cR — S} egrisi ise bu takdirde B’nn {B,T, -S54 Sabban

catisi
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a < 0
V2 2
ﬁ —C,K ¢
T, |=| — 022 2012 == |7/, (3.101)
£ ok, =2 \/Czl(‘g -2 \/Czl(‘g -2 £
Gk, 0K, 2
_\/20221<§ —4 J2cki-4 2cki -4 |

¢,c, eR\{0}, ¢ +c; =2 ve CZZK‘; > 2 olmak iizere f 'nin jeodezik egriligi
_ 3 i 2.2

A =K K, —c (K, —2)
. 2 ' 2Ng 2.2

Ay ==K K, + (=, + oKk )(ek, —2)

Xy = kK +(—c ik, — ek, (6K, —2)

igin
B 1 2
g = 5,7 2Ry 16284 .
kP =5 (02K2—2)A( KA+ K A + 20y (3.102)
27g
seklindedir.

Tamim 3.26. a:1c R — S} birim hizli regiiler uzay benzeri bir egri olsun. Bu takdirde

¢,c, eR\{0}, ¢ —¢; =2 ve ¢ <2k, olmak iizere o "nin T - Smarandache egrisi
1
B(s*(s))= ﬁ(qT (5)+c,8(5)) (3.103)

seklinde tanimlanan B:1c R — S’ egrisidir.

Teorem 3.27. S!’de {a,T,&} Sabban gatist ile a:I1cR— S} egrisi birim hizh
regiiler uzay benzeri bir egri ve o 'nin jeodezik egriligi x, olmak tizere, & 'nin 7€ -
Smarandache egrisi f:1cR — S} egrisi ise bu takdirde B°’nmn {B,T 4-654 Sabban

catisi
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0 S S
5 V2 V2 ;
T, |=| —— o %7 (3.104)
B 2 2 2 2 2 2 ’ :
£ 2K, —¢ 2K, —¢ V2K, —¢ £
2Kg —4% 012
JAl-2e) (Jakl-2¢) (J4Kl-2c] |

¢,c, eR\{0}, ¢l —c3 =2 ve ¢} < 21<§ olmak tizere B ’nin jeodezik egriligi
_ i 2 2

A =2¢k Kk, + ok, (2K, —¢))
_ 21 i 2 2 2

A, = 2e,K,K, + (—¢, -Gk, tok, )(21<g —-c)

2 2 2 2
2y =2¢k K, +(c,k, — ek, ) (2K, —¢;)

igin
1
B _ 2
Kg =0 m(—zl(gi‘ —Clczﬂ.‘z +C] 13) (3105)
( Ke —6 )
seklindedir.

Tamim 3.28. a:1c R — S} birim hizli regiiler uzay benzeri bir egri olsun. Bu takdirde
2.2 2

2 2 2 2 .
0,66, € RO}, ¢ +¢; —cy =3 ve (¢ —ck,) <k, —c, olmak Uzere o ’'nin al¢ -

Smarandache egrisi
B(s*(s)) :%(c]a(s)+czT(s)+c3§(s)) (3.1006)

seklinde tanimlanan B:1cR — S’ egrisidir.

Teorem 3.29. S'’de {a,T,&} Sabban gatist ile a:IcR— S} egrisi birim hizh
regiiler uzay benzeri bir egri ve « ‘nin jeodezik egriligi x, olmak tizere, @ 'min aT¢ -
Smarandache egrisi f:1cR — S} egrisi ise bu takdirde B’nmn {B,T 4-654 Sabban

catisi
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G G G

NG NE) NG
yij a
. —c2 cl -Gk, —c21< T
B 2 2 2 ’
& \/cz —(¢ —ck,) \/Cz —(¢ —ck,) \/Cz —(q —¢K,) &
c21< +c%(cl —czrcg) GG K, = CyCy ¢ (c —c3rcg)+cz2

Bkl =36 -3 —ak, )’ Bkl =3¢ -3 —ex,)’ 36K, —3e =36 ek, )

(3.107)
¢,Cyc €RV{0Y,  cf+ci—ci=3 ve (¢- ok,) <ck,—c, olmak iizere f’min
jeodezik egriligi
A =-c, (—szKgK;, — ek (¢ — C3Kg)) + (—c1 +eiK, )(C;K; O (R c31<g)2)

A, = (c1 —CiK, )(—szKgK;, -k, (¢ —cycg)) + (—62 —Cik, +02K§)(c221c§ —c —(q —c31<g)2)
Ay = =0, (—cjxgrcg’ —ckh (¢ —C3Kg))+(—l(g (c, —cycg)—czrc;)(c2 —(¢, - c3rcg)2)
igin

A’I(_CZZKg +c32Kg —¢6;)+ A (coK, —¢,6) + Ay (e — 6K, +¢)

2)% (3.108)

kP =6
€ 2.2 2
(Czl(‘g —c;, —(¢,—¢k,)

seklindedir.

3.2.2. S/ ’de uzay benzeri egrilerin uzay benzeri Smarandache eslenik egrileri

a:1cR— S} birim hizli regiiler uzay benzeri egrisinin Smarandache eslenigi olan
B:1cR—S] egrisi, birim hizh regiiler uzay benzeri bir egri olsun. Bu durumda
B ’nim yer vektorii uzay benzeri birim vektor, S ’nin B(s*(s)) noktasindaki T, teget
vektorit uzay benzeri birim vektdr ve &, = AT, vektorii zaman benzeri birim
vektordir. Yani (B, 8), =1, (T;,T3), =1 ve (§;,8,), =—1"dir.

a ve [ egrilerinin Sabban catilar1 sirasiyla {«,7,&} ve {B,7;,5,} olmak lizere bu

takdirde Smarandache egrilerinin asagidaki tanimlar1 yapilabilir. Bu boliimde ifade

edilen teoremlerde uzay benzeri egriler i¢cin 6 = —1 alinir.
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Tamim 3.30. a:Ic R — S} birim hizli regiiler uzay benzeri bir egri olsun. Bu takdirde

¢,c, e R\{0}, ¢ —c3 =2 olmak iizere a 'nin a& - Smarandache egrisi
1
B(s*(s))= ﬁ(cla(s)%zé(s)) (3.109)

seklinde tanimlanan B:1c R — S’ egrisidir.

Teorem 3.31. S/’de {a,T,&} Sabban gatist ile a:1cR— S} egrisi birim hizh
regiiler uzay benzeri bir egri ve o 'nin jeodezik egriligi x, olmak tizere, & 'nin g -

Smarandache egrisi B:1cR — S’ egrisi ise bu takdirde 8 nin {B,T, 5-64) catisi

G4 g &
Bl |N2 2«
T,|=| 0 ¢ 0|7 (3.110)
] |af o qg|le

V2 2

¢,c, e R\{0}, ¢ —c3 =2 ve & =+1 olmak iizere 8 mn jeodezik egriligi

- +
_s| TS (3.111)
¢, — K

seklindedir.

Tamim 3.32. a:1c R — S} birim hizli regiiler uzay benzeri bir egri olsun. Bu takdirde

¢,¢, eR\{0}, ¢ +¢; =2 ve ¢;k; <2 olmak iizere o 'nin T - Smarandache egrisi
1
ﬁ(s*(s))zﬁ(c]a(s)+czT(s)) (3.112)

seklinde tanimlanan B:1c R — S’ egrisidir.

Teorem 3.33. S’de {a,T,&} Sabban gatisi ile a:IcR—S] egrisi birim hizli
regiiler uzay benzeri bir egri ve « 'nin jeodezik egriligi x, olmak ilizere, a 'nin aT -
Smarandache egrisi f:1cR — S} egrisi ise bu takdirde B’nmn {B,T 4,654 Sabban

catisi
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o o 0
5 J2 V2 5
—C, (& _czK;
T |= 8 T (3.113)
B 2.2 2,2 ’
£ \/2 K \/2 K \/2—c§1<§ £

C0K, 2
\/4 2c \/4—2c§1<; \/4—20221<2

c,c, eR\{0}, ¢l +c3 =2 ve c;K‘; <2 olmak iizere f 'nin jeodezik egriligi

A =—0K K, —¢,(2-K)

dy =Gk Kb + (¢, + 0,60 (2 - ¢k
Ay ==K KL+ (—c ik, —C,kL (2= 63K,)
igin

I
@-cxy?

kP =6 (—3 K, A +COK A +225) (3.114)

seklindedir.

Tamim 3.34. a:1c R — S} birim hizli regiiler uzay benzeri bir egri olsun. Bu takdirde

¢,¢, eR\{0}, ¢ —¢; =2 ve ¢ >2k, olmak iizere ¢ 'nin T - Smarandache egrisi

B(s*(s))= \/—(ClT(S)+Cz~§(S)) (3.115)

seklinde tanimlanan B:1c R — S’ egrisidir.

Teorem 3.35. S/’de {a,T,&} Sabban gatist ile a:1cR— S} egrisi birim hizh
regiiler uzay benzeri bir egri ve o 'nin jeodezik egriligi x, olmak tizere, & 'nin 7¢ -

Smarandache egrisi f:1cR — S} egrisi ise bu takdirde B’nmn {B,T &y} Sabban

2 ﬂ’

catisi
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0 < &
5 V2 2o
T, |= ! g L& T, (3.116)
éZ N L TSN T
2Kg —G% 012
J2ei -4kl 2ct -4kt \2ck -4k

¢,c, eR\{0Y, ¢l —c3 =2 ve ¢ > 21<§ olmak tizere f ’nin jeodezik egriligi
_ i 2 2

A =-2cK, Kk, +0,k, (¢ —2Kk,)
_ 21 i 2 2 2

Ay =2¢Kk Kk, +(—¢, — ¢k, + ok, )¢ —2Kk,)

2 2 2 2
Ay =2¢ kK, + (0, — i, ) (e —2x,)

igin

kP =6 ! /( 2Kk, A — ek + ¢l Ay) (3.117)
(¢ —2K,)?

seklindedir.

Tamim 3.36. a:1c R — S} birim hizli regiiler uzay benzeri bir egri olsun. Bu takdirde
Gy, 0, €RV{0}, ¢! +¢;—c; =3 ve ¢kl —c; <(c,—ck,)’ olmak iizere o ’'nin aTé-
Smarandache egrisi

B(s*(s)) = \/_(c]a(s)+czT(S)+c3§(s)) (3.118)

seklinde tanimlanan 8 : 1 < R — S egrisidir.

Teorem 3.37. S!’de {a,T,&} Sabban gatist ile a:1cR— S} egrisi birim hizh
regiiler uzay benzeri bir egri ve o 'nin jeodezik egriligi x, olmak tizere, «’nmn aT¢-
Smarandache egrisi f:1cR — S egrisi ise bu takdirde B°’nm {8, T,,E,} Sabban

catisi
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G G G

NG) NE) NE)
B a
T |= -G ¢ _C3Kg —(221(g T
BT 2 2 2.2 2 2 2.2 2 2 2 2 >
fﬁ \/cz + (¢ —c3r<g) -Gk, \/cz + (¢ —c3rcg) -Gk, \/cz +(c, —c3rcg) LY £
2
oK, +¢(c —c31<g) CC, K, —CyCy ¢ (c —c3rcg)+cz2

P +3(e —ex, ) =3kt |3l +3(e, ey, ) =3eik? \3el +3(c, —ex,)? — 3K

(3.119)
2 2 2 _ 2.2 2 2 - >
€6, € R0}, i+ —c; =3 ve ok, —c; <(¢—c¢k,)” olmak ilizere f’nin
jeodezik egriligi
_ ' 2 i 2 2 2.2
A ——cz(c31<g(c] —c31<g)+021<g1<2>,)+(—c1 +c31<g)(c2 +(¢, — k) —CZK‘g)
_ ' 2 i ' 2 2 2 2.2
A —(c] —c31<g)(c31<g(c1 —c31<g)+021<g1<2>,)+(—c2 — K, +c21<g)(c2 +(¢,— 6k, ) —Cng)

2 2 2 2.2
Ay =—C)K, (c31<;,(c] —C3Kg)+02’<g’<é;)+(—’<g(€1 —c31<g)—c21<;)(c2 +(q —¢k,) —Cng)

icin
s A(=cr, + G, —acs )+ 4 (cer, —ce )+ A (el +6 — e, ) (3.120)
g 2 2 2 n\h .
(02 +(C] _C3Kg) _C2Kg)
seklindedir.

3.2.3. 5/ ’de uzay benzeri egrilerin hiperbolik Smarandache eslenik egrileri

a:1cR— S} birim hizl regiiler uzay benzeri egrisinin Smarandache eslenigi olan
B:1cR— H; egrisi, birim hizl regiiler hiperbolik bir egri olsun. Bu durumda f3 ’nin
yer vektorii zaman benzeri birim vektdr, S’nin B(s*(s)) noktasindaki T, teget
vektoril uzay benzeri birim vektor ve &, = B AT, vektorl uzay benzeri birim vektordiir.
Yani (B, B8), =-1, (T}, T;), =1 ve (§;,&,), =1"dir.

a ve [ egrilerinin Sabban catilar1 sirasiyla {«, 7,8} ve {B,T;,&,} olsun. Bu takdirde

Smarandache egrilerinin asagidaki tanimlar1 yapilabilir. Bu boliimde ifade edilen

teoremlerde uzay benzeri egriler i¢in 6 = —1 alinir.
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Tamim 3.38. a:1c R — S birim hizli regiiler uzay benzeri bir egri olsun. Bu takdirde

¢,c, € R\{0} ve —¢ +¢; =2 olmak iizere « 'nin aé - Smarandache egrisi
1

B(s*(s)) =—=(ca(s)+c,E(s) 3.121
5 (@) +64() (3.121)

seklinde tanimlanan B:1c R — H_ egrisidir.

Teorem 3.39. S/’de {a,T,&} Sabban gatist ile a:IcR— S} egrisi birim hizh
regiiler uzay benzeri bir egri ve o 'nin jeodezik egriligi x, olmak tizere, & 'nin g -

Smarandache egrisi :1cR— H; egrisi ise bu takdirde S ’nmn {B.T,,E,} Sabban

catisi
G g &
Bl N2 2a
T,|=| 0 & 0 ||T}|, (3.122)
Sl | G2 o G |ls
V2 V2

¢,c, e R\{0}, —¢! +¢ =2 ve £ =+1 olmak iizere 8 nin jeodezik egriligi

—C,K +cC

kP=6 —1e 72 (3.123)
‘c, —Czl(‘g‘

seklindedir.

Teorem 3.40. S’de {a,T,&} Sabban gatist ile a:IcR—> S} egrisi birim hizli
regliler uzay benzeri bir egri olsun. Bu takdirde a 'nin a7 - Smarandache egrisi olan

hiperbolik :1c R — H; egrisi yoktur.

Tamim 3.41. a:1c R — S} birim hizli regiiler uzay benzeri bir egri olsun. Bu takdirde

¢,c, e R\{0} ve —c!+c; =2 olmak lizere a 'nin T¢& -Smarandache egrisi
1

B(s*(s)=—=(c,T(s)+c,E(s) 3.124
5 (a7 () +ed() (3.124)

seklinde tanimlanan B:1c R — H; egrisidir.
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Teorem 3.42. S;’de

{a,T,E} Sabban catis1 ile a:1cR— S’ egrisi birim hizh

regiiler uzay benzeri bir egri ve o 'nin jeodezik egriligi x, olmak tizere, & 'nin 7¢ -

Smarandache egrisi :1cR— H; egrisi ise bu takdirde S ’nn {B.T,,5,} Sabban

catisi
0 o €
7 7
B a
- —C,K —c K
T, |= 2012 R —=_ |7\, (3.125)
£, \/c] +2kK, \/c] + 2k, \/c] +2k, £
—2K, —66 ¢
J2c+ak?\J2ci+di? L\ J2c] +4k]
L 1 g 1 g 1 g |
¢,c, e R\{0}, —c +c; =2 olmak iizere S ’nin jeodezik egriligi
A =2¢K K + 0k, (¢f +2K7)
2o =2¢,K0K, +(—¢, — ¢,k + ¢k )(c] +2K)
Ay =2cc K, + (¢, — ok )(c! +2k7)
igin
B _ 2
K, =0| ———— 2k A —cc,A, + ¢ Ay) (3.126)
! (¢ +2xk; )% !
seklindedir.

Tamim 3.43. a:1c R — S} birim hizli regiiler uzay benzeri bir egri olsun. Bu takdirde
€,Cyn0; R0}, —¢f =5 +¢5 =3 ve cjk) —c; <(¢,—cyx,)* olmak tizere a 'nin aT¢ -

Smarandache egrisi

B(s*(s)) :%(c]a(s)+czT(s)+c3§(s)) (3.127)

seklinde tanimlanan B:1c R — H_ egrisidir.
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Teorem 3.44. S!’de {a,T,&} Sabban gatist ile a:IcR— S} egrisi birim hizh
regiiler uzay benzeri bir egri ve « ‘nin jeodezik egriligi x, olmak tizere, @ 'min aT¢ -

Smarandache egrisi f:1cR— H, egrisi ise bu takdirde S ’nin {B,T, 4-654 Sabban

catisi
S S S
NG NG NG)
B a
- -, € —Ck, —C)K, r
BT 2 2 2 2 2 2 2.2 2 2 2.2 >
fﬁ \/cz + (¢ —c3r<g) -Gk, \/cz + (¢ —c3rcg) -Gk, \/cz +(c, —c3rcg) LY £
2
oK, +¢(c —c31<g) CC, K, —CyCy ¢ (c —c3rcg)+cz2
2 2 2.2 2 2 2.2 2 2 2.2
\BE 43(c, ey, ) =3aK2 B3 43(c, e, =3cikl |36 +3(q —ex,)’ =3k |
(3.128)
2 2 2 _ 2.2 2 2 - 5
€6, € R0}, —¢f—¢+¢; =3 ve ¢k, —c, <(c,—ck,)” olmak izere f’nin
jeodezik egriligi

_ ' 2 i 2 2 2.2
A ——cz(c31<g(c] —c31<g)+021<g1<g)+(—c] +c31<g)(02 +(¢, —ak,) —CZK‘g)

_ ' 2 i ' 2 2 2 2.2
A —(c] —c31<g)(c31<g(c1 —c31<g)+021<g1<g)+(—c2 — K, +c21<g)(c2 +(¢,—6k,) —Cng)

2 2 2 2.2
Ay =—C)K, (c31<;,(c] —C3Kg)+02’<g’<;)+(—’<g(€1 —c31<g)—c21<;)(c2 +(q —¢k,) —Cng)

icin
s A(=cr, + K, —acs )+ 4 (cer, —ce )+ A (el +6 — e, ) (3.129)
g 2 2 2 n\h .
(02 +(C] _C3Kg) _C2Kg)
seklindedir.

Ornek 2: a:1cR > S’

(s—1)2’(s—1)2_1’s_1]
2

s—>oc(s):( 2

egrisi S;’de tanimli birim hizli regiiler uzay benzeri bir egri olsun. Bu durumda o 'nin

{a(s),T(s),&(s)} ortonormal Sabban catist
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a(s>=((s‘2”2 ,(S;”z —l,s—lj

T(s)=(s-1s-11)
‘f(s):((s_zl)z . (s—21)2 | s—l]

olarak ifade edilir. Ayrica o 'nin jeodezik egriligi
K (s)=—-1
olarak bulunur.

ilk olarak ¢, =2 ve ¢, =~/2 almirsa S?’de uzay benzeri a egrisinin uzay benzeri

aé -Smarandache eslenik egrisi

2

ﬁ(s*(s))=[(\5+l](s—l)2 +1,[ﬁ2“](s—1>2 2,2+ 1)(s=1)

olup aé& -Smarandache eslenik egrisinin Sabban catis1

Bl [V2 0 1 |a

T,|=| 0 1 0|7

Sp 1 0 2| ¢
ve jeodezik egriligi

kP =-1

8

olarak hesaplanir. Eger ¢, =2 ve ¢, =2 almrsa S;’de uzay benzeri « egrisinin

hiperbolik Smarandache eslenik egrisi

ﬁ(s*(s)):[(l+\/§](s—l)2 +\/§,[1+\/§](s—1)2 —1,(s—1)(1+\/§)

2 2

bulunur.
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Ikinci olarak ¢, =1 ve ¢, =1 almirsa S} de uzay benzeri « egrisinin uzay benzeri o7 -

Smarandache eslenik egrisi

B(s*(s)) = f((s 2” 1,“‘2”2“_2,5]

elde edilir. Burada hiperbolik a7 -Smarandache eslenik egrisi yoktur.

Ugiincii olarak ¢, =2 ve ¢, =+/2 alinirsa S2’de uzay benzeri o egrisinin uzay benzeri

T'¢ -Smarandache eslenik egrisi

ﬂ(s*(s)):((s_zl)z+\/§(s—1)+1(S D) +2(s—1),5— 1+Ij

olur. Eger ¢, = V2 ve ¢, =2 almirsa S de uzay benzeri « egrisinin hiperbolik 7¢& -

Smarandache eslenik egrisi

ﬁ(s*(s)):(%(s—l)z +(S—l)+\/5,%(s—l)2 +s—1,ﬁ(s—1)+1]

elde edilir.

Son olarak ¢, =2, ¢, = V2 ve c, = V3 alnirsa S?’de uzay benzeri a egrisinin uzay

benzeri aT& -Smarandache eslenik egrisi

ﬂ(s*(s))—T[(l+gJ(s—l)2 +\/§(s—l)+\/§,[l+?J(s—l)2 +\/§(s—1)—2,(2+x5)(s—1)+ﬁj

bulunur. Eger ¢, =2, ¢ :\/5 ve ¢, =3 alimirsa S?’de uzay benzeri o egrisinin
] 2 3 | y

hiperbolik a7'é -Smarandache eslenik egrisi

B(s*(s)) = f( (s—1)> +2(s=1)+3, —(s 1) +~4/2(s=1)—2,5(s 1)+\/_]

olarak elde edilir.
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S?’de uzay benzeri « egrisinin uzay benzeri a& -Smarandache eslenik egrisinin
Sabban catis1 ve jeodezik egrilik hesabina benzer sekilde, uzay benzeri o7, T&, aTé -
Smarandache eslenik egrilerinin ve de hiperbolik o, T¢ , aT& -Smarandache eslenik

egrilerinin Sabban catilar1 ve jeodezik egrilikleri hesaplanir.
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[ uzay benzeri egri [ hiperbolik egri

aT¢ -Smarandache egrisi aT¢ -Smarandache egrisi

Sekil 3.2. Uzay benzeri o egrisinin Smarandache eslenik egrileri
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3.3. H;’de Hiperbolik Egriler Icin Sabban Catisi

a:1c R — H; birim hizl regiiler egrisi her s el i¢in H, ’de bulunan hiperbolik bir
egri olsun. Bu durumda o ’nin yer vektorii zaman benzeri birim vektor, o 'nin a(s)
noktasindaki teget vektorii olan o' =T vektorii uzay benzeri birim vektor ve £ =a AT
vektorii uzay benzeri birim vektordiir. Bu durumda

(a,a), ==1, (a',a"), =(T.T), =1, (£,&), =1

(a,T), =0,(e,&), =(a,anT), =0,(T,&), =(T,a nT), =0

esitlikleri vardir.

Serret- Frenet formiillerinden

a'(s)=T(s)
ve
T'(s)=Aa(s)+ uT(s)+yE(s) (3.130)

olarak ifade edilir. Her s €1 i¢in (3.130) denkleminin her iki tarafinin o ile Lorentz i¢

carpimi yapilirsa

(a,T), = Ma,a), + (e, T), +y{a, &),

-A=(a,T"), (3.131)
esitligi elde edilir.

(a,a'y, =0 esitliginin s yay parametresine gore tiirevi alinirsa
<OC’,OC’>L +<OC,OC”>L =0

<T,T>L +<OC,T’>L =0

1+{a,T"), =0

<aaT’>L =-1

bulunur. Bulunan bu esitlik (3.131) denkleminde yerine yazilirsa
-A=-1

esitliginden

A=1
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olur. Her sel i¢in (3.130) denkleminin her iki tarafinin 7 ile Lorentz i¢ ¢arpimi

yapilirsa

(T, 1), =K. Ty, + T, 1) +7(T. &),

(T,T", =u (3.132)
olur.

(T,T), =1 esitliginin s yay parametresine gore tiirevi alinirsa

(1.7,=0

bulunur. Bulunan esitlik (3.132) denkleminde yerine yazilirsa pu=0 elde edilir.
(3.130) denkleminin her iki tarafinin & ile Lorentz i¢ ¢arpimi yapilirsa

(6.1, =XKa,8), + 1T, &), +7(&, &),
y =(&T")
=(a AT, T,
=det(a,T,T")
=K, (5)
olur. Elde edilen katsayilar (3.130) denkleminde yerine yazilirsa
T'(s) = a(s) + K, (s)5(s)
olarak bulunur. Serret-Frenet formiillerinden
E'(s)=Aa(s)+ uT(s)+yE(s) (3.133)

olarak ifade edilir. Her s €1 i¢in (3.133) denkleminin her iki tarafinin o ile Lorentz i¢

carpimi yapilirsa

(@,6"), = Ma,a), +wa,T), +y(a,&),

-A=(a,&), (3.134)
olur.

& =a AT esitliginin s yay parametresine gore tlirevi alinirsa
E'=a'AT+a T’

=anT
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olup bu esitlik (3.134) denkleminde yerine yazilirsa

-A=(a,a nT"),

buradan A =0 elde edilir. (3.133) denkleminin her iki tarafinn 7 1ile Lorentz i¢
carpimi yapilirsa

(T,8N, =MT,0), + (T, Ty, +y(T, &),

p=(T&",
=(T,anT"),
=det(T,a,T")
=—det(at,T,T")

yani

p=-K,(s)

bulunur. (3.133) denkleminin her iki tarafinin £ ile Lorentz i¢ carpimi yapilirsa

(§,80, =M&a), +u(&.T), +7(S,8),
y=(&¢&),
=(anT,anT’y,

(a,T"), (a,a),
(r,17y, (T,a),

=(a,T") (T,a), —{at,a) (T, T,
=0

elde edilir. Bu durumda (3.133) denklemi
§'(s) ==K, ()T(s)

seklinde yazilir. Teorem 2.12. (ii1) ifadesi goz Oniine alinarak

E=anT

denkleminin her iki tarafinin 7 ile soldan pseudo vektor carpimi yapilirsa
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TAE=TA(axnT)

=(T,a), T—(T,T),a

=—a
esitliginden
a=EAT

elde edilir. Bulunan denklemin her iki tarafinin soldan & ile pseudo vektor carpimi

yapilirsa

Ena=ENERT)
—(£,8),T—~(&,T),&
=T

olur. Biitiin bunlardan o = a(s) hiperbolik egrisinin Sabban catisi

a'(s)=T(s)
T'(s) = a(s) + K, (5)E(s) (3.135)
§'(s)=—K,(s)T(s)

olarak ifade edilir. (3.135) ifadesi matris formunda yazilirsa hiperbolik egriler icin

Sabban catis1

a' 0 1 0|l
T=|1 0 «x ||T
&' 0 -x, 0|¢&

oQ

dir ve hiperbolik egriler i¢in vektorler arasindaki baginti

—a=Tnr¢
T=na (3.136)
E=anT

seklinde ifade edilir. (Oztiirk vd., 2013)
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3.3.1. H_’de hiperbolik egrilerin zaman benzeri Smarandache eslenik egrileri

a:1cR— H} birim hizli regiiler hiperbolik egrisinin Smarandache eslenigi olan
B:1cR—S] egrisi birim hizli regiiler zaman benzeri bir egri olsun. Bu durumda
B ’nim yer vektorii uzay benzeri birim vektor, S ’nin B(s*(s)) noktasindaki T, teget
vektorit zaman benzeri birim vektér ve &, =B AT, vektori uzay benzeri birim
vektordir. Yani (B, ), =1, (T;,T,), =—1 ve (§;,5,), =1"dir.

a ve [ egrilerinin Sabban catilar1 sirasiyla {«, 7,8} ve {B,T;,&,} olsun. Bu takdirde

Smarandache egrilerinin asagidaki tanimlar1 yapilabilir.

Teorem 3.45. H;’de {a,T,} Sabban catisi ile a:1cR— H_ egrisi birim hizli
regiiler hiperbolik bir egri olsun. Bu takdirde « ’nin a&- Smarandache egrisi olan

B:1cR— S} egrisi yoktur.

Ispat: a:1cR— H; birim hizli regiiler hiperbolik bir egri olsun. Bu takdirde

¢,c, e R\{0}, —¢ +c; =2 olmak iizere a 'nin a& -Smarandache egrisi eger varsa bu
1
ﬁ(s*(s))Zﬁ(cla(s)wzé(s)) (3.137)

seklinde tanimlanan B:1c R — S egrisidir. (3.137) denkleminin kendisi ile Lorentz

i¢c carpimui yapilirsa

(B.B), =€), + (68,
1=t +ed)
—cl+c; =2

elde edilir. (3.137) denkleminin s yay parametresine gore tiirevi alinirsa

(sx(sn = dBB* 1 e
POH6) = B = qal+ed)
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ds* 1
=—(q _CZKg)T

T 22
P ds \/5

olur ve bu denklemin her iki tarafinin kendisi ile Lorentz i¢ carpimi yapilirsa

¢,c, € R\{0} icin

ds*\’ 1
(g] <Tpan>L :E(Cl —Cng)2<T,T>L

esitliginden
ds* _ _(Cl _CZKg)z
ds 2

celiskisi elde edilir. Buna gore o birim hizli regiiler hiperbolik egrisinin zaman benzeri

aé - Smarandache egrisi yoktur.

Tamm 3.46. «:1c R — H, birim hizl regiiler hiperbolik bir egri olsun. Bu takdirde

¢,¢, eR\{0}, —¢] +¢; =2 ve ¢;k; <2 olmak iizere o 'nin T - Smarandache egrisi
1
ﬁ(s*(s))zﬁ(c]a(s)+czT(s)) (3.138)

seklinde tanimlanan B:1c R — S’ egrisidir.

Teorem 3.47. H;’de {a,T,} Sabban catisi ile a:1cR— H_ egrisi birim hizli
regiiler hiperbolik bir egri ve « ’nmn jeodezik egriligi x, olmak tzere, o 'nin aT -

Smarandache egrisi f:1cR — S} egrisi ise bu takdirde B’nmn {B,T 4-654 Sabban

catisi,
4 & 0
N NG
B o
c c c,K
T, |= 2 ! 28 (3.139)
B 2.2 2 2 2.2
£ \/2_0ng \/2—02Kg \/2—02Kg
-6k, —C0K, -2
(420K (J4-2K] (JA-2cK] |
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¢,c, eRV{0Y, —¢f +c5 =2 ve cflc; <2 olmak tizere B ’nin jeodezik egriligi

A =K KL +¢(2-6K])

2
X = 6K KL+ (0, =k )2 - 63K])
Ay =Kk +(ck, + ek, ) (2-0K])

igin

K5=(2 ! 2)/ (c21< A —cok, A —24,) (3.140)
oK

seklindedir.

Ispat: (3.138) denkleminin kendisi ile Lorentz i¢ ¢arpimi yapilirsa
(B.B), = (qwahﬂ%TﬂJ
1= 1 (=c+¢c3)
2
—cl+c; =2

elde edilir. (3.138) denkleminin s yay parametresine gore tiirevi alinirsa

« dp ds* 1
plrn=12 =

(ca'+¢c,T

ds* 1
Tﬂgzﬁ(clT-i_Cé(a-i_Kgé))

1
——(qa+aTl +ck,6) (3.141)

2

(3.141) denkleminin her iki tarafinin kendisi ile Lorentz i¢ carpimi yapilirsa
ds*\’ 1
(;;]a;anzg@ﬁman+dwjn+éé@£n)

d 1
( ;s ] —5(—c§+c]2+0221<;)

esitliginden
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2 2 2.2
ds* |6 —¢f —GK,

ds 2

bulunur. Burada —c] +c3 =2 esitligi goz oniine alinirsa

*  [2—clk?
ds e (3.142)
ds 2

ds ..
olur. Z* n taniml1 olmasi i¢in
s

2.2
2-¢k, >0,
yani

2>k
olmalidir. (3.142) denklemi (3.141) denkleminde yerine yazilirsa

1
T, :—2(0205 +oT +c,k,8) (3.143)

2
\2-aK,

elde edilir. (3.143) denkleminin kendisi ile Lorentz i¢ carpimi yapilirsa

(T,.T,), = )(c§<a,a>L + (T, Ty, +c3x0(E,E), )

-
(2-cix?

g
1

2 2 2.2
:—(2_02K2)(—cz +o +6K,)
27g

1

~ G e
27g

=-1
olup 7, zaman benzeri birim vektordir. (3.143) denkleminde s yay parametresine gore

tirev alinirsa

ds" ds 2(2—0;1(‘;)% /2_022,(;

* 2 ’ / 2
- ds" | KK, (cza +T +c21<g§) . (czT +o(a+k,8)+0,k,8— czlch)

, 35
ds 2-cix)” J2-cix

dTy ds” (—20221<g1<;,)(02a +c]T+czlcg§) +(c20¢’+c]T’+021<;,§ +c21<g§’)
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1 (ch K.+ (2—0221<§))a +(c]c§1<g1<;, +(c, —Csz)(z—szKj))T

T (-c K‘z)/ (2K + (e, + ey (2- D) )
ifadesinde
A =0k KL +¢(2-6K])
X = 6K KL+ (0, =k )2 = 63K])
Xy = kKL +(ck, + ek, )2 -0K])
olarak alinirsa

95 ds’ B

b 2o )/(i,oc+ﬂ,2T+},3§)

elde edilir. (3.144) denkleminde (3.142) denklemi yerine yazilirsa

,___ 2

Ty =———=5(ha+ AT +A4c)
P@-gKly
bulunur.
. -a T &
gﬁ =p /\Tp = G G 0

4207
-2¢5K,
¢, ¢ Gk,
_ 1 _ 2 _ T+ 2_ 2
—ﬁ oK, —cok, T +(cf —¢))8
-2¢:k,

= ;(—czzxga —ceyk, T — 23:)

1/4—2c221<§

olur. (3.146) denkleminin kendisi ile Lorentz i¢ ¢arpimi yapilirsa

RS —ﬁ(czx (o, a), + T, T, +HE,E), )
:m(chg(cf —cl)+4)
1

= (-2c}k? +4
(4—2c§;<j)( i 4)
=1
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olup &, wuzay benzeri birim vektordir. (3.138), (3.143) ve (3.146) ifadelerinden

(3.139) ifadesi elde edilir. Ayrica (3.140) esitligi

K? = det(B,T,.T})

q ¢ 0
1
¢ Ok,

- ctcz)/i Lo

S G R eR )l e )
C
(2 1 2)/ (czngﬂﬂ _CICZKgA‘Z +(012 _022)}'3)
C K
(2 1 2)/ (Cikgﬁ,‘ — 6K, Ay —223)
C, K

seklinde bulunur.

Tamm 3.48. a:1c R — H; birim hizl regiiler hiperbolik bir egri olsun. Bu takdirde

c,c, eR\{0Y, ¢l +c; =2 ve ¢ > 21<§ olmak ilizere a 'nin 7§ -Smarandache egrisi
B(s*(s))= \/— (aT(s)+c,6(5)) (3.147)

seklinde tanimlanan B:1c R — S’ egrisidir.

Teorem 3.49. H;’de {a,T,} Sabban catisi ile a:IcR— H_ egrisi birim hizli
regiiler hiperbolik bir egri ve o ’nin jeodezik egriligi x, olmak tizere, o 'nin 7¢ -

Smarandache egrisi f:1cR — S} egrisi ise bu takdirde B’nmn {B,T &y} Sabban

2 ﬂ’

catisi
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0 4 &
5 V2 V2 .
C —C,K C,K
T, |= ! g L& T, (3.148)
éZ N L TSN T
_2Kg ) _012
J2ei -4kl 2ct -4kt \2ck -4k

¢,c, eR\{0Y, ¢l +c; =2 ve ¢ > 21<§ olmak tizere B ’nin jeodezik egriligi
_ i 2 2

A =2¢k Kk, — K, (¢ —2K,)
_ 21 i 2 2 2

A, =2¢Kk Kk, + (¢, — .k, —ck, )¢, —2K,)
_ 21 i 2 2 2

Ay =2ck Kk, +(ck, =k, )¢ —2K,)

igin

1
K‘; = —(02 2;(2)% (2K A +ceh, +cl ) (3.149)
[

seklindedir.

Ispat: (3.147) denkleminin kendisi ile Lorentz i¢ ¢arpimu yapilirsa
1
(B.B). =§(012<T,T>L +¢3(8.8),)
=L@ +ed)
2
ct+e;=2

elde edilir. (3.147) denkleminin s yay parametresine gore tiirevi alinirsa

dpds*_ 1

= cT'+c,&'
=T )

B'(s*(s)) =

ds* 1
Tﬂgzﬁ(q(d +Kg§)_CZKgT)

1
zﬁ(c]a -k, T +ck,6) (3.150)

(3.150) denkleminin her iki tarafinin kendisi ile Lorentz i¢ carpimi yapilirsa
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ds * ’ L/, 2.2 2 2
| T = (e @), + LT, + 61 (6.6), )

£\
—(%j :5(—c]2+1<§(c]2+022))

ifadesinde ¢ +c¢; =2 esitligi gz Oniine alnirsa

* 2_2K2
Y (3.151)
ds 2

ds , ..
olur. Z* n taniml1 olmasi i¢in
s

2 2
¢ —2k,>0,
yani

2 2
¢ > 2k,

olmalidir. (3.151) denklemi (3.150) denkleminde yerine yazilirsa

1
T,=———(ca—-c,k,T+ck,&) (3.152)
g 1/c]2—21<§ ] 2 e

bulunur. (3.152) denkleminin kendisi ile Lorentz i¢ ¢arpimi yapilirsa

1

Tp.Tg) ===
proptt (¢! —2K3)

(cXa.ay, +SKXNT.T), +c'k2(E.E),)

1

2 2 2 2
:—(02 —21<2) (—c] +1<g(c] +cz))
1 g

1

= (- +2«>
(012_2’(;)( c] Kg)
=-1

olup 7, zaman benzeri birim vektordir. (3.152) denkleminde s yay parametresine gore

tirev alinirsa

! ! ! ! ! !
dl, ds” (—41<g1<g)(c]a—czlch+cllcg§) +(cloc —ok T =k, T+ ¢k, 8 + 0k, ¢ )

ds" ds 2(c? _sz)% Jeor -2k
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s ds” 1 2K, K, (c]a—czlch+cllcg§)
Pds (¢ =2k )/ +(c]2 —2K§)(C]T—CZK;T—Cng(OC+Kg§)+cll(‘;,§—ClK;T)

' 2 2
(2c]1<g1<g -k, (¢ =2k, )) a
1

_ 2 2y, .2 2
:( -~ 2)% +(—2021<g1<;, +(¢ — ek, — ek, (e —21<g))T
¢ —2k,

#(2eikiil + el e ~26)))E
ifadesinde
A =2¢K K, — K, (¢} —2K7)
A, ==2c,kk +(c, —c,k. —cx’)(c’ —2K7)
) 2R ghg 1 27g 1™g 1 g
Ay =20 K + (¢, — ¢,k )(cf —2K7)
olarak alinirsa

i ! ———— (et AT+ 28) (3.153)

s (o)
bulunur. (3.153) denkleminde (3.151) denklemi yerine yazilirsa

BN )
T”(2>

(A + 2T+ 15E) (3.154)

elde edilir.

. -a T &
gﬂ =pA Iy =—F7——— 0 ¢ c,
\ 20‘ 4Ké ¢ 0K, K,

1

ZT(—KZ;(C]Z+022)05—(—0102)T—012§)
\2¢ —4x,

1
:—(—21<goc +c]czT—c]2§) (3.155)

A /2c]2 —41<§

olur. (3.155) denkleminin kendisi ile Lorentz i¢ ¢arpimi yapilirsa
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1

oy @) 4T, +el(4.0), )

<§ﬂ’§ﬂ>L =
1

- m(—mc; +cl(cf + czz))
1 g

1

_ A2 2
= (20]2 —41<2)( 41<g +2¢, )
g

=1

olup &, wuzay benzeri birim vektordir. (3.147), (3.152) ve (3.155) ifadelerinden

(3.148) ifadesi elde edilir. Ayrica (3.149) esitligi

K? = det(B,T,,T})

0 q c,
1
—C,K, CK,

BN A
-2 20

e el )
¢ — 2K, 2

( ; )/ (K‘ (c] +A +cc,h, +cll3)
ol — K,

( ; )/ 2k A+, +cl )

ol — K,

seklinde bulunur.

Tamm 3.50. «:1c R — H, birim hizl regiiler hiperbolik bir egri olsun. Bu takdirde

¢,Cy0 €RV{0Y,  —cl+ci+ci=3 ve (¢ — c31<g)2 <c; —(3221(‘; olmak iizere « 'nin
aTé& - Smarandache egrisi
B(s*(s)) = \/_(c]a(s)+czT(S)+c3§(s)) (3.156)

seklinde tanimlanan B:1c R — S’ egrisidir.
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Teorem 3.51. H;’de {a,T,} Sabban gatisi ile a:IcR— H_ egrisi birim hizli
regiiler hiperbolik bir egri ve « 'nin jeodezik egriligi x, olmak lizere, & 'mn aT¢-

Smarandache egrisi f:1cR — S} egrisi ise bu takdirde B’nmn {B,T 4-654 Sabban

catisi

G G G

NG NG NG
B a

c c, —CK K
Tﬁ = 2 : 2 2 2 2 — gz 2 2 2 —= 2 2.2 |,
fﬁ \/cz —(¢ —c3r<g) -6k, \/cz —(¢ —c3rcg) -Gk, \/cz —(q —c3rcg) LY £

2
K, +¢; (¢ —c3r<g) —C,C,K, +C,C; ¢ (c —C3K‘g) —cz2
\BE -3(e -k, =3aK2 B3 -3¢ -k, ) -36K2 B3 -3(e - ek, ) -3ex |

(3.157)

2 2 2 _ 2 2 2.2
€,6,¢, € R0}, =i+ +¢;=3 ve (¢,—ck,) <, -6k

. olmak tizere f’nin

jeodezik egriligi

_ ' 2 ' 2 2 2.2
A =c, (—c31<g(c] —c31<g)+021<g1<g)+(c1 —c31<g)(c2 — (¢, —ak,) —CZK‘g)

_ _ _ ' _ 2 i _ r_ 2 2 _ _ 2 2.2
A —(c] c31<g)( o3k, (¢ c31<g)+021<g1<g)+(c2 3K, czicg)(c2 (¢, —ek,) Cng)

2 2 2 2.2
A :czlcg(—cgc;,(c] —c31<g)+c21<g1<é)+(1<g(cl —c31<g)+c21<;)(c2 —(q —¢k,) —Cng)

i¢in
(021< +cix, —cc )Z.‘ +(—cc:< +e,c )l +(cz—ccx —cz)l3
g\, TGRK, 766 16K, TG A 1 163Ky =6
k! = . (3.158)
(022—(0] —c31<g)2—c221<;) 2
seklindedir.

Ispat: (3.156) denkleminin kendisi ile Lorentz i¢ ¢arpimi yapilirsa
1
BBy =3 (e @) + (T, +ei(6.6), )
_ 1 2 2 2
l==(=¢ +c;+c;)
3
—cl+c;+c; =3
elde edilir. (3.156) denkleminin s yay parametresine gore tiirevi alinirsa
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dp ds* 1

rS*S - = Ca’+CT’+C’
Pt )= 0 S e o)
ds* 1
Tﬁg:$(01T+c2(a+Kg§)—C3KgT)

1
=$(c2a +(¢, — ey )T+, &) (3.159)

(3.159) denkleminin her iki tarafinin kendisi ile Lorentz i¢ carpimi yapilirsa
ds* ’ 1., 2 2.2
— (T,.T,), :g(c2 (a,0), +(c, — e ) (T, T, + ek (E, ), )

ds*\' 1
—(L] :—(—022 + (¢, —c31<g)2 +0221<§)

ds 3
olup
2 2 2.2
dS*:\/CZ_(Cl_C.“sKg) _C2Kg (3160)
ds 3

ds , ..
olur. — "1n taniml1 olmasi i¢in

ds*
¢ — (¢ —ck,) =kl >0,
yani
(¢, —ck,) <6 —ak,
olmalidir. (3.160) denklemi (3.159) denkleminde yerine yazilirsa

1

T, = (cy0t+(c, — ey )T+, &) (3.161)

2 2 2.2
\/cz —(¢, —ak,) — ok,

bulunur. (3.161) denkleminin kendisi ile Lorentz i¢ ¢arpimi yapilirsa

<T/3,T/3>L= 1 2 2)(czz<a9a>L+(cl_CSKg)2<T=T>L+C§ng<§3§>L)

2 2
(c2 - (¢, —¢k,) -k,

1 2 2 2..2
= — (—cz+(c]—c31<g) +021<g)
(cz—(c]—c31<g) —Czl(‘g)

=-1
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olup 7, zaman benzeri birim vektordir. (3.161) denkleminde s yay parametresine gore

tirev alinirsa

(2c3K;, (¢, —¢yk,) = 265K K., )(cza +(c,— ek )T + czlcgéj)

)A

dT, d_s* 2(022 — (¢ —c31<g)2 —0221(‘;
ds ds

(czoc’ —esik, T+ (¢, — e )T + oy, 8 + czlcgg’)

2 2 2.2
\/cz—(c]—c31<g) -0k,

. (—C3K; (¢, —csk,) + KK, )(020: +(¢, — ek )T + czrcgé)
, ds 1 ,
T, == ; , 2)[czT—c3r<gT+(cl —c3Kg)(a+Kg§)J

B a ¥ 2 2
s 2 2 2.2\ —(c — _
(c2 —(¢ —a5k,) —czrcg) +(Cz (¢, —ak,)” — ok, tex'E—ek°T
2%g 2%g

’ 2 ’
c, (—c3l<g (¢ —c31<g)+021<g1<g)
2 2 2.2
+(c] —c31<g)(02 —(¢,—¢k,) —Cng)
’ 2 ’
1 ¢ — Gk, )(—C3Kg (¢ -k, )+ CngKg)

= -
3

) ) 2 2\/2 _ r_ 2 2 _ 2 2.2

(02_(01_03Kg) —Cng)/ +(c2 5K, Cng)(Cz (6 —ck,) — oK,

’ 2 ’
oK, (—c3l<g (¢, —ak, )+ oK K, )

+ S

2 2 2..2
+(1<g (¢ —cSKg)+csz;)(c2 —(¢, —6k,) —Cng)

ifadesinde
_ ' 2 ' 2 2 2.2
A —cz(—c31<g(c] —c31<g)+021<g1<g)+(c1 —c31<g)(c2 — (¢, —ak,) —CZK‘g)

_ ' 2 i i 2 2 2 2.2
lz—(c]—c31<g)(—c31<g(c]—c31<g)+021<g1<g)+(cz—c31<g—czlcg)(cz—(cl—c31<g) —Cng)
_ _ ’ _ + 2 ’ + _ + ' 2 _ 2 2.2
Ay =k | =ik, (0 — 0Kk, )+ O K K, )+ K, (0 —ak )+ ok, )6 — (6 — 6k, )" — Gk,

olarak alinirsa
*
ds 1

e (ha+ AT +AE) (3.162)
B 3 2 3
ds (cf —(¢,—¢k,) — O3k, )A

bulunur. (3.162) denkleminde (3.160) denklemi yerine yazilirsa

B

2 2 2.2
(02 —(¢,—¢K,) —Czl(‘g)

T = (e + AT + 2,E) (3.163)

elde edilir.
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.f [)’/\T— !

-a T 4

1

J3e =3, e, ) =3k

R

1

- 2 2 2.2
J3¢2 =3(c, ek, ) 3¢k

¢ c, ¢

¢, —GK, 6K,

2
—(Czl(‘g A —c31<g))oc —(C]CZK‘g —czc3)T

+(c](c] _C3Kg)_czz)§

(03(01 CiK,)— oK )0{+(czc3 c,cK )T

¢ (3.164)
+(C1 (¢ _C3Kg)_cz )é

olur. (3.164) denkleminin kendisi ile Lorentz i¢ ¢arpimi yapilirsa

1

<§ﬁ5§ﬁ>L :(

1

3¢; —3(¢, — ¢k, )’ —3(:221(;)

(03(0l —CK, )~ aK g) (at,00), + (0203 —cc,K )(T T,

+(cl(cl —G g) Cz) (N

2\ 2 2\2
= 2) (—(cE(cl —cEKg)—czrcg) +(czc3 —clczrcg) +(c1 (¢ —c3r<g)—cz)

(3c§ -3(¢, — a5k, )’ =303k,

1

T (B¢ =3¢, -,

1

2 2.2
K,) =3¢ K,)

2.2 2.2 2
—2¢0k, + oK, + 0K, —c2)

(e e +ed) (e

= 2 2 2.2
(302 =3(c, — 3k, )" =30k,

=1

olup ¢,

] (-3)((c, —esx,)’ + 32 = c3)

uzay benzeri birim vektordiir. (3.156), (3.161) ve (3.164) ifadelerinden

(3.157) ifadesi elde edilir. Ayrica (3.158) esitligi

= det(3,T,.T})

1

2)4

(cf —(q —ak, Y —cik

1

2 2 2.2
(02 —(¢ —¢K,) —Czl(‘g)

%

)

¢, G
€ —CK, Gk,
A A

(Cl (13 (C] _C3Kg) _Cnglz ) —G (Czﬂs _Cngﬂ"l)
TG (cziz —A(c _C3Kg))

2 2 2 2
(Cng +akK, —CICS)/l] +(—c,c21< +c2c3)22 +(c, — (6K, —C) )),3

(sz - (Cl

seklinde bulunur.

ok, — oK

2 2)5
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3.3.2. H;’de hiperbolik egrilerin uzay benzeri Smarandache eslenik egrileri

a:1cR— H} birim hizli regiiler hiperbolik egrisinin Smarandache eslenigi olan
B:1cR— S} egrisi birim hizli regiiler uzay benzeri bir egri olsun. Bu durumda 8 nin
yer vektorll uzay benzeri birim vektor, B’nin B(s*(s)) noktasindaki T teget vektorii
uzay benzeri birim vektor ve &, = B AT, vektorii zaman benzeri birim vektordiir. Yani
(BB, =1, (T3, T;), =1 ve (§;,E,), =—1"dir.

a ve 3 egrilerinin Sabban catilar1 sirasiyla {«, 7,8} ve {B,T;,&,} olsun. Bu takdirde

Smarandache egrilerinin asagidaki tanimlar1 yapilabilir.

Tamm 3.52. «:1c R — H, birim hizl regiiler hiperbolik bir egri olsun. Bu takdirde

¢,c, € R\{0} ve —¢ +c; =2 olmak iizere o 'nin a& -Smarandache egrisi
1

B(s*(s))=—=(ca(s)+c,E(s 3.165
\/5( a(s) +6,6(s)) ( )

seklinde tanimlanan B:1c R — S’ egrisidir.

Teorem 3.53. H;’de {a,T,£} Sabban catisi ile a:1cR— H_ egrisi birim hizli
regiiler hiperbolik bir egri ve o ’nmin jeodezik egriligi x, olmak tizere, o 'nin ¢ -

Smarandache egrisi f:1cR — S} egrisi ise bu takdirde B’nm {B,T, 4-654 Sabban

catisi
G4 g &
Bl |2 V2|
T, |=| 0 ¢ 0T (3.166)
] |af o qg|le
V2 V2]
ve ¢,c, e R\{0}, —¢/ +c; =2 ve & =+1 olmak lizere B°nm jeodezik egriligi
K, —c¢
kP=—2— (3.167)
‘c] —Czl(‘g‘
seklindedir.
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Ispat: (3.165) denkleminin kendisi ile Lorentz i¢ carpimu yapilirsa
1 2 2
B B) =5 (e, +eE.),)
1= l(—c]2 +c3)
2
—cl+c; =2

elde edilir. (3.165) denkleminin s yay parametresine gore tiirevi alinirsa

dp ds* 1
'(s*(s)=——=—(ca'+¢,&'
PN =22 = (qal+ed)
ds* 1
—=—(T—-c,x,T
B ds \/E( 1 2T g )
—L(c -,k )T (3.168)
\/5 1 2™ g .
(3.168) denkleminin her iki tarafinin kendisi ile Lorentz i¢ carpimi yapilirsa
ds*\ 1 2
— <Tﬂ,Tﬂ>L:§(c]—czlcg) (T,T),
olup buradan
ds* |c,—c,K,
> :“ | (3.169)
ds \/5
olur. (3.169) denklemi (3.168) denkleminde yerine yazilirsa
7= ¢ — 6K, T
‘cl —Czl(‘g‘
=¢eT (3.170)

bulunur. Burada
¢ -k, >0 1se =1

¢ -k, <0 1se £ =-1

olarak almair. (3.170) denkleminin kendisi ile Lorentz i¢ ¢garpimi yapilirsa
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<Tpan>L :gz<T’T>L =1

olup 7, uzay benzeri birim vektordiir. (3.170) denkleminde s yay parametresine gore

tirev alinirsa

dr, ds”
fdi:gT’
ds ds
ds”
T'—=c(a+xk 3.171
[ ( «5) ( )

bulunur. (3.171) denkleminde (3.169) denklemi yerine yazilirsa

N

Ty =———¢e(a+x,8) (3.172)
‘C]—CZK‘g‘ 8
elde edilir.
. -a T &
fﬁ:ﬂ/\Tﬁ:— q 0 ¢
\/5 0 ¢ O
C,E cE
%)%
g
=$(02a+clf) (3173)

olur. (3.173) denkleminin kendisi ile Lorentz i¢ ¢carpimi1 yapilirsa

(s p), =%(c§<a,a>L +(EE),)

2 2
_a7% _
2

olup &, zaman benzeri birim vektordir. (3.165), (3.170) ve (3.173) ifadelerinden

(3.166) ifadesi elde edilir. Ayrica (3.167) esitligi

g _ '
K, =det(B,T;,Ty)

, la 0 ¢

g
=—0 1 0
‘c‘ _czkg‘ 1 0 «
4
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82

= (c]Kg - CZ)
C] - CZKg

_ C]Kg —C2
C] - CZKg

seklinde bulunur.

Tamm 3.54. a:1c R — H; birim hizl regiiler hiperbolik bir egri olsun. Bu takdirde

¢,¢, eR\{0}, —¢f +¢; =2 ve k] > 2 olmak iizere & 'min oT - Smarandache egrisi
1
ﬁ(s*(s))zﬁ(c]a(s)+czT(s)) (3.174)

seklinde tanimlanan B:1c R — S’ egrisidir.

Teorem 3.55. H;’de {a,T,} Sabban catisi ile a:IcR— H,_ egrisi birim hizli
regiiler hiperbolik bir egri ve « ’nmn jeodezik egrilifi x, olmak tzere, o 'nin aT -

Smarandache egrisi f:1cR — S} egrisi ise bu takdirde B’nmn {B,T 4-654 Sabban

catisi

G & 0
5 2 2 y

C C Cc,K
T, |= 2 ‘ 28 T, (3.175)
é Jexi-2 -2 Jeki-2 |

-6k, —¢0K, -2

_ch;K; ~4 224 \f2ckki-4 |

¢,c, eRV{0}, —cl+c; =2 ve CZZK‘; > 2 olmak tizere B ’nin jeodezik egriligi

3 2.2
A =—cK K, +c(ck, —2)
2
A = =6k KL+ (¢, —c k) (eK] —2)

Ay ==Kk, + (e, + 0,k ) (K, —2)

i¢cin
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K§=( ! )/(czlcﬂ,, o6k, A —24,) (3.176)
NS

seklindedir.

Ispat: (3.174) denkleminin kendisi ile Lorentz i¢ ¢arpimi yapilirsa
(B.B), = (c] (o,a), +c3(T,T), )
1= 1 (=c+¢c3)
2
—cl+c; =2

elde edilir. (3.174) denkleminin s yay parametresine gore tiirevi alinirsa

dp ds* 1

PO o) =25 =

(ca'+¢,T

ds* 1
Tﬂgzﬁ(clT-i_Cé(a-i_Kgé))

1
=$(cza +T +c,k,8) (3.177)

bulunur. (3.177) denkleminin her iki tarafinin kendisi ile Lorentz i¢ ¢arpimi yapilirsa

ds * 2 1 2 2 2,2
(%] Ty Ty = (e @), + (T, T), + (6.0, )

ds*\ 1
(%] v van)

2 2 2.2
ds*_\/—cz+c, + oK,
ds 2

ifadesinde —c +c; =2 esitligi goz niine alinirsa

* okl -2
ds® _ |8k (3.178)
ds 2

ds ..
olur. —— "1n taniml1 olmasi i¢in
ds*

2.2
oKk, —2>0,
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yani

2.2
K, >2

olmalidir. (3.178) denklemi (3.177) denkleminde yerine yazilirsa

1
T,=——(c,a+cT+c,k,&) (3.179)
B \/czzl(:j 2 1 2Ky

elde edilir. (3.179) denkleminin her iki tarafinin kendisi ile Lorentz i¢ ¢arpimi yapilirsa

1 2 2
(T,.T,), =m(cz<a,an + (T, T), +c3K0(E,E), )

1

C +C +C K
(CK2—2)( 2 1 2 )

1
(k2 -2)
=1

(-2+c2k2)

olup 7, uzay benzeri birim vektordir. (3.179) denkleminde s yay parametresine gore

tirev alinirsa

dT, di _ 20221<g1<;, (czoc +coT+ czxgg) . (0206' +o T +ex 8+ Czl(‘ggr)
a5 ds (e —2) Joe 2
o ds’ _ _czngK;r (0205 +ClT+cng§)+(022K§ —2)(6’271+C1 (o + Kg§)+czl{;,§ —cszT)
B 3
ds (cjlc; —2)4

1 ( —6K K, +¢ (6K, 2))a +( —¢,03K K. + (¢, — ek ) (e K, — 2))T

(x| (K] + (e, + e MK ~2)
ifadesinde
2.2
A= —czlc K, +c¢(cKk, —2)
2
A, = _CICZKgK;r +(c, _CQK;)(CQZ’C; -2)
Ay ==Kk + (e, + ook ) (K, —2)

olarak alinirsa
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7 /(zﬂamnu) (3.180)

ﬂds (c —2)?

elde edilir. (3.180) denkleminde (3.178) denklemi yerine yazilirsa

, J—
T, = @xt 2y ——— Ao+ AL, T+A48) (3.181)
bulunur.
. -a T &
gﬂ:ﬁ/\Tﬂ:T ¢ C 0
V26K, —4 ¢, ¢ Gk,
_ 1 2 2 2
—T(—czxga—c]czng+(cl —cz)f)
V26K, —4
1

= ———(-cix,a —cie K, T -2¢) (3.182)

26 K‘; -4
olur. (3.182) denkleminin kendisi ile Lorentz i¢ ¢arpimi yapilirsa

1

Ga—p\aR@ @ R (T.T), + 48.8),)

<§ﬂ’§ﬂ>L =

1

:m(czlf (C] —02)+4)
27g

1
=——(2ck+4
(2c§;<§—4)( 2 )
=-1
olup &, zaman benzeri birim vektordir. (3.174), (3.179) ve (3.182) ifadelerinden

(3.175) ifadesi elde edilir. Ayrica (3.176) esitligi

= det(3,T,.T})

q ¢ 0
1
¢ Ok,

-
(6K, —2)4 A A A

( ! 2)/ (c](c]}% 6K, ) —¢, (e, — 6K, ﬂ'1))
C, K
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( 12)/(c21<ﬁ1 ¢k, A +(cf —¢3)A)
C K

( 12)/ (czlcﬁ1 6K Ay —24,)
C K

seklinde bulunur.

Tamm 3.56. «:1c R — H, birim hizl regiiler hiperbolik bir egri olsun. Bu takdirde

¢.¢, eR\{0}, ¢l +¢; =2 ve ¢ <2k, olmak iizere o 'nin T - Smarandache egrisi
B(s*(s))= \/— (aT(s)+c,6(5)) (3.183)

seklinde tanimlanan B:1cR — S’ egrisidir.

Teorem 3.57. H;’de {a,T,} Sabban catisi ile a:IcR— H_ egrisi birim hizli

regiiler hiperbolik bir egri ve o 'nin jeodezik egriligi x, olmak tizere, a’nin 7¢ -

Smarandache egrisi f:1cR — S} egrisi ise bu takdirde B’nm {3, T,;,E,} Sabban
catisi
0 4 <
N N
B o
C —C,K C,K
T, |= . 2 ¢ L g T (3.184)
B ’ :
:, V- aw-d g -e ||,
_2Kg ) _012
JAkl-20) (JAl-2¢t (JAkl -2 |

¢,c, eR\{0}, ¢l +c3=2 ve ¢} < 21<§ olmak tizere B ’nin jeodezik egriligi

2 2
A =2 K, — K, (2K, —¢})
Ao = 20K, +(c; — o,k — ¢k )(2K] —¢})
Ay ==2ciKl + ekl — ek ) (2K, — )

i¢cin
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1
K‘; = —(2K2 cz)% (2K A +ceh, —cl ) (3.185)
g !
seklindedir.

Ispat: (3.183) denkleminin kendisi ile Lorentz i¢ garpimu yapilirsa
1 2 2
B B). =S (T T, +65(6.6),)
=L@ +ed)
2
cl+e; =2

elde edilir. (3.183) denkleminin s yay parametresine gore tiirevi alinirsa

dp ds* 1

ﬁ’(S*(S)) :ﬁg = \/5 (C]T’+CZ§’)

ds* 1
Tﬁ g :ﬁ(c](a +Kg§)_CZKgT)
1
zﬁ(c]a -k, T +ck,6) (3.186)
bulunur. (3.186) denkleminin her iki tarafinin kendisi ile Lorentz i¢ ¢arpimi yapilirsa

ds* ’ 1/, 2.2 2 2
| T = (e @), + LT, + 61 (6.6), )

|
(%j ZE(—012+K‘;(C]2+022))

ifadesinde ¢} +c; =2 esitligi goz niine alinirsa

* 2k —c]
ds = | —— (3.187)
ds 2

ds ..
olur. — tanimli olmasi i¢in

ds
2K, —¢; >0,
yani
26, > ¢!
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olmalidir. (3.187) denklemi (3.186) denkleminde yerine yazilirsa
T —;(ca—ch+c1< &) (3.188)

bulunur. (3.188) denkleminin kendisi ile Lorentz i¢ ¢arpimi yapilirsa

1
<Tﬂ’Tﬂ>L :m(cf@C,OOL +c22K;<T’T>L +C]2K;<5a5>L)
g 1

1
:m(—cl2 +i(c; +czz))
g 1

1 2 2
=—— (¢’ +2«
(21(‘;—0]2)( ] )
=1

olup 7, uzay benzeri birim vektordir. (3.188) denkleminde s yay parametresine gore

tirev alinirsa

* ! ! ! ! ! !
dT, ds" _41<g1<g (c]a—czlch+cllcg§) +(cloc —ok I =k, T+ ¢k, 8 + 0k, ¢ )
* - 3
2 A 2 2
ds ds 22K =) 1/21<g —-c
!
L ds” 1 —2K,K, (c]a —czlch+c]1<g§)

ﬂ :—3 ! !
ds (2;<§ —cf)é +(2K‘; —cf)(c]T—czlch—czlcg(a+1<g§)+cllcg§ —CIK‘;T)

1 (—ZCIKgK; -¢,k, (2K, —clz))a +(202K;1<; +(¢, — e,k — K ) (2K, —clz))T

3
(2x; _CIZ)A +(—2c,1<;1<; +(c k) —e,k)(2K, —cf))g
ifadesinde
_ ! 2 2
A ==2cK K, —c,Kk, (2K, —¢;)
2.0 ' 2 2 2
A, =2¢,k Kk, + (¢, — ¢k, —ck, ) (2K, — )

2 2 2 2
Ay =2¢k K, + (oK, — i, ) (2K, —¢;)

olarak alinirsa

*

1
T[;diz—y(mmzﬁzgg) (3.189)
ds (2K, =)
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olup (3.189) denkleminde (3.187) denklemi yerine yazilirsa

T; 2

y :W(mmzﬂ%é) -0
elde edilir.
| -a T 3
=BATy=—————| 0
Sp =B ATy W . _cc;Kg c]czig
:ﬁ(‘& (c +ea—(=ae)T ~c¢)

1

:W(—nga +e,T —cié) (3.191)
g 1

olur. (3.191) denkleminin kendisi ile Lorentz i¢ c¢arpimi  yapilirsa

1

(8458501 Zm

(4x2(@,a), +ee(T.T), +¢/(£.), )

1

- m(—mc; +cl(cf + czz))
g 1

1

— 2 2
= —(41<2 — 2012) (—41<g +2¢, )
4

=-1

olup &, zaman benzeri birim vektordir. (3.183), (3.188) ve (3.191) ifadelerinden
(3.184) ifadesi elde edilir. Ayrica (3.185) esitligi

g _ '
K, =det(B,T;,Ty)

. 0 q c,
=——l¢, —-CK, ¢K
(2«2 —cz)% ] e

g A 4 A

:ﬁ(_cl (A oKk ) +c,(qd, + oK A ))
K, —¢ )7

-

= — (K (] + )4+, d, — i A,
(2x? —cz)é
g 1
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:;(2’%21 +¢64, _01213)

5
(2K, —c! )A

seklinde bulunur.

Tamm 3.58. «:1c R — H, birim hizl regiiler hiperbolik bir egri olsun. Bu takdirde

¢,Cyc €RV{0Y, =l +c+ci=3 ve (¢ —(:31<g)2 >ch —(3221(‘; olmak iizere « 'nin
aTé& - Smarandache egrisi

1
P+ (o) ==(cal) + T () +e£0)) (3.192)

seklinde tanimlanan B:1cR — S’ egrisidir.

Teorem 3.59. H;’de {a,T,} Sabban gatisi ile a:IcR— H; egrisi birim hizli
regiiler hiperbolik bir egri ve « 'nin jeodezik egriligi x, olmak lizere, & 'mn aT¢-

Smarandache egrisi f:1cR — S} egrisi ise bu takdirde B’nmn {B,T 4-654 Sabban

catisi

S S S

NG NG NG)
B a
7| c, € — Gk, 6K, T
B 2 2, 2.2 2 2, 2.2 2 2, 2.2 >
éﬁ \/(cl —C3Kg) —¢ Gk, \/(cl —c3rcg) —¢ Ok, \/(c] —c3rcg) —¢ + Gk, £

2
—C K, +¢; (¢ —c31<g) —C,CK, 50y ¢ (c —C3K‘g) —622
2 2 2.2 2 2 2.2 2 2 2.2
| Ble—ee, ' =3 +3aK2 3o —ex,)’ =3¢l +3cikl (e —ex,)’ =3¢l +3cik] |

(3.193)

c,c,c, € R\{0}, —c’+c>+ci=3ve (¢c,—ck,) >c:—cik> f’nm jeodezik egriligi
15C25C3 > ] TEG TC6G = 1~ 6Ky LY J griig

_ ' 2 i 2 2 2.2
A =c, (c31<g(c] —c31<g)—c21<g1<g)+(c1 —c31<g)((c1 —k,) ¢ +c21<g)

_ i 2 i i 2 2 2 2.2
A —(c] —c31<g)(c31<g(c1 —c31<g)—021<2>,1<g)+(c2 -Gk, —czicg)((c1 —Ck,) ¢ +c21<g)

_ ' _ _ a2 ' + _ + ' _ 2 2 2.2
Ay =k |G, (¢ —ak,) — ok K, )+ K, (¢ —ak,) ok, (¢ —ak,)” —¢ + ok,

i¢cin
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2 2 2 2
(Czl(‘g +0iK, —c]c3)}L1 +(—clczlcg +czc3)ﬂy2 +(c1 — 6K, — ¢ )ﬂg

)% (3.194)

kP =
4

2 2 2.2
((c] —CK,) — ¢ + Gk,

seklindedir.

Ispat: (3.192) denkleminin kendisi ile Lorentz i¢ garpimu yapilirsa
1

BBy =3 (e @) + (T, +ei(6.6), )

_ 1 2 2 2

l==(=¢ +c5+c;)

3

¢l +c;+c; =3

elde edilir. (3.192) denkleminin s yay parametresine gore tiirevi alinirsa
dp st 1

B'(s*(s) = == @'+ +68)

ds* ds 3

*
ds :L(c]T+c2(a +1<g§)—c31<gT)

Pds 3

1
= ﬁ(cza +(¢, —ex )T +021<g8§) (3.195)

bulunur. (3.195) denkleminin her iki tarafinin kendisi ile Lorentz i¢ ¢arpimi yapilirsa
ds*\’ 1
(g] <Tpan>L = 5(022<05a05>L + (C] _C3Kg)2<Ta T>L + 022K§<§’ §>L)

dS* 2 1 2 2 2.2
(g] :g(—c2 +(¢ —aK,) +02Kg)

olup

2 2 2.2
dS*:\/(Cl_c3Kg) _CZ+CZKg (3196)

ds 3

ds ..
olur. Z* in taniml1 olmasi i¢in
s

2 2 2.2
(6 —ak,) —¢ +ak, >0,

yani
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(¢, —ck,) > -k,
olmalidir. (3.196) denklemi (3.195) denkleminde yerine yazilirsa

1

T, =
2 2 2.2
\/(c] —CGK,) — ¢ + Ok,

(cza +(¢, —cx )T +c21<g8;‘) (3.197)

bulunur. (3.197) denkleminin kendisi ile Lorentz i¢ ¢arpimi yapilirsa

<Tﬁ7Tﬁ>L = ((C

1 2 2 2.2
c;la,a)y, +(c,—c,k VAT, Ty, +c;x.(E,E)
] CS g)2 022 022 ;)( 2 L (] 3 g) L 2™ g é 6 L)

1
= )(—022 +(¢ —cK,)’ +0221<;)

2 2 2.2
((c]—c31<g) —C; + 6K,

=1
olup 7, uzay benzeri birim vektordiir. (3.197) denkleminde s yay parametresine gore

tirev alinirsa

’ 2 '
(=25, (¢, — ey )+ (2c3K k1) ) (e + (¢, — ey )T + ¢, &)
x ) 2 2 2 oa\h
dTﬂ ds (¢ _C3Kg) -G TGOk,
ds* ds ' ' ' ' '
o, =k, T+ (¢, —o;k )T+ ¢k, 8 + 6.k, 8
2 2, 2.2
\/(c, —GK,) =6 H ok,
) (czlc;,(c1 —czicg)—cjrcgrc;,)(cza +(c —czrcg)T+czrcg§)
ds 1
T, = o, T—ck'T+(c,—ck, )a+xK,E)
B 3 2 3 1 3
ds 2 2, 20\h - 2 _ 0%yl £ & &
((C1 —Cng) -G, +02Kg) 2 +((Cl Cng) ) +CZKg)(+CZK'§ —CZKZT
g g

’ 2 ’
{cz (c3l<g(cl —CSKg)—CngKg) J

2 2 2.2
+(c1 —C3Kg)((cl —CK,) —C) +c21<g)

2.2

’ 2 ’
~ 1 . (c1 —C3Kg)(C3Kg(C] —CSKg)—CngKg)
B 2 2 2 \h + ! 2 2 _c?
((C1 —C3Kg) -c +cng) G —GK, 6K, (¢, _CsKg) —C, TG K,

’ 2 ’
oK, (C3Kg (6, =3k, ) — K K, )

’ 2 2 2.2 g
+(1<g(cl —c31<g)+c21<g)((cl —CK,) =) +021<g)

ifadesinde
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_ ' 2 ' 2 2 2.2
A =c, (c31<g(c] —c31<g)—c21<g1<g)+(c1 —c31<g)((c1 —k,) ¢ +c21<g)
_ _ i _ _ a2 i _ r_ 2 _ 2_ 2 2.2
A —(c] c31<g)(c31<g(c1 C3K,) CngK‘g)+(Cz 3K, CZK‘g)((Cl Gk, ) =) +c21<g)
' 2 2 2.2
Ay =cK, (c31< (¢, —cK,)— c21< K ) (lcg(c1 —c31<g)+c21<g)((c1 —CK,) — ¢ +c21<g)

olarak alinirsa

ds’ 1
T—= Aa+A,T+A4E) (3.198)
" ds ((c] _C3Kg) Cz +Cz )/

olup (3.198) denkleminde (3.196) denklemi yerine yazilirsa

T = V3 — (A + T+ 2,E) (3.199)

2.2
((c]—c31<g) —c +eK )

bulunur.

1
JBle —eix,)? =3¢k +3cik

fle, -Gk, Ok,

=BT, =

2
1 —(Czl(‘g S —c31<g))oc —(c]czlcg —cch)T

B \/3(01 —ck,)’ =3¢ +3c3k, +(c] (¢, —cgcg)—cf)é

~ 1 (03 (¢, —ck,)— oK )a +(czc3 clczlcg)T (3.200)
\/3(01 —c31<g)2 —3022 +30221<; +(c] (¢ —c31<g)—c2 )é .
olur. (3.200) denkleminin kendisi ile Lorentz i¢ carpimi yapilirsa
1 (03(0, —cgcg)—cfxg )2 (a,a), +(czc3 CCK ) (1,T),

(&ss >L:
5% (3(c, —e5,)? =3¢ +3¢3x2) (a(q—ax)-E) (&8,

2 2
2
1 —(03(01 —C3Kg)—02Kg) +(czc3 —c,czlcg)

- 2 2 2 2 2
(3(01 —3K,)" =36, +3C2Kg) +(c] (¢ —C3Kg)—022)

- 1 (-
(3(c, —¢k,)’ =3¢ +30k; )

q +cz+c3)( —2¢05k, +c31< +c21< —cz))

! )(—3((01 c31<) +021< _Cz))

= 2 2 2.2
3((c]—c31<g) —c t Ok,

=-1
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olup &, zaman benzeri birim vektordir. (3.192), (3.197) ve (3.200) ifadelerinden

(3.193) ifadesi elde edilir. Ayrica (3.194) esitligi

g _ '
K, =det(B,T,,Ty)

| G ¢, G
= e Tk ok,
((c] _C3Kg) -G, +02Kg) A A, A

(Cl (A4(¢ —eK,) =6k A, ) —G (Czﬂs _Cngﬂ"l)
B )% +C5 (cziz - A(c _C3Kg))

2 2 2.2
((c]—c31<g) —C; + 6K,

2 2 2 2
B (Cng +aK, —CICS)/l] +(—c,c21<g +c2c3)22 +(c, —CCK, —C) )),3

2 2)5

2 2
((cl —CK,) —C Ok,

seklinde bulunur.
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BOLUM 1V

SONUC

Bu yiiksek lisans ¢alismasinda, Sabban catisina gore de Sitter ve hiperbolik uzaydaki
egrilerin Smarandache eslenikleri literatlirde ilk defa tanimlanmistir. Bu calismanin
neticesinde SCI expanded bir makale iiretilmis, bir makalede yayma gonderilmistir.
Ayrica ¢aligmanin bir bolimi 2" International Eurasian Conference on Mathematics
Sciences and Applications (IECMS-2013) isimli konferansta, bir diger boliimii de XII.
Ulusal Geometri Sempozyumunda bildiri olarak sunulmustur. Burada ifade edilen
yiizeyler lizerindeki Smarandache eslenik egrilerinin farkli yiizeyler iizerinde de
calisilabilecegi agiktir. Bu ¢alismanin geometri alaninda ¢alisan arastirmacilara faydal

olacagi disliniilmektedir. Konu {izerindeki ¢calismalarimiz devam etmektedir.
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