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Bu calismada ti¢ ve dort boyutlu Oklid ve Minkowski uzayinda Frenet catilari ile Ug
boyutlu uzayda yiizeyler incelendi. Birinci béliimde kisa bir literatiir 6zeti verildi. ikinci
boliimde konuyla ilgili temel kavramlar verildi. Ugtincli bélimde ise ¢ ve dort boyutlu
Oklid ve Minkowski uzayinda Frenet catilari irdelendi. Dérdiincii bélumde de g
boyutlu Minkowski uzayinda minimal ve 6teleme yizeyleri incelendi. Besinci bolimde

ise sonuclar verildi.
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In this study, we examined Frenet frames in 3 and 4 dimensional Euclidean and
Minkowskian spaces and surfaces in 3 dimensional space. In the first chapter, we give
literature summary. In the second chapter we give some basic concepts. In the third
chapter, the Frenet frames is given in 3 and 4 dimensional Euclidean and Minkowskian
spaces. In the fourth chapter, we discussed minimal and translation surfaces in

Minkowskian 3-spaces. In the last chapter, we give conclusions.
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BOLUM |
GIRIS

Oklidyen diizlemde egrilerin diferansiyel geometrisi iizerinde ¢alisan ilk bilim adami
Hollanda’li bilim adami Huygens’dir. O, diizlemde herhangi bir noktadaki diizlem

egrilerinin egriligini ortaya koymustur. Fakat egriyi diizlemde bir noktanin hareketi ile
bir t parametresine bagli olarak «(t) =(051(t),0(2 (t)) seklinde ilk tamimlayan Newton
olmustur. Newton diizlemde bir egrinin egriligini de tanimlamistir. Egri iizerinde a ve
b seklinde birbirine yakin iki nokta bunlarin ikisinin arasinda bir P noktas1 gbz Oniine

almigtir. Bu ii¢ nokta genellikle m merkezli bir gember belirtirlimit durumunda hem a

hem de b,a egrisi boyunca p’ye yaklastiginda bu 6zel bir ¢ember belirler ki bu p
noktasin da « ’ya tegettir. (yani p noktasin da « egrisi ile bu gember ayni teget dogruya

sahiptir). Bu gember p noktasinda « *nin oskiilatér gemberi olarak adlandirilir.

Bu ¢emberin merkezi Cyarigap1 rise bu ¢ Newton tarafindan egrilik merkezi olarak
adlandirilmis egrilik yarigapt r olarak ifade edilmis ve P noktasinda o egrisinin
Cqeas s 1 . T
egriligi ise k;, == seklinde gosterilmistir.
r

oo, "-a"a

2 seklinde ifade edilir.
%

((“1 ')2 +(@, )2)

k egriligi k =

syay parametresi ve keyfi t icin (o,')" +(a,")" =+1 dir. T(s), @’ nin birim teget
vektorii ve N(S),S noktasinda birim normal vektorii olsun. N(s) birim vektorii T (S) e
diktir ve {T(S), N(S)} R* de standart yonlendirilmisidir. ’nin s noktasindaki k(s)
egriligi, T'(s) = k(s)N(s) ile ifade edilir. '(s) *in uzunlugu |k(s)| = | "(s)| olsun.

a '(S) ’e dik birim vektorii «'(S) ve a"(s) vektorleri tarafindan belirlenen dikdortgensel

bolgenin alam |k, (s)| dir. det (e '(s), & "(s)) ile ifade edilen bu alan



o (s) a'(s)
a,'(s) a,'(s)

k,(s) =

=, '(S)a, "(8) — o "(S)ex, (8)

seklinde Newton tarafindan ifade edilmistir. Oklidyen hareketlere bagh olarak verilen S
degiskenli, siirekli k, fonksiyonu icin E*’de s yay parametreli bir tek o egrisi vardir ve

a(s) noktasnda «’nin egriligi k,(s)’dir. Yani Oklidyen diizleminde dénmeler ve

otelemelere bagh olarak E’de bir egri, onun egriligi tarafindan tamamiyla karakterize
edilir.
E®’de uzay egrilerin diferensiyel geometrisinin ¢alisilmasi i¢in Serret-Frenet formiilleri

biiyiik bir sigrama tahtast olmustur.

E®’de uzay egrilerinin diferansiyel geometrileri hakkindaki calismalar ise 1847’de
Frenet, 1851°de ise Serret tarafindan birbirinden habersiz olarak yapilan caligmalar ile

ortaya ¢ikmistir. Onlar, bir s yay parametresi tarafindan parametrize edilen bir « uzay
egrisi boyunca {T, N, B} Frenet catisi olarak bilinen ortonormal ¢atiyr tanimlamistir.
«(s) noktasindaki « egrisinin ivme vektorii T ’ye dik olan «"(s)ivme vektortdiir. B

binormal vektor alani ise T ve N ’nin vektorel ¢arpimi olarak belirlenir. Serret-Frenet

ayakl formiilii ise;

T'=kN
N'=—kT +k,N
B'=—k,N

seklinde ifade edilir. Burada k, egriligi, k, burulmay: ifade eder. Oklidyen uzay
egrilerinin temel teoremi, eger k vek, s ’nin siirekli iki fonksiyonu ise bu taktirde s
yay uzunlugu ile parametrize edilen bir « egrisi vardir ki bu egrinin sirastyla egrilik ve
burulma fonksiyonlarik vek, ’dir. Bu ifade ilk defa 1876’da Aoust tarafindan ifade
edilmistir. k, egriliginin 1775’de Monge’de analitik olarak ifade etmistir fakat burulmay1

belirlememistir. Burulmay11806°da ilk kez Lancret ifade etmistir. 1826’da Cauchy ilk

kez a egrisinin ardisik tiirevlerini kullanarak uzay egrilerinin ¢alismasini sistematik



olarak ifade edilmistir. E®’deki yiizeylerin ¢alismasida boylelikle calisilmaya
baslanmistir. Diizlemde egrilerin teorisi bilindiginden yiizeyin farkli diizlemlerle

arakesitleri alinarak egrilerin arastirilmasiyla yiizeylerin tanimlanmasi saglanmistir. Bu
ise ilk defa 1760°da Euler sayesinde olmustur. M < R%yiizeyi tizerinde bir p noktas
boyunca bir | dogrusu diisiindiigiimiizde, bu dogru P noktasinda M tizerindeki teget

diizleme diktir. Teget diizlem tizerindeki her bir X birim vektori i¢in hem X vektori

hemde | dogrusunu igeren P boyunca bir diizlem gbéz Oniine aliirsa M ile bu
diizlemin arakesiti «(x,)=p olmak {lizere(X) egrisinin gorlntiisiidiir.x(x) Yyay
uzunlugu ile verildiginde & '(x,) = X dir. X vel boyunca biitiin diizlemler p noktasinda
M ’nin teget diizlemine dik olan bir Vv, vektoril secilerek yonlendirilebilir. Béylece
X,V, ile pozitif olarak yonlendirilmis olur. Bu taktirde «, , sifir noktasinda bir isaretli
egrilige sahiptir bu ise k;, seklinde ifade edilir. k;, ’lerin hepsi esit degil ise, bu taktirde
x, birim vektorii ile gosterilen bir dogrultu vardir Oyleki burada k, ,k, =kX;
minumum degerine ve Kk, =kX, maksimum degerine sahiptir. Bu ise X; veX,
dogrultular diktir ve eger X , X, ile ¢ agis1 yapiyor ise bu taktirde

k, =k, cos® ¢+k,sin® ¢

dir.

Daha sonra bu konu da Gauss’un yapmis oldugu ’Disquisitiones generales circa

superficies curvas’ isimli ¢aligmas1 6nemli yer tutmustur.

Gauss galigmasinda M yiizeyinin herhangi bir t noktasindaki teget diizleme dik bir v,
vektorii almis ve Gauss doniisiimii olarak adlandirilan doniisiimii tanimlayarak p
noktasindaki M yiizeyinin K egriligi

K, = lim AlanV (A)
A-p  AlanA

seklinde vermistir. Buradaki A bolgesi P 'nin ¢ok kiigiik bir komsulugudur.

Yiizeyler iizerinde daha sonra Riemann’in c¢aligmalari 6nemli yer tutmaktadir.

Minkowski uzayinda egrilerin diferansiyel geometrisini ilk ¢alisan kisi W.B.Bonner’dir.



Johan Walrave Doktora tezinde ii¢ ve dort boyutlu Minkowski uzaymnda egrilerin
spacelike, timelike ve null olmasi durumlarina gore bir smiflandirma yapmuistir.
Devaminda ise Minkowski uzayinda yiizeylerden bahsetmistir. Biz burada literatiirde

yapilmis olan ¢alismalar1 inceledik.



BOLUM II

TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 2.1 (Egri )

| — Rbiragik aralik olmak tizere, (l,&) koordinat komsulugu ile tanimlanan

a: 1 — E" diferansiyellenebilir doniisiimiine E" de bir egri denir.
Buradaki | c R araligina « egrisinin parametre araligi ve tel degiskenine de «

egrisinin parametresi denir(Hacisalihoglu,1993).

Tanim 2.2 (Bir egrinin tanjant uzay)

M c E" egrisi verilsin. M egrisininm e M noktasindaki tanjant uzay: diye, me M

noktasinda M ’nin hiz vektorlerini i¢ine alan T,,(m)=V(m) vektér uzayma denir.

m e M segilmis bir nokta olmak iizere, E" in T,, (m) ile birlesen alt afin uzayna da, M

egrisinin m e M noktasindaki teget dogrusu denir(Hacisalihoglu,1993).

Tanmm 2.3 ( Skaler hiz fonksiyonu ve skaler hiz)

M c E" egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin.

le’|: 1 >R

t> ] ®) =)

seklinde taniml ||0! '|| fonksiyonuna, M egrisinin (I,a)koordinat komsuluguna gore

skaler hiz fonksiyonu ve |a'(t)| reel sayisina da M nin (1,@) koordinat komsuluguna

gore «(t) noktasindaki skaler hizi denir(Hacisalihoglu,1993).

Tanim 2.4 ( Birim hizli egri)

M egrisi (I,«) koordinat komsulugu ile verilmis olsun. Eger Vse | igin,



()] =1
ise M egrisi (l,a)’ya gore birim hizli egridir denir. Bu durumda, egrinin sel

parametresine yay-parametresi adi verilir(Hacisalihoglu,1993).

Tamm 2.5 ( Regiiler egri)

Her noktasindaki hiz vektori sifirdan farkli olan egriye regiiler egri denir.

(Hacisalihoglu,1993).

Tanim 2.6 (Serret-Frenet r-ayakli alani)

M c E" egrisi(l,a) koordinat komsulugu ile verilsin. Bu durumda y = {a',a",...a(r)}
sistemi lineer bagimsiz ve Vo™ k > r, igin:

a" e Sp{y}

Olmakiizere, ¥ den elde edilen {V,,..,V,} ortonormal sistemine, M egrisinin Serret-

Frenet r-ayakli alan1 ve meM igin {Vl(m),...,Vr(m)} ye ise meM noktasindaki

Serret-Frenet r-ayaklisi denir. Her bir V,,1<1 <r, ye Serret-Frenet vektorii ad1 verilir.

(Hacisalihoglu,1993).

Tanim 2.7 V bir reel vektor uzayi olsun. V tizerinde tanimli

g:VxV >R

dontisiimii bilineer ve simetrik ise g’ye V lizerinde simetrik bilineer form denir. Bu
doniistim ayn1 zamanda non-dejenere ise g’yeV iizerinde bir skaler ¢arpim, bu durumda
V vektor uzayma da skaler carpim uzayi denir.

Ayrica;

(i) wWeV ve V=0 igin g(V,V) >0 ise g simetrik bilineer formu pozitif tanimlidir,
(i) v eV ve V=0 igin g(vV,V) <0 ise g simetrik bilineer formu negatif tanimlidir,

(i) wWeV ve Vv#0 i¢in g(V,v)>0 ise g simetrik bilineer formu yari- pozitif

tanimlidir,



(iv) weV ve V=0 icin g(V,V)<0 ise g simetrik bilineer formuna yari-negatif

tanimlidir.

Bundan baska,
(a) g’nin non-dejenere dir< g(V,w) =0 ve YweV ig¢in V =0dr.

(b) g’nin dejenere dir<> g(V,w) =0 ve YWeV igin V = 0dir(O’Neill,1983).

Tamm 2.8 V bir skaler ¢carpim uzay1 , W’ de iizerindeki skaler ¢arpim negatif olacak
sekilde V ’nin en biiyiik boyutlu alt uzay1 olsun. Bu durumda W ’nin boyutuna g skaler
carpimin indeksi denir.

g skaler ¢arpim indeksi v ise O0<v<boyV dir. Ayrica V skaler ¢arpim indeksi,

tizerinde tanimli g skaler carpim indeksi olarak tanimlanir(O’Neill,1983).

Tamm 2.9 V skaler ¢arpim uzayi olsun. V ’nin indeksi V olmak iizere v=1 ve

boyV > 2 ise skaler ¢arpim uzayimna Lorentz uzay1 denir(O’Neill,1983).

Tamim 2. 10 V bir Lorentz uzay olsun. V i¢in
(i) g(v,v)>0 veya vV =0 ise V ’ye spacelike vektor,
(if) g(v,v) <0Qise V ’ye timelike vektor,
1
(iii) g(v,v)=0veya V =0 ise V "ye null(lightlike) vektdr ve ||[V]|=|g(V,V)|2 sayisina da

v vektoruniin normu denir.

V' Lorentz uzayinda tiim timelike vektorlerin ciimlesi I" olsun. U eI igin
C(u)= {\7 € F| g(u,v) < 0} kiimesine U vektoriinii kapsayan V Lorentz uzayinin time-

konisi denir(O’Neill,1983).

Tamm 2.11 R} yari-oklidyen uzayinda v=1 ve n>2 ise R yari-6klidyen uzayma

Minkowski n-uzay denir(O’Neill,1983).

Tamm 2.12M bir yar1 Riemann manifoldu ve

ag:lcR—->M



diferansiyellenebilir bir egri olsun. « egrisinin teget vektdr alam «'(t)=T olmak

uzere

i) <T,T> >0 ise a egrisine spacelike egri
i) (T,T)=0 ise  egrisine null egri

iii) <T ,T) <0 isea egrisine timelike egri denir(O’Neill,1983).

Tamm 2.13 f:E®> >R bir fonksiyon olmak iizere
p:E* > E°
u,v) > (u,v, f(u,v))

seklinde tanimlanan yiizey Monge yiizeyi adini alir( Hacisalihoglu, 1994).

Tamim 2.14 Monge yiizeyinde f (u,v) =h(u) + g(v) bigiminde ise bu ylizeyi

@(u,v) = (u,v,h(u) +g(v))
¢(U’V) = (U, 0, h(U)) + (O’V’ g(V))

ve ya

o(u,v) = a(u)+y(v)

seklinde yazabiliriz. Bu durumda yiizey 6teleme yiizeyi adini alir(Hacisalihoglu,1994).
Ayrica E® yada E; de bir S yiizeyi

z=9g(X)—h(y) seklinde yazilabiliyorsa S yiizeyi yine 6teleme yiizeyi adini alir.

Tamm 2.15 (inclussion)
McM diferensiyellenebilir iki manifold olmak iizere i:M — M doniisiimii i(X) = X

seklinde ise i ye inclussion(sokma) fonksiyonu denir(Hacisalihoglu,1994).

Tanim 2.16 (immersion)
M ve M birer C* iki manifold olsun. f:M —M ,C” fonksiyonu olmak iizere f
'nin f, Jakobiyen matrisi Vpe M noktasinda regular ise f doniisimiine M den

M igine bir immersion denir. Yani Rankf =BoyM ise f bir immersiyondur.

(Hacisalihoglu,1994).



Tamim 2.17 (embedding)
Tanim (2.16) da f tek degiskenli ise f ’ye embedding denir. (Hacisalihoglu,1994).

Tamm 2.18 (ylizey)
U cR? diizlemsel bir bdlge olmak iizere
p:U—>E®
(u,v)—>¢(u,v):(f (u,v),g(u,v),h(u,v))
seklinde ifade edilen ¢ déniisiimiine E* de bir yiizey denir. Bu yiizeyin parametrik

gosterimidir(Hacisalihoglu,1994).



BOLUM Il

UC BOYUTLU OKLIDYEN VE MINKOWSKI UZAYINDA FRENET CATISI

3.1 Ug¢ Boyutlu Oklid Durumu

| cR,a:1 — E’egrisi ves yay parametresi olmak iizere a(s)=(,(S), ,(S), a5 (s))
seklinde tamimlanan egri ve g=dx’+dx,+dx’ E*> de bir metrik olmak iizere
d(a',a")=1dir.T ,a"'’nliin birim teget yada hiz vektor alamidir. Eger «"(s) = 0ise;
a"(S),T(s) e a(s)noktasinda dik olan ivme vektoridiir. N , ¢ "(S) ’in normallestirilmis

esas vektor alamidir. B, binormal vektor alani ise T ve N *nin vektérel garpimi olarak

ifade edilir. Bu durumda Frenet 3-ayaklisi,

T'=kN

N'=—kT +k,N

B'=—k,N

ya da

T 0 Kk T

N'[=|-k, 0 Kk,|| N (3.1)
B' 0 -k O0)\B

seklindedir. Burada k ve Kk, ,a nin birinci ve ikinci egriligi yada k, egrilik, k, burulma
olarak adlandirilir.

Ispat:

(N,N)=(T,T)=(B,B)=1ve (N,T) =(T,B) =(B,N) =0 olmak iizere
T'=kN

oldugundan

N'=aT +bN +cB

yazilabilir. Her iki tarafin T ile i¢ carpimi alinirsa

(N'T)=a(T,T)+b(N,T)+c(B,T)=al+b0+cO=a
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(N,T)=0=(N'T)+(N,T%) =0
olup buradan
(N"T)==(N,T")=—(N,k;N) =k,
elde edilir.

O halde a=-k; olur. Benzer sekilde
N'=aT +bN +cB

yazilabilir. Bu esitligin N ile i¢ carptmi alinirsa

(N N)Y=a(T,N)+b(N,N)+c(B,N) =a0+bl+c0=b
elde edilir ve
(N,N)=1=(N"N)}+(N,N)=0=(N",N)=0
oldugundan b=0 bulunur.

Ayni sekilde

N'=aT +bN +cB

ifadesinin, B ile i¢ ¢arpimi alinirsa
(N',By=a(T,B)+b(N,B)+c(B,B) =a0+h0+cl=c.
(N,B)=0=(N"B)+(N,B")=0=(N"B)=—(N,B') =—(-k,) =k,
olur. Dolayisiylac =k, bulunur. O halde

N'=—kT +k,B dir.

B'=aT +bN +cB

olsun. T ile i¢ garpimi alinirsa

(B T)=a(T,T)+b(N,T)+c(B,T)=al+b0+cO=a

ve
(BT)=0=(B'T)+(BT)=0=(B"T)=—(B,T")=—(B,N)=0
ve a=0bulunur.

B'=aT +bN +cB

ifadesi N ile i¢ garpimi alinirsa

(B,N)=a(T,N)+b(N,N}+c(B,N) =a0+bl+c0=bh.
(B,N)=0=>(B",N)+(B,N")=0

= (B, N)=—(B,N")=—(B,~kT +k,B) =k,
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olur ve b =—k, bulunur.

B'=aT +bN +cB

ifadesi B ile i¢ garpim uygulanirsa
(B',BY=a(T,B)+b(N,B)+c(B,B) =a0+b0+cl=c.
ve
(B,B)=1=>(B",B)+(B,B')=0

=(B"B)=0

oldugundan ¢ =0 dir. Bu durumda B'=—k,N bulunur. O halde Frenet 3-ayaklis1

T 0 k 0O)\(T

N'|=|-k, 0 Kk,|IN

B' 0 -k, 0)\B
seklindedir.

Teorem 3.1 (Denklik Teoremi): a, 5: 1 — E®birim hizli egri dyle ki

kZ =k/ >0 (3.2)
ve
ks =+k/ (3.3)

ise a ve f egrilerine denktir denir.
Baz1 6zel egrilerin durumlarina gore 6zellikleri asagida verilmistir.
Ozellik 3.1

k, =0 ancak ve ancak o egrisi bir dogruya karsilik gelir.
k, =0 ancak ve ancak ¢ diizlemsel egrisidir,
k, =0 ve k, > 0sabittir ancak ve ancaka ¢emberdir,

k, = 0 sabit ve k, > 0 sabittir ancak ve ancak « dairesel helisdir.

(H.Hacisalihoglu,1993).
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3.2 Uc Boyutlu Minkowski Durumu

Bu boliimde Minkowski uzayinda Frenet ayaklisi ve formiilleri verilmistir.

g =—ax’ +dx +dx;

metrigi ile tanimlanan R®6klidyen uzayina Minkowski uzay: denir. Rf ile gosterilir.
a:l cR—RY egrisi a(s)=(a,a,,0;) verildiginde

() g(a',a") > Oise spacelike egri

(i) g(a',a’) =0ise null egri

(iii) g(a',a") < Oise timelike egri denir.

Bu ise « ’nin casual karakterleri olarak adlandirilir. (Walrave, J.,1995)

Bu durumda {T, N, B}. Frenet 3-ayaklis1 asagida incelenmistir.

Durum 1 « spacelike egri

S & ’nin yay parametresi Oyle ki g(a'(s),«'(s)) =1 dir. T(s) de, «(s)’ in birim teget
vektor alamdir. «"(s)#0 durumunda «"(s), T(s)’e diktir. Oyle ki N(s) = Aa"(s),
AeR ve 1>0 dir.

a"(s) casual karakterinin durumlar1 asagidadir.

Durum 1.1 g(a"(s),x"(s)) >0

N(s) normal vektor alan1 ¢ "(S) ’in normallestirilmis halidir. B(S) binormal vektor alani
{T(S),N(S)} spacelike diizlemine «(S)’in her S noktasinda dik olan tek timelike

vektordiir. Bu durumda E; °deki Frenet 3-ayaklist

T 0 k O0)\T

N'i=|-k 0 Kk, || N (3.4)
B' 0 k, O0)\B

seklindedir.
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Durum 1.2 g(a"(s),a"(s)) <0

N(s) ,a"(s)’in normallestirilmis timelike vektor alanidir. B(S) binormal vektor alani
{T(S),N(S)} timelike ylizeyine «(S)’in her s noktasinda dik olan tek spacelike

vektordiir. Bu durumda Frenet 3-ayaklisi

T' 0 k0T

N'i=lk O k,|[N (3.5
B' 0 k, 0){B

seklindedir.

Durum 1.3 g(a"(s),x"(s)) =0
Farz edelim ki a"(s)=0olsun. N(s) ,a"(s)normal vektor alanidir. B(S)binormal

vektor alan1 T (S) e dik tek null vektordiir ve «(S)’in her noktasin da <N , B> =1dir.

Bu durum da Frenet 3-ayaklisi

T 0 k O \T
N'|={ 0 k, O ([N (3.6)
B' -k, 0 -k, )\ B

seklindedir.

Burada k, egriligi sadece iki deger alir. & *nin dogru oldugunda 0, diger durumlarda ise 1
dir. Eger a(S) dogru ise "(s)=0=T'(s) dir. Bunun anlami ise k, =0 dir. Eger «(S)
dogru degil ise, bir a"(s) #0 olacak sekilde bir | araligi vardir ve N(s)=a"(s) =T '(s)
dir.

Boylece k, =1 dir. {T,N,B} ise E?’de pseudo-ortonormaldir. Bunun anlam ise
N'=aT+bN+cB

B'=a,T +b,N +c,Boyle ki

<N, N>=<N,T>:<B, B>=0

dir. Buradan ¢, =a, =b, dir.
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<N, B> =1ve <T, B> = Qifadeleri goz oniine alinirsa
(N',B)+(N,B")=0ve(B"T)+(B,T")=0
ve dolayisiyla

b, =, vea, =k, =-1

elde edilir. Bu ise b, =k, olacak sekilde tek bir egrinin oldugunu gosterir.

Durum 2 « time-like egri

se | yay parametresi olmak lizere g(a'(s),x'(s)) =—1olsun. T(s), « ’nin birim teget
timelike vektor alanmidir. «"(s), T(S)’e diktir ve N(s), «"(S)’in normallestirilmis
spacelike vektor alamidir. Binormal vektor alan1 B(S), {T (s), N(S)} timelike yiizeyine
a(s)’in her noktasinda dik olan tek spacelike birim vektor alanidir. Bu durumda
{T,N,B} ile E;’iin y6nii aynidir.,
Bu durum da Frenet 3-ayaklisi

T 0 k O

k

N'|=|k O
B') (0 -k, ©

N

T
N (3.7)
B

seklindedir.
Durum 3 o null egri

g(x'(s),a'(s)) =0 ise a null egridir ve a'(s) =T(s) null vektor alanidir. Bu durumda
a"(s) # 0olmak tizere " T ’ye dik spacelike vektor alanidir.

anull dogru degil ise, g(a"(s),x"(s)) =1 alinir ve N, " ’niin her s noktasinda birim
vektor alanidir. Bu durumda B(S) vektor alan1 « 'nin her «(S) noktasinda N(s)’e dik
tek null vektor alanidir.

(T.T)=(B,B)=(N,B)=0

<T, B>:<N, N>:1

olmak tizere, Frenet 3-ayaklisi
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T 0 k 0T
N'[=lk, 0 -k [|N (3.8)
B' 0 -k, 0 ){B
seklindedir. Burada k; egriligi « bir null dogru oldugunda 0, diger durumlarda 1 dir.
Eger a(s) bir null dogru ise a"(s)=0=T'(s) dir. Bunun anlami ise k; =0 olmasidir.
Eger «a(s) dogru degil ise, bir «a"(s)#0olacak sekilde bir | aralign vardir,
N(s)=a"(s)=T'(s) seklinde tanimlanir ve k =1 dir. {T, N, B} ise E}’de pseudo-
ortonormal bir bazdir. Bunun anlami
N'=aT+bN+cB
B'=a,T +b,N+c,B
olmasidir. Burada
<N, N>:<B,T>:1ve<B, B>:O
dir. Buradan b, =c, =a, =0 dir.
(N,T>:O ve <N, B>=0 oldugundan
(T'N)+(T,N")=0 ve (N',B)+(N,B")=0
dir. O halde
c,=—k=-1ve a=-b,

elde edilir. Bu durum da a, =k, olacak sekilde tek bir egri vardir.

3.3 Dort Boyutlu Oklid Durumu

s € | yay parametresi ve bu parametreye bagli egrimiz
a(8) = ((8), 2, (8), 24 (8), 2, (5))

olsun ve her sicin g(a'(s),a'(s)) =1lolmak iizeredort boyutlu Oklid uzayinda
g =dx? +dx; +dx? +dx;
metrigi verilsin. o egrisi boyunca Frenet ¢atisi {T, N, B, Bz} seklinde ifade edilir. Bu

cat1 asagidaki sekilde belirlenir. T, o ’nin birim teget vektor alani veya hiz vektori

olsun. Eger a"(s) #0ise a"(s) ivme vektdrii «(S) noktasinda T (s) ’e diktir. N normal
vektor alan1 «"(S) ‘in normallestirilmis ivme vektor alanidir. B, birim vektor alani, N

'niin iki bilesene ayrilmasi ile belirlenir. Bunlardan bir tanesi T ’nin dogrultusundaki
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teget vektor alanidir digeri ise B, dogrultusundaki normal vektor alamidir. B, vektor
alan1 ise birim {T, N, Bl} iic boyutlu alt uzayma dik bir tek vektor alanidir. Oyle ki

{T, N, B, Bz} gatisinin yonii E*’iin yonii ile aynidir. Bu duruma karsilik gelen Frenet

formiilleri

T'=k.N

N'=—kT +k,B, (3.9
B,'=-k,N +k;B,

BZI=_kBBl

ya da

T 0 k, 0O O0OV\YT

N'=—k1 0 k, O] N (3.10)
B, 0 -k, 0 Kk, | B, '

B,' 0 0 -k; O0)\B,

seklinde ifade edilir.

Ispat: T'=kN oldugundan

N'=aT +bN +cB, +dB,

yazilabilir. T ile i¢ ¢arpim1 alinirsa
(N'"T)=a(T,T)+b(N,T)+c(B,T)+d (B, T)=al+b0+c0+d0=a.
ve

(N,T)=0= (N T)+(N,T)=0=(N'T)=—(N,T*) =—(N, k;N) =k,
ve a=-k; olur.

N'=aT +bN +cB, +dB,

ifadesi N ile i¢ carpim alinirsa
(N'N)=a(T,N)+b(N,N)+c(B, N)+d (B, N)
=a0+bl+cO0+d0=h.

elde edilir ve

(N,N)=1=(N",N)+(N,N')=0=(N",N)=0

Oldugundan b=0 bulunur.

N'=aT +bN +cB, +dB,
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ifadesi B, ile i¢ carpim uygulanirsa
(N',B,)=a(T,B)+b(N,B,)+c(B,,B)+d(B,,B,) =a0+b0+cl=c.
ve

(N,B)=0=(N"B)+(N,B")=0 = (N',B) =—(N,B") =—(~k,) =K,
olup ¢ =k, bulunur.

Ayni sekilde N'=aT +bN +cB, +dB,

ifadesi B, ile i¢ carpim uygulanirsa
(N'B,)=a(T,B,)+b(N,B,)+c(B,,B,)+d(B,,B,) =a0+b0+c0+dl=d.
ve

(N,B,)=0=(N"B,)+(N,B,") =0 =(N',B,) =0

dir. Buradan d =0 olur. O halde

N'=—-kT+k,B,

bulunur.

B,'=aT +bN +cB, +dB,

ifadesi T ile i¢ ¢carpimi alinirsa
(B,\T)=a(T,T)+b(N,T)+c(B,T)+d (B, T)=al+b0+c0+d0=a
<Bl1T>:03<Bll’T>+<Bl’T I>:0

= (B\T) =—(B,T") ==(B,kN) =0
olur vea = 0bulunur.
B,'=aT +bN +cB, +dB,

ifadesi N ile i¢ carpim uygulanirsa
(B,,N)=a(T,N)+b(N,N)+c(B,N)+d (B, B) =a0+bl+cO+d0=h.
ve
(B,N)=0=(B,",N)+(B,,N")=0

= (B N)=~(B,N ) =~(B, kT +kB )=
dolayistyla b =—k, bulunur.
B,'=aT +bN +cB, +dB,

seklinde olup B, ile i¢ carpimi alinirsa
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(B,,B,)=a(T,B)+b(N,B,)+c(B,,B,)+d(B,,B,) =a0+b0+cl+d0=c.
ve
<Bl’ Bl>:1:<Bl" Bl>+<Bl' Bll>:0
=(8,B,)=0
oldugundan ¢ =0bulunur.
B,'=aT +bN +cB, +dB,

ifadesi B, ile i¢ carpim uygulanirsa
(B,,B,)=a(T,B,)+b(N,B,)+c(B,,B,)+d(B,,B,) =a0+b0+c0+d1=d.
(B,,B,)=0=>(B,,N)+(B,,B,) =0

= (B,"B,)=—(B,B,") =k,
ve d =k, bulunur. O halde
B,'=-k,N +k;B,

bulunur.

Simdi de B,'=aT +bN+cB +dB, olsun. Her iki tarafin T ile i¢ ¢arpimi alimrsa
(B, T)=a(T,T)+b(N,T)+c(B,T)+d(B, T) =al+b0+c0+d0=a
ve
(B, T)=0=(B,"T)+(B,, T)=0
=(B,'T)==(B,,T")=—(B,,kN)=0
olur vea =0bulunur.
B, '=aT +bN +cB, +dB,
ifadesi N ile i¢ carpim uygulanirsa
(B, ,N)=a(T,N)+b(N,N)+c(B,,N)+d(B,,B,) =a0+bl+c0+d0=h.
ve
(B,,N)=0=(B,",N)+(B,,N')=0
= (B, N)==(B,,N')=—(B,,—k T +k,B,)=0
olup b=0 bulunur.
B,'=aT +bN +cB, +dB,
ifadesi B, ile i¢ carpimi alinirsa
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(B,",B)=a(T,B,)+b(N,B)+c(B,B,)+d(B,,B,) =a0+hb0+cl+d0=c.
ve
(B;B,)=0=(B,"B,)+(B,B,) =0

=(B,"B,)=—(B,,B,") =k,
ve buradan ¢ = —k, bulunur.
B,'=aT +bN +cB, +dB,
yazilabilir. Bu esitligin B, ile i¢ arpimi almirsa
(B,"B,)=a(T,B,)+b(N,B,)+c(B,B,)+d(B,,B,) =a0+b0+c0+dl=d.
ve

(B,,B,)=1=(B,"B,)+(B,,B,") =0

=2(B,",B,)=0
Buradan da d =0bulunur. O halde
B,'=—k,B,
dir.

O halde Frenet 4-ayaklisi

T 0 k 0 0YT
N'| |-k, 0 k, OfN
B'| | 0 -k 0 k| B,
B, 0 0 -k 0B,
seklindedir.

k;,Kk,,k; @ ’nin birinci, ikinci ve {iglincli egrisidir. E*’dede Oklid deki gibi benzer
degerler alir. Baz1 6zel egrilerin karakterleri

k, =0 ancak ve ancak o bir dogru belirtir,

k, =0 ancak ve ancak o planar(diizlemsel) egri,

k, =0 ancak ve ancak «, E*’de ii¢ boyutlu alt uzayda yatar,
k, =0 vek, >0 sabittir ancak ve ancak « ¢ember,

k, =0 vek, =c,,k =c, c,c, € R, ancak ve ancak « dairesel helis’dir,
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k,=c, k, =c, k, =c, ¢,c,,c, € R,ancak ve ancak

a(s) = %sin(ﬂls)v1 —%cos(ﬂis)v2 + %sin(ﬂqs)v — %sin(@s)v4 (3.11)
K=c/+c5+cZ, (3.12)
jlz_K_,/|<2—4cf<:§ 2_K+4/K2—4cfc§ (3.13)

- 2 e 2 '
dir.

V., <V1,V1> = <V2 ,V2> ve <V3,V3> = <V4,V4> ortogonal ve siirekli ve bu esitlikleri saglar. o
dogrusu 1 yarigapl kiirededir.

cs|

3.4 Dort Boyutlu Minkowski Durumu

Dort boyutlu Minkowski uzayinda bir egrinin Frenet ayaklilar1 ve bunlara baglh egrilik

formiilleri hakkinda temel kavramlar verilmistir.

R* de

g =—dx? +dx> +dx +dx;

metrigi verilsin. E,'’de «(s) egrisinin spacelike, null ve timelike olma durumlarina

gore {T, N, B, Bz} Frenet ¢atisinin durumlarina bakilacaktir.

Durum 1 « spacelike egri

S parametresine bagli yay uzunlugu g(e'(s),a'(s))=1 olsun, T ,anin birim teget
vektor alanidir. Eger «"(s) #0 ise ", T ’ye diktir 6yleki N, & " niin dogrultusundadir.

o " ’niin casual karakterlerine gore durumlarini verelim.

Durum 1.1 g(a"(s),a"(s)) >0

N asli normal vektor alani, " ’ne karsilik gelen normallestirilmis vektor alanidir. B,

vektor alani {T, N}dﬁzlemine gére N'’niin C* normal bileseninin dogrultusundadir.

Asagida B, in biitiin casual karakterleri verilmistir.
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Durum 1.1.1 g(C*,C*)>0

Bu durumda B, vektor alant C* normallestirilmis vektor alanidir ve B, vektdr alani
ti¢ boyutlu {T, N, Bl} alt uzayma dik tek timelike birim vektor alamdir Oyle ki

{T, N, B, Bz}g:atlslnm yonii E14 uzayinin yonii ile aynidir. Bu durum da Frenet 4-

ayaklisi
T 0 k 0 O)T
N' _ -k, 0 k, O N (3.14)
B, 0 -k, 0 k4| B '
B,' 0 0 k; O0){B,

seklindedir.

Ispat

oldugundan
N'=aT +bN +cB, +dB,

yazilabilir. Bu esitligin her iki yanim T ile i¢ carpim uygulanirsa

(N'"T)=a(T,T)+b(N,T)+c(B,T)+d (B, T)=al+b0+c0+d0=a.

ve

(N,T)=0=(N"T)+(N,T)=0
=(N'T)=—(N,T")=—(N,k,N)=—k,

oldugundan a =—k; olur.

N'=aT +bN +cB, +dB,

ifadesi N ile i¢ garpim uygulanirsa
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(N',N)=a(T,N)+b(N,N)+c(B,N)+d(B,,N) =a0+bl+c0+d0=h.
ve
(N,N)=1=(N"N)+(N,N")=0
=(N',N)=0
dir. Dolayisiylab =0 bulunur.
N'=aT +bN +cB, +dB,
ifadesi B, ile i¢ carpimi alinirsa
(N"B,)=a(T,B)+b(N,B,)+c(B,,B)+d(B,,B) =a0+b0+cl=c.
ve
(N,B)=0=(N"B)+(N,B")=0
= (N',B)=—(N,B') =—(-k,) =K,
olup ¢ =k, bulunur.
N'=aT +bN +cB, +dB,
ifadesi B, ile i¢ ¢arpim uygulanirsa
(N',B,)=a(T,B,)+b(N,B,)+c(B,B,)+d (B, B,) =a0+b0+c0+d(-1) =—d.
(N,B,)=0=(N"B,)+(N,B,") =0
=(N',B,)=0
dir. Buradan d =0 olur. O halde
N'=—-kT+k,B,

bulunur. Simdi de

B,'=aT +bN +cB, +dB,
olsun. Her iki tarafi T ile i¢ ¢arpim uygulanirsa
(B, T)=a(T,T)+b(N,T)+c(B,T)+d(B, T) =al+b0+cO+d0=a
ve
(B,T)=0= (B, T)+(B,T)=0
= (81T)=~(B,T)=~(B,kN) =0
olur. Dolayisiylaa = 0 bulunur.

B,'=aT +bN +cB, +dB,
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ifadesi N ile i¢ carpimi alinirsa
(B,,N)=a(T,N)+b(N,N)+c(B,N)+d (B, B) =a0+bl+cO+d0=h.
ve
(B,,N)=0= (B, ,N)+(B,N")=0
=(B,,N)=—(B,,N")=—(B,,—kT +k,B,) =k,
Buradan b =—k, bulunur.
B,'=aT +bN +cB, +dB,
ifadesi B, ile i¢ ¢arpimi alinirsa
(B, B,)=a(T,B)+b(N,B)+c(B,B,)+d(B,,B)=a0+b0+cl+d0=c.
ve
<Bl’Bl>:1:><B1"B1>+<Bl’Bll>:O
=(B,",B,)=0
oldugundan ¢ =0bulunur.
B,'=aT +bN +cB, +dB,
ifadesi B, ile i¢ carpim uygulanirsa
(B,,B,)=a(T,B,)+b(N,B,)+c(B,,B,)+d(B,,B,) =a0+h0+c0+d(-1) =—d.

ve

(B,,B,) =0=>(B,,N)+(B,, B, =0
=(B/\B;)=~(B,B,’) =k,

O halde d =k, bulunur. Buradan

B,'=—k,N +k,B,

bulunur. Benzer sekilde

B,'=aT +bN +cB, +dB,
olsun. Esitligin T ile i¢ carpimi alinirsa
(B,"T)=a(T,T)+b(N,T)+c(B,T)+d(B, T) =al+b0+cO+d0=a
ve
(B, T)=0=(B,"T)+(B, T")=0

:><B2 ',T>=—<BZ,T'>:—<BZ,k1N>=O
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dan a=0bulunur.

B,'=aT +bN +cB, +dB,
ifadesi N ile i¢ carpim uygulanirsa
(B, ,N)=a(T,N)+b(N,N)+c(B,,N)+d(B,,B,) =a0+bl+c0+d0=h.
ve
(B,,N)=0=(B,",N)+(B,,N')=0
= (B, N)=—(B,,N")=—(B,,~k T +k,B,)=0
Buradan b =0 bulunur.
B,'=aT +bN +cB, +dB,
nin B, ile i¢ garpimi alinirsa
(B, B,)=a(T,B,)+b(N,B,)+c(B,,B,)+d(B,,B) =a0+b0+cl+d0=c.
ve
(B,,B,)=0=>(B,"B,)+(B,B,)=0
:><Bz ) Bl>:_<Bz’Bll>:k3
oldugundan ¢ =k, bulunur.
B,'=aT +bN +cB, +dB,
ifadesi B, ile i¢ carpim uygulanirsa
(B,',B,)=a(T,B,)+b(N,B,)+c(B,B,)+d(B,,B,) =a0+b0+c0+d(-1) = —d.
ve
(B,,B,)=1=(B,"B,)+(B,,B,") =0
=2(B,"B,)=0
Buradan da d =0bulunur. O halde
B, '=k;B, dir. Sonug olarak Frenet 4-ayaklisi

T 0 k 0 O)T
N'| |-k 0 k, OJN
B'| | 0 —k, 0 k| B
B, 0 0 k, 0B,
seklindedir.
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Durum 1.1.2 g(C*,C") <0
Bu durum da B, vektor alant C* normallestirilmis timelike vektdr alanidir ve B, ise
{T,N,Bl}ﬁc; boyutlu alt uzaya dik tek birim spacelike vektor alamidir Oyle ki

{T, N, B, Bz} catisimin yonii E; ’tin yonii ile aynidir.

Bu durum da Frenet 4-ayaklisi

T 0 k 0 OY\T
N' -k, 0 k, O} N
= ! 2 (3.15)
B, 0 k, 0 k|l B
B, 0 0 -k, 0){B,
seklindedir.

Durum 1.1.3: g(C*,C*)=0

B,, C*vektdr alani oldugundan ve B,, {T, N}dﬁzlemine dik tek null vektor alamdir

syle ki (B,,B,)=1. Bu durum da Frenet 4-ayaklist

T 0 k 0 O T
N' _ -k 0 k, O N (3.16)
B, 0 0 k, O B,
B,' 0 -k, 0 —k;/)\B,
dir.

Boyle bir « egrisine kismi null egrisi denir ve yukaridaki Frenet formiillerinden, bu
egrinin li¢ boyutlu alt uzayda yattig1 kolaylikla goriiliir. Bir null donme yapilarak, yani;

bir null tetratdan diger null tetrata doniisiim yapilarak T ve N ’yi sabitlenir.k, =0
alindiginda B, sabit bir null vektordiir. Bu durumu gorebilmek igin asagidaki null

donme yapilabilir.
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o

T 0 0}t

Nl 0100 N 01
B,'| |0 0 1y B, '

, a

B, 0 0 0 a B,

— —_ — _al

l=k1,k2=ak2 ve k3:?+k3.
olup, bu durum da Frenet 4-ayaklisi

T 0 k 0 o0]T

N| |-k, 0 k. 0 |[N

Vo ? ) (3.18)
B’ 0 0 k 0 ||B

B) (0 —k: 0 —ks)\B,

seklindedir. Boylece «(s)’ de ks =0 secilebilir. Bunun anlami I?;l =0 olmasidir. Diger

bir deyisle |_5>l sabit null vektordiir. Bu durum da sadece iki egrilik vardir, ikinci egrilik

sadece sabit bir carpana gore belirlenir. Kismi null egri, kismi 6zel bir null belirtir. Yani

k., K, sabitleri sifirdan farkli olmak iizere egri yukaridaki Frenet formiillerini saglar. Bu

egri

a(s)= [cs,kicos(kls), kisin(kls), ch (3.19)

1 1
seklinde olup ¢ = Osabit ve bir null eksenli dairesel helisdir.
Durum 1.2 g(a"(s),a"(s)) <0
N, «"(s)’in normallestirilmis timelike vektor alanidir. B, birim vektor alani ise N'
"niinnormal bileseni dogrultusundaki spacelike vektor alanidir. B, de {T, N, B1} > e dik

tek birim spacelike vektor alamdir dyle ki {T, N, B, Bz} ¢atisinin yonii E;'” {in yonii ile

aynidir. Bu durumda Frenet 4-ayaklisi
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T' 0 ki 0 O0)T
N' k 0 k 0|l N
_| ™ 2 (3.20)
B,' 0 k, 0 Kk;| B
B,' 0 0 —k; 0)\B,
seklindedir.

Durum 1.3 g(a"(s),a"(s)) =0

a pseudo null egri olsun. Eger o"(s) #0ise N =a"(S)dir. a"(s) spacelike ya da null
vektor alani olabilir. Eger «™(s) spacelike ise, bu taktirde B, de «"(s) ’niin
normallestirilmis vektor alamidir. B, , {T, Bl} alt uzayma dik tek null vektér alanidir

oyle ki (N, Bz> =1ve Frenet4-ayaklisi ise

T 0 k 0 0T
N'| |0 0 k 0N (3.21)
B'| | 0 k., 0 -k ||B
B,)) |-k, 0 -k, 0 J|B,

seklinde olup k; egriligi sadece iki deger alir, & null dogru oldugunda egrilik O, diger
durumlarda 1 degerini alir. Eger ™ null vektor alani ise

a(s)=(f(s),s,0,f(s)) (3.22)

seklinde ifade edilen o« pseudo-null egridir ve iki boyutlu dejenere yiizeyde yatar.

Burada

f, S *nin keyfi bir fonksiyonudur.
Durum 2: o timelike egri

« egrisi S parametresine bagli ve yay uzunlugug(e'(s),x'(s)) =-1 olsun.T, «'’nin
olusturdugu birim teget vektér alamidir. «", T’ye diktir 6yle ki N ,a"niin

normallestirilmis spacelike vektor alamidir. B, birim spacelike vektor alani {T, N}
diizlemine gore N 'niin normal bileseni dogrultusundadir. B, , {T, N, Bl} ’e dik olan tek

birim spacelike vektor alanidir. Bu {T, N,B, Bz} nin yonii E,'’tin yonii ile aymdir. Bu

durum da Frenet 4-ayaklis1
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T 0 k 0 0)T

N'| |k 0 k OfN (3.23)
B'| |0 -k, 0 k| B '
B,Y)) (0 0 -k, 0J\B,

seklindedir.

Durum 3: ¢ null egri

T =a' null vektor alani olsun. Dogrular hari¢ «i¢in s pseudo-yay uzunlugu
kullanilirsa, g(a"(S),@"(s)) =1dir. Boylece N =" ve B, {T, N}diizlernine gore a™

'niin normal bileseni olsun.
9(a’(s),a™(s)) =-1
ve

9(a"(s),a"(s)) =0

oldugundan<Bl,Bl>=Oolmak zorundadir ve B, ise(T,Bl>=l ifadesinden tamamen
belirlenebilir. B, , {T, N,Bl} li¢ boyutlu alt uzayma dik tek spacelike birim vektor

alanidir ve {T, N, Bl} ile E,"’tin y6nii aymdir. Bu durum da Frenet formiilasyonu

T' 0 k, 0 O\T
N' 0 -k O} N
—| 2 ! (3.24)
B,' 0 -k, 0 k| B
B,' -k, O 0 O0)\B,
seklindedir.

k, egriligi sadece iki deger alir. o null dogru oldugun da 0, diger durumlarda 1 dir.

{T.N,B, Bz} dortlustinull egriler i¢in Cartan dortlisii olarak bilinir. Diger dortliiler ise
kanonik ve screw dortliilerdir(Bonner, W.B.,1969).

Bir null egrisi esasen sadece k, ve k,egriliklerine sahiptir. k,, E*’de bir egrinin

ligiincii egriligine benzer bir role sahiptir. Bunun anlam1 o null egrisi E;' *iin ii¢ boyutlu

alt uzayinda yatar ancak ve ancak k, =0. Kk, ’nin geometrik anlami ise belirli degildir.
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k, =0olacak sekilde null helisler vardir. Eger tek bir egri varsa k, =k, =0olacak

sekilde null kiibiktir. Bundan dolay1 sadece sabit egrilikli null egriler ¢alisilmstir.

Durum 1. k, =k, =0ise;

Frenet esitliklerinden o™ =0.

Boylece A B,C,DeR” olmak iizere

a(s) = As®+Bs* +Cs+D,
ve

a'(s) =3As* +2Bs+C,

"(s) =6As + 2B,

a"(s) = 6A,

(B,B,)=0=(a™a™) oldugundan A, sabit bir null vektordir.

parametresi s olmak tizere
g(a’(s)a’(s)) =1

ve anull egrisi ise
g(a'(s),a'(s)) =0.

A B,C,D vektorleri tizerinde asagidaki sartlar belirlenebilir.

(AR)=(C.C)=(AB)=(B.C)=0, (AC)="—"(B,8)=1
Ornegin

5 S 5 S §°
a(S)z[S +E,S —E,?,Oj

ifadesi null kiibigin parametrizasyonudur.
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Durum 2. k,, k, her ikisinde sifir olmayan sabitler olsun.

Durum 2.1 k, = O ise;

d*T d’T
dS4 —2k2 E-k;T :0 (330)

diferensiyel denklemi ¢oziliirse

a(s) = %[sinh(ﬂls)v +cosh(ﬂis)W]+%[sinh(ﬂzs)Z —cosh(4,s)Y | (3.31)
1

Z,Z)=(WW)=(Y,Y)=—(V,V) = ——— 3.32

<><><><>ﬂl+ﬂz (332)

A= k2+k2+k2,ﬂ.2 k2+k2 K, (3.33)

bulunur. Bu ise bir dairesel silindir {izerinde yatan null helis’in parametrizasyonudur.
Burada k, 'nin « egrisinin null helis olmasi ile ilgili bir rolii yoktur. k, = Oalinarak da
null helis oldugu goriilebilir.

Durum 2.2 k, =0 ise;

Egriler ii¢c boyutlu alt uzayda yatar. Frenet esitliklerinden ve

4

d'T _ ok, 9T dT
ds 2 ds
(3.34)

diferensiyel denkleminin ¢6ziimiinden iki farkli durumdan s6z edilebilir.

(i) k,>0ise,

a(s):%[sinh 2k, s, cosh /2k,s, 2kzs,0}, (3.35)

2
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(i) k,<Oise,

()= 21k

[O,Ms,sinh —2k, s, cosh —ZKZS] (3.36)

2
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BOLUM IV
MINKOWSKIi UZAYINDA MINIMAL VE OTELEME YUZEYLERI

4.1Gauss ve Ortalama egrilik

E :<¢u’¢u>
F=(p.0)
G :<¢v’¢v>
1
L :—Zdet(¢7u,§0w¢uu)
[EG-F|
1
M = —det(Qu,¢va¢uv)
[EG-F|
1
N :—Zdet(¢u’¢v!¢w)
[EG-F|
ve

I = Edu® + 2Fdudv + Gdv?
11 = Ldu? + 2Mdudv + Nadv?

olmak tizere,

 _I_LA+2MA+N

" 1 EA+2F1+G

esitligi ylizeyin normal egriligi olarak tanimlanir. Bu oran

yardimiyla

F(k,,A)=(L—k E)A*+2(M —k F)A+(N -k G) =0 (4.1)

diferensiyel denklemi yazilir. Bu denklemin A ’ya gore tiirevi alinirsa
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F,(k,A)=2(L—k E)A+2(M —k F)=0 (4.2)
=(L—k E)A+(M -k F)=0

elde edilir.

(4.1) denklemi diizenlenirse

A[(L=K,E)A+(M =k F)]+(M —k,F)A+(N—k G) =0

elde edilir.

(4.2) ifadesinden yararlanilirsa

A[(L=K,E)A+(M =k ,F)]=0 (M -k F)A+(N-k,G) =0
esitlikleri elde edilir. O halde

(L-k,E)A+(M -k F)=0

(M -k ,F)A+(N—-k,G)=0

seklindedir. Bu denklemler i¢in

L-kE M-kF
det =0
M-kF N-kG

bulunur. Buradan
(EG- Fz)kn2 —(EN -2FM +GL)k, +LN -M 2=0

elde edilir.

Bu ikinci derece denklemin kokleri k; vek, olmak iizere yiizeyin H ve K egrilikleri

sirasiyla

_ EN+2MF +GL

2H \
EG-F

ve

M2
K:LN M2
EG-F

seklindedir.
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4.2Minimal Yiizeyler

Tamm 4.1 S cR? bir yiizey olsun.

_ EN+2MF +GL

2H 5
EG-F

ortalama egrilik olmak tizere H =0 olmasi durumunda S yiizeyi minimal yilizey adini

alir.(Aksoy, 2005).

Tamim 4.2 X=(X1,X2,X3)olmak iizere X :M — R® bir Riemann yiizeyinin R® igine
izometrik immersiyonu olsun. Eger her bir | i¢inx,, M iizerinde bir harmonik

fonksiyon oluyorsa X ’e minimaldir denir. Yani,A , M iizerindeki Riemanian Laplace

operatorii olmak tizere AX; =0 olmalidir.

Bir M Riemann yiizeyi ile onun izometrik embedding altindaki goriintisiini

6zdeslemek oldukga faydalidir.

Harmoniklik lokal bir kavram oldugundan minimallik kavram: da M cR® immerse
edilmis yiizeyine de uygulanabilir(inclusion doniisiimii ile indirgenmis Riemann yapisi
yardimiyla). H, X ’in ortalama egrilik fonksiyonu olsun ve N:M —S?cR®

doniisimii de X ’in Gauss doniigimil veya onun birim normali olsun.

X :M = R?® izometrik immersiyonu igin AX =2HN vektor degerli formiilii gecerlidir.

Bu durum ise minimalligin agsagidaki tanimina denktir. (Meeks vePerez,2011).

Tamm 4.3 M cR’yiizeyi minimaldir<> Onun ortalama egriligi sifira esittir.
u=u(xy) fonksiyonun grapfi olarak M cR® regiller yiizeyini lokal olarak

belirlenebilir. 1776’da Meusnier ortalama egriligin 6zdes olarak sifir olma sartini
quasilineer ikinci mertebeden eliptik kismi diferansiyel denklem olarak belirlemistir.

Bu denklem 1762’de Langrange tarafindan
(1+u?)u, —2u.u 0, +(1+u?)u, =0 (4.3.1)

sekilde bulunmustur(Meeks ve Perez, 2011).
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Tamm 4.4 M cR® minimaldir< M ,(4.3.1) denkleminin bir ¢éziimiiniin grafigi

olarak lokal anlamda belirlenebilir. Q , bir M cR® yiizeyinde kompakt, kapal,

yonlendirilebilir bir alt bolge olsun. Eger,  iizerindeki inclussion doniistimii
ueCy (Q) fonksiyonu ile kompakt olarak ifade edilirse bu taktirde x+t.u.N yine bir
immersiyondur. M ’nin H ortalama egrilik fonksiyonu

A(t) = Alan((x+tu.N)(Q))

alan ifadesiyle iliskilidir.

Burada A'(0)= —ZIu.HdA ve dA , M ’nin alan elementidir. Bu varyasyonel ifade ile
Q

minimalligin asagidaki tanimina denktir. (Meeks ve Perez, 2011).

Tamm 4.5 M < R*minimaldir < bu alan fonksiyonelinin kritik bir noktasidir.
(Meeks ve Perez, 2011).

Tamm 4.6 M cR® minimaldir< YpeM noktas: ¢ok kiigiik alanli bir komsuluga

sahiptir, bu ise onun siniria baglhdir. A, alan fonksiyonelinin yan1 sira varyasyonlarin

calculusteki iyi bilinen bir diger fonksiyoneli ise,

E = [|vx[ dA
Q

Dirichlet enerji fonksiyonelidir.
Burada X :M — R® bir izometrik immersiyon QR ise kompakt kapali bir alt
bolgesidir. Bu fonksiyoneller arasinda E >2.A esitsizligi vardir.

E =2.Aolmasi i¢in< X :M —» R®

Immersiyonu konformal olmalidir. (Meeks ve Perez, 2011).

Tamm 4.7 M c R’minimaldir < ¢:M —)(CU{OO} stereografik izdiisimii Riemann

ylizeyi yapisit altinda meromorfiktir(bu stereografik izdiisim donlsimi  Gauss

doniistimiidiir). (Meeks ve Perez, 2011).

Yukarida minimalligin yedi tanimi verilmistir. Minimalligin ve minimal yiizey
ifadelerinin bu denk tanimlari minimal yiizey teorisi ile kompleks analiz arasinda ileri
derecede bir baginti oldugunu goéstermistir. Bu calismalarin yapildigi déonem klasik

minimal yiizey teorisinin birinci altin ¢ag1 olarak adlandirilmistir. Bu dénemde
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Beltrami, Bonnet, Catalan, Darboux, Enneper, Lie, Riemann, Schoenflies, Schwarz,
Serret, Weierstrass vs.gibi matematikg¢iler bu alanda oldukca kayda deger ¢aligmalar
yapmuslardir. Birinci altin ¢ag 1885-1890 tarihleri arasin1 kapsamaktadir. 1930-1940
araliginda klasik minimal yiizey teorisinin ikinci altingagi yasanmis, bu donemde 6ne
¢ikan matematikgiler ise, Courant, Douglas, Morrey, Morse, Rudo ve Shiffman
olmustur. Bu donemdeki en biiyiikk basari ise Douglas’ in Plateau Problemi’ni
¢ozmesidir. Pek ¢ok geometrici 1980’lerin basindan beri klasik minimal yiizey
teorisinin {igiincii altin ¢gagimin yasandigina inanmaktadir. Giliniimiizde bu alanda inter-
disipliner bir ¢alisma alani olusmus, matematigin diger branslar1 fizik ve bilgisayar

teknolojisinde kullanilarak oldukga basarili ¢aligmalar yapilmaktadir.
Lemma 4.1 Genel olarak bir (u,v)—>(u,v,h(u,v)) Monge yiizeyi bir minimal yiizeydir

< (1+h?)h, —2hhh, +(1+h?)h, =0

dir.

Burada h ’nin 6zel se¢imi ile minimal yiizeylerin ilging bir 6rnegini bulabiliriz.

1835°te Scherk (u,v)—(u,v, h(U,V)) formunun, yani dteleme yiizeyinin minimal olma

sart1 saptanmistir. Bu, asagidaki teoremle verilecektir. (Liu,1999).

Teorem 4.1 Eger Monge yiizeyi X:U — M h(u,v) = f(u)+g(v) minimal Gteleme

ylizeyi ise M ya bir diizlem pargasidir ya da A =0 olmak tizere

f(u)= % log(cos(Au)) ve g(v) = % log(cos(Av))

h(u,v) =%|og(com’j

cos Au
dur. (Liu,1999).

Ispat:

h(u,v) = f(u)+g(v)

h,, = f"(u)

h, =0

h, =9"(v)
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(1+h?)h, —2hhh, +(1+h?)h, =0
(1+9'(w)?) () +(1+ f'u)*)g"(v) =0
dan

f'w) 9"V
1+ f'(w)?’ 1+g'(v)’

bulunur.

f"(u) P g'(v)
1+ f'(u)® 1+g '(v)?

f'=p
fr=p'
ise

p' =
1+ p?

olup. O halde

[ 1+pp dp = [ Adu

den arctan(p) = Au+c,
dir. Buradan

p =tan(Au+c,)

f'=p

df
—=tan(Au+c
@ ( )

df =tan(Au+c )du

sin(Au +cl)
)= J.cos(/iu+cl)

f(u):—%log(cos(lu)+cl) , C =

f(u)= —% log(cos(Au))

elde edilir. Benzer sekilde

g"(v)
1+ g'(v)?
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esitliginden
g(v) = % log(cos(Av))

bulunur. Boylece

COS AV
cos Au

h(u,v) = % Iog[ j elde edilmis olur.

Bulunan bu ylizey Scherk yiizeyi adin1 alir ve

1 COS AV
Scherk|A|(u,v)=|u,v,=I
cherk[4](u,v) (u v Og(cosﬂun

sekilde ifade edilir.

Bu durumda Scherk yiizeyi 6teleme yiizeyleri i¢inde minimal olan tek ylizeydir ve

Sekil 4.1 Scherk yiizeyi

sekilde gortildigi gibidir.

4.3 Sabit Ortalama Egrilikli Oteleme Yiizeyleri

Bu bslimde E® ve Ef’ de sabit ortalama egrilik ya da sabit Gauss egrilikli 6teleme
yiizeyleri konusunda bir siniflandirma yapilacaktir. Keyfi spacetime’daki spacelike

ortalama egrilik li hiperyiizeylerin relativite teorisiyle ilgisi vardir. E* 3-boyutlu Oklid

uzayi {.,.) = dx* +dy? +dz”
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metrigi ile E’de 3-boyutlu Lorentz uzay: da

(.,.)=dx* +dy” —dz’

metrigi ile verilsin. E®deki ya da E}deki bir S yiizeyi de
o(U,V) ={@,(U,v), 0, (u,v), 95 (U, V)

ile gosterilirse,

S ylizeyinin birinci esas formu

I = Edu® + 2Fdudv + Gdv?
seklinde ifade edilir. Burada

E=(p.0)F=(0.0)G=(0.0)

_or(u,v)  or(u,v)
2T T T A
dir.

E®deki yiizey i¢in EG—F2 >0
E; deki spacelike yiizey icin EG—F? >0
E. deki timelike yiizey icin EG—F? <0 dir.

|.temel formun ispat1 agagidaki sekildedir.

M yari-Riemann manifoldu olarak 3-boyutlu R} Minkowski uzay1 ve M yari-Riemann
hiperyiizey olarak da (U, ) parametrizasyonu ile verilen
p:UcCR >R

(U,v) = o(u,v) = (¢ (u,v), , (U, v), @, (u,v))

o(u) yiizeyi géz Oniine alinirsa,

(&) ()

lineer bagimsiz olmak iizere yiizeyin vektor alaninin bir bazi

(1) (1)
P L) v
: d d .
dir. o, m Ve . W yerine sirasiyla ¢, Ve ¢, almirsa o zaman
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ylizeyin normali N = ¢, Xg, olur..
Ayrica

<N’ N> = <¢uX¢v’¢uX¢v>
dir. Lagrange 6zdesliginden dolay1

<N’ N>=<¢U’¢V>_<%’¢u><¢V’¢V>

yazilirsa ve

E=(0,0.)F=(0.0)C=(0.0)
katsayilari kullanilirsa
(N,N)=F?-EG

elde edilir.

Simdi yiizeyin birinci temel formunu hesaplayalim. ¢ 'nin tam diferansiyeli

6(0=a—(p+a—¢ dir.
ou ov

I= (ds)2 = (8(/), 6(0)

=<a_¢,a—¢>du2+2<a—¢,a—¢>dudv+<a—¢,a—¢>dv2 dir.
ou ou ou ov ov oV

Buradan da

I = Edu’® + 2Fdudyv + Gdv?
elde edilir.

S yiizeyinin ikinci esas formu
11 = Ldu® + 2Mdudv + Ndv?
seklinde tanimlanir.

Burada;

L= 1 det(p,,0,,¢,,)
\/ﬁ

Moo L det(p,, 0, @)
[EG-F|
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N=——1  det(g, 0. 0,)
[EG-F?|

seklindedir.

Simdi Il. temel formun ispatin1 verelim.

X,Y € A(M)i¢in ylizeyin esas formu S(X)=—dN olmak iizere
I[X,Y]=(S(X),Y)

seklindedir. Ayrica

<N ,Y> =0 denkleminde tiirev alinirsa

(N"Y)+(N,Y)=0
yani,

(NY)=—(N.Y)

bulunur,
I[X,Y]=(N"Y)==(N,Y")

yazilabilir. Buradan Y ' ifadesini hesaplanirsa

Y'=0¢' =(a—¢du +8£va
ou ov
2 2
= a—(/Zdu2 +28§Da;¢dudv+a—<fdv2
ou ouov oV

seklindedir.

Bu ifade ikinci temel form taniminda yerine yazilirsa

2 2
(N,Y') ::<2—(f, N>du2+2<€;¢g\ip, N>dudv+<2v—(2p, N>dv2
u

u

ve

II[X,Y]= Ldu? +2Mdudv + Ndv?

42



elde edilir.

Teorem 4.2 S, 3-boyutlu Oklid uzay: E® de ya da 3-boyutlu Lorentz uzay1 E} de K

sabit Gauss egrilikli bir 6teleme yiizeyi olsun. Bu durumda S bir silindir ve dolayisiyla

K =0dir (Liu 1999).

ispat: E® Oklid uzaymnda, S Steleme yiizeyi
z=9(x)—-h(y) (4.1)

doniistimii ile verilsin.

Bu durumda S’nin Gauss egriligi K hesaplanirsa yapilirsa,
o(X,y) = (% ¥, 9(x) = h(y))

¢, =(10,9'(x))

¢, =(0,1-h'(y))

Py =(0, 0,0)

¢, =(0,0,9"(x))

¢, =(0,0,-h"(y))
E=(p.9,)=((109'%).(10,9'(X)) =1+9'(x)’
F=(p,.0,)=((1.0,g'()).(1,0,-h'(y))) =—h'(y).g'(x)

G =(p,.9.)=((0.1-h'()),(0,1,-h'(y))) =1+h'(y)*

EG-F?=[1+g'(x)’ [[1+h'(y)’ |-[-h'(1)a ()] =1+h'(y)* +g'(%)’

1 0 g'(x
det(,, 0,0 ) =0 1 —h'(¥)|=9"(x)
00 g"(x)
0 g'x)
det(,.0,.0,)=0 1 —h'(y)|=0
00 0
1 0 g'(x)
det(p,.0,.0,)=0 1 —h'(y)|=-h"(y)
0 0 -h%y)

43



1 1
L:—det X1 P ) — !
[EG-F? (6020:0) JLHh'(y)2 +9'(x)? 97
1 1
M=——=—det(p,0,0, )= 0=0
[EG-F’| (6:504) JL+h'(y)? +g'(x)?
1 1
N=—oodet(o, 0,0 )|=— h"
[EG-F7 (00:6.05) JLHR(y)? +g'(%)? )
_LN-M?
~ EG-F?
esitliginden
K = —g"(x)h"(y) (4.2)

(1+h'(y)? +9'(0%)

elde edilir. Eger K sabit ise, g"(x)=0oldugu kabul edelip her iki tarafin y’ye gore
tiirevi alinirsa

h'(y)(1+h'(y)* + g'(x)*)—4h'(y)h"(y)* =0

elde edilir.

h"(y) # 0 oldugu kabul edelirse ve her iki tarafin y’ye gore tiirevi alinirsa
9" (V) (1+h'(y)* +9'(0)°)-4g'(y)g"(y)* =0

bulunur.

Burada g"(x)=0 yada h"(y)=0dur.

g"(x)=0 ise

a,b € R olmak iizere g(x)=ax+b

olarak elde edilir. Dolayisiyla

p(X,y) = (X, y,ax+b—h(y)) = (0, y,b-h(y)) +x.(1.0,2)
bir silindir ylizeyidir.

Ef’ Lorentz uzayinda S 6teleme yiizeyi
z=9(x)—h(y) (4.3)

x=9(y)-h(2) (4.4)

doniistimleriyle verilebilir.

S’nin K Gauss egriligi, yukaridaki benzer hesaplamalar yapilarak sirasiyla
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K — —g"(x)h"(y) (4.5)
(1-h'(y)’ - 9'(x)?)

yada

K — -g"(y)h"(2) (4.6)
(h'(2)*-g'(y)’ -1)

seklinde elde edilir.
K sabitse g"=0 yada h"=0 olup yiizey bir silindir yiizeyidir.

Teorem 4.3

(1) S, 3-boyutlu Oklid uzay1 E®de sabit ortalama egriligi H =0 olan bir dteleme yiizeyi
olsun. Bu durumda S, E® de asagidaki gibi bir yiizey yada yiizeyin pargasidur.

=

1+ A2
2H

1-4H*¢ -1y (1€R) (4.7)

(11) S, 3-boyutlu Lorentz uzay1 E]de sabit ortalama egriligi H #0 olan bir 6teleme

yiizeyi olsun. Bu durumda;

(i) Eger S spacelike bir yiizey ise bu taktirde; S asagidaki gibi bir yiizey ya da bu

yiizeyin bir parcasi olur;

f 2

z= 12_H’1 1+ 4H23E - 4y (j4]<1) (4.8)
2

x=ﬂ,y—“12:|/1 JaH?22_1 (4.9)
veya

, 2
X = éH_1«/1+4H2y2—/12 (j41>1) (4.10)
dir.
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(if) Eger S timelike bir yiizey ise bu durumda; S asagidaki gibi bir yiizey ya da yiizeyin

bir pargasi olur.

f 2
z= 12_|f JaH? ~1-2y (]2 <1)

f 2
z= /le_lel—4H2x2 -2y (|4]>1)

2
X=Ay+ “12:1 J1+4H%7?

X = _“;;_l«/mzyz ~1-2z (]4]>1)

ya da,
f 2
X = 12_H’1 JL-4H?y? 27 (|2] <1)
(Liu, 1999).
Ispat:

(1) S, E® Oklid uzayinda, sabit ortalama egriligi H # 0 olan bir yiizey olsun.

z=9g(x)—h(y) denH hesaplanirsa
L9 "(x).(1+h'(y)*)-h"(y).(1+ 9 '(x)?*)

2.(1+h'(y)* +9'(0)°)?

seklinde elde edilir.

Bu son esitlikte X’e gore tiirev alinirsa

-3

g '“(1+h'2)—2(g ‘g “h“)(1+ g '2+h'2)7

39 g (1en?) (i g )] g eh?)

[g"'(1+h'2)—2(g'g"h")](1+g'2+h'2)2 —6Hg'g"(1+g'2+h'2)

-5
2

=0
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1

[g“(1+ha)—2(g'g“hﬂ]CL+ga+hQ);::6Hg'g“

elde edilir. y ye gore tiirev alinirsa

-1
(2h'h"g"-2g'g"h™)(1+g?+h?)?
-3
2

—h'h*[g"(1+h?)-2g'g"h"](1+g?+h?)z =0

denklemi bulunur. Bu denklemi H ’ye gore diizenlenirse;

1

(2h°h"g"-2g'g"h")(1+ g% +h"?)Z ~6Hg'g"h*h"(L+g +h?)" =0
1

(2h'h"g"-2g'g"h")(1+g"+h")? ~6Hg'g"h'h" =0

elde edilir.

g"(x) #0veh"(y) #0 oldugu kabul edilirse,
m m 1
3H = g—_h_ (1_|_ g '2+h'2)§
g 1 g n h 1 h n
bulunur.

Burada x’e gore tiirev alinir ve tekrar diizenlenirse,

(g—j(“ g+ h'2)2 +3Hg'g"=0

gdg

esitligini elde edilir.

g"(x)#0veh"(y) #0 oldugundan H =0 bulunur. Bu da H #0ile gelisir. O halde,
g"=0 veya h"=0 olmalidir.

h"=0olursa, h(y)=A.y+c seklinde (4.16) denkleminde yerine yazilirsa,

3
g"()(1+4%)=2H (1+g”+h*)? (4.17)
elde edilir. Bu denklem ¢oziiliirse;
g'=pve
v pdp
g =p dg

degisken degistirmesiyle,
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3

(1+4%) pS—SzZH (1+ 4%+ p?)?
2

—(1+/1 )p 7 dp =2Hdg

(1+ 4%+ p?)2

1+ A%+ p*=u

2.p.dp =du

2
(1+/1 )d—u—ZHdg

§_
u2

% fo
u2

-1

1+ A% \u?
[ 2 j—_]_:ZHg +Cl

2
(1+12)
= 2H
(1+/12+p2); g+c
2
1

bu ifade diizenlenirse,

(l+ /12)2

=1+ A% +p°
(2Hg +cl)2 P
2
p2 :M_(]A_iz)
(2Hg +c1)2

; =\/(1+/12)2 -(1+2°)(2Hg+e)' _qg

(2Hg +c,)’ dx
(2Hg +c,).dg _dx
\/(1+/12)[(1+2,2)—(2Hg +a)’ |
1 (2Hg +c,) dg = dx

L+ 22 [(1+2%)(2Hg +c,)°



2H.g+c =V

elde edilir. Tirev alinirak

2.H.dg =dv
dv
dg=—
g 2.H
1 1 v dv =dx
1+22 2H J(1+27)-v
1+ A% —Vv? =t
—2\v.dv=dt

1 1 (—1) dt
| = |7 =dx
Jra2 2H L 2

tE

elde edilir. Tekrar integral alinirsa,

— 1 v =X+C
aH1+ 22 1 i
2

2 = 2H 1+ 22 (x+¢,)
t=—4H?(1+2%)(x+c,)’

1+ 2% —v* =4H? (1+ A7) (x+c,)°
(1+4%)-4H?(1+ 4%) (x+c,) =v?
(1+47)[1-4H7 (x+c,)" | =2

V=22 1-4H? (x+c, )’

Buradan da

v=2Hg+c,

2Hg +¢, =1+ 47 \[1-4H? (x+c, )’
1 2
g =mx/1+/12\/1—4H2(x+02) ¢,

C,vec,sabitleri yeniden diizenlenirse;

g =$\/1+/12\/1—4H2(x+c1)2 ¢,




elde edilir.

Yiizey z=g(x)—h(y) seklinde oldugu icin

x/1+ A2

\/1 4H? (x+¢,)" +¢, — Ay seklindedir.

Sekil 4.2 Oteleme yiizey (a) A =3,H=2ve (b) 1=0,H =1

(11) S, E® Lorentz uzayinda, sabit ortalama egriligi H # 0 olan bir yiizey olsun.

z=9g(x)—h(y)denH igin,

9 0(1-h(y)?)-h"((1-9g ')

- (4.18)
2iL-h'(y)* - g'()*[
ve
x=9g(y)—h(z) i¢in,
o 9"(Y)(h'(@)*-1)-h"(2)(1+9'(y)?) @19

2lh(2)’ - g'(y)* -1

seklindedir. (1).dekine benzer hesaplamalarla
z=g(x)=h(y)
esitliginden

\/1 /12

JL+4H? (x+¢ ) - 2y
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elde edilir. Buda ispati tamamlar.

Sekil 4.3 Oteleme yiizey (a) A=0,H =1 ve (b) A= _?1 H=-1

Simdi de,
9"(x)(1-2*)=2H (g '(x)—(1—12))

diferensiyel denklemi ¢oziiliirse, (I).dekine benzer hesaplamalarla; z=g(x)—h(y)

3
2

esitliginden

i

— )2
2.H

7= JAH? (x+¢,)F —1+c,~Ayelde edilir.

Sekil 4.4 Oteleme yizey () A=0,H =1ve  (b) A= ‘?1 H=2
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3
2

|4] > Lise g "(x)(4* ~1) = 2H (2* -1-g'(x)*)
diferensiyel denklemi yine l.deki gibi ¢oziiliirse,

z=g(x)—h(y)

esitliginden

A% —
2.H

elde edilir.

2= Y2 L o an? (xa 0, ) +c,-ay

Sekil 4.5 Oteleme yiizey (@) A=-3,H=2 ve (b)) 1=-2,H = _—21
(4.4) deki ylizey ig¢in g"=0oldugunda Ef’ de bir 6teleme olarak,

g(y) = L.y +cyazilabilir.
(4.18) den, x=g(y)—h(z) icin,

—h"(2)(1+ 42) = 2H (h'(2)’ = 4° _1)3
ya da
—h'(2) (1+47) = 2H (4? +1+ h'(z)z)ﬁ

diferensiyel denklemi bulunur. Bu denklemler sirayla ¢oziiliirse,
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1+ 22

() == JAH? (z+6,) +1+¢, (6,C, €R)  (4.19)

ve

@)= o (e +1vc, (. <R) (4.20)
elde edilir.

h"=0 oldugundan, h(z) = 4.z oldugunu farz edilirse (4.19) dan,

3
9"(y)(2*-1)=2H (4’ -1-g'(y)’)? (4.21)
ve

3
2

9"(y)(2*-1)=2H(g'(y)* +1-2°) (4.22)

denklemlerine ulagilir. (4.19) un ¢oziimiinden; (c,,c, € R,|4|>1) olmak iizere

N

2—1 2 2
g(y) = o5 \/1+4H (y+c,) +c,

spacelike yiizeyi elde edilir.

Sekil 4.6 Oteleme yiizey (Q)A=-3,H=2 ve ())A1=3,H = _71
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(4.22) denkleminin ¢dziimiinden,

J_J4H (y+c)

-1+c,(c,c, eR |4 >1)

a(y)=

timelike yiizeyi bulunur.

Sekil 4.7 Oteleme yiizey (8) A=2,H =1 ve (b)) A=3,H =-2

J_

\/1 4H?(y+¢,) +c,(c,c, e R[4 >1)

a(y) =

timelike ylizeyi elde edilir.

Sekil 4.8 Oteleme yiizey () A1=0,H =2 ve (b) A= _?1 H=-1
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olarak elde edilir. Bunlar da Teorem 4.3 nin ispatini tamamlar.

Teorem 4.4

(1) S, 3-boyutlu Oklid uzayr E* de sifir ortalama egrilikli bir dteleme yiizeyi olsun.
Budurumda$S, E® de asagidaki gibi bir yiizey veya bu yiizeyin bir parcast olur.

z= % log (cos(ix))—% log(cos(y)) (4 #0,4€R)

(11) S, 3-boyutlu Lorentz uzay1 E; de sifir ortalama egrilikli bir 6teleme yiizeyi olsun.

Bu durumda;

(i) Eger S, spacelike yiizey ise E]uzaymnda bulunan asagidaki yiizeyin bir spacelike

pargasina esit olur.

z= % log(cosh(4x)) —% log (cosh(1y)) (4.23)

X= % log(cos(1y)) + % log(sinh(4z)) (4.24)

(i)Eger S, timelike yiizey ise (4.21) ve (4.22) esitliklerinin timelike kisimlarina ya da

asagidaki gibi E iin bir pargasia esit olur.

z= % log (sinh(ﬂx))—% log(cosh(1y)) (4.25)
z :%Iog(cosh(/lx))—% log (sinh(1y)) (4.26)
z= % log (sinh(ﬁx))—% log (sinh(1y)) (4.27)
ya da,
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X= 1 log(cosh(y)) - 1 log(cosh(Az))
A A
(Liu, 1999).

ispat:
(1) 3-boyutlu E* Oklid uzayinda sifir ortalama egrilikli S yiizeyini ele alalim.

z=g(x)+h(y)olsun.

L9 "(X)(L+h'(y)?)+h"(y) (1+9'(x)?)
201+ g'(y)’ +h'(2)’|?

aliirsa
9"(x)(1+h'(y)*)+h"(y)(1+9'(x)*) =0

~g"(9)(1+h'(y)*)=h"(y)(1+9'(%)?)
olur. Her iki tarafi (1+h'(y)*)(1+9'(x)*) ile bdliiniirse;

~g(L+hy?) ) (Lo ()

(L+h'(y)?*)(1+9'00*)  (1+h'(y)*)(1+9'(07)

den

—9"'(x) __h'y)
1+9'(x)*> 1+h'(y)?

elde edilir. Bu ifade A sabitine esitlenerek ¢oziiliirse; z = g(X) + h(y) oldugundan,

1 1
= ’ log (cos(ix))—z log (cos(1y))

olarak bulunur. Buda ispati tamamlar.

(2) 3-boyutlu E} Lorentz uzayinda sifir ortalama egrilikli S yiizeyini ele alinirsa:

(i) S spacelike olsun.(EG - F* >0)
(@) z=g(x)—h(y)

56

(4.28)



ve
(b) x=g(y)+h(z)
olsun. Bu durum da z = g(x) —h(y) den

o g"(9)(1-h'(y)*)-h"(y) (1~ 9'(x)?)

: (4.29)
201-g'(x)* ~h'(y)’[?

ve x=g(y)+h(z)

o g"(y)(h'(2) —1)+h"(2)(1+39 $)) ), (4.30)
2|h'(2)* - g'(y)* -1

dir.

(4.14) da H =0 icin
g"(x)(1-h'(y)*)-h"(y)(1-g'(x)*)=0
g"(x)(1-h'(y)*) =h"(y)(1-9'(0)?)
9" ___h'y) _,
1-g'(x)* 1-h(y)’
olur. Tlk olarak
9" _
1-g'(x)?
denklemi ele alinirsa,
dg

g :p:&

._dp
dx
degisken degistirmesiyle
dp

dxzzl
1-p

g'=p

1

2

dp = A.dx olur.

Buradan integral alinirsa,

[ 1_1p2 dp = [ 2.dx
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1 1 1
2! {a— o) p))dp:f Ao

1 1
f((l—pf(up)Jdp:Z“dx
~In(1- p)+In(1+ p)=24x+In(c,)

(“ p} 22x+In(c,)

eZZ,X _1
9=
smh(ﬂx)

g= j tanh(Ax)dx = j p—p dx

g(x) = Iog(cosh(lx))

elde edilir. Benzer sekilde,

h'(y) _
1-h'(y)’

denklemi ¢oziiliirse,
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h(y) :%Iog(cosh(ﬂy))

bulunur.

z =g(x)—h(y) oldugundan,
7= % log (cosh(Ax)) —% log (cosh(1y))

yiizeyi elde edilir.

Sekil 4.9 Minimal yiizey (a) A =% ve (b)1=-4

(b) x=g(y)+h(z)

_9'0)(h@*-1)+h"(y)(1-9'0)*)

H 3
2@ - g'(y)* -1

=0

den,
9"(y).(h'(2)* -1)+h"(2).(1+9'(y)*) =0
-9"(y).(h'(2)° -1)=h"(2).(1+9'(y)")

gy _ '@
1+g'(y)’ h'(y)*-1
esitligi ¢oziiliirse oncelikle
_9'y) _
1+g'(y)’

denklemi ele alinirsa ve
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degisken degistirmesi yapilirsa

dp

dyzz/1
1+p
1

1+p

dp = Ady

2

olur. Buradan integral alinirsa

I 1p2 dp = Iﬂdy

1+
—arctan(p) = Ay +c,

p=—tan(dy+c,)

, d
g'= p=d—=—tan(ﬂy+cl)

dg =—tan(4y+c,)dy
elde edilir. Tekrar iki tarafin integrali alinirsa,

sin(Ay+c,) q

9(v)= _-[ cos(Ay+¢,)

a(y) =%Iog(cos(ﬂy+cl>)
c,=0
a(y) =%Iog(cos(ﬂy))

bulunur.
Benzer sekilde,
h“(z)
h'(y)’ -1
denklemi ele alinirsa
_dn
dz

._dp
dz

h'=p

h"=p
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alinarak,

dp

dz
2 =4

p°-1

1
p?-1

dp=A1.dz
elde edilir. Tekrar integral alinirsa,

j p?_l_ldp = jﬂdz

1 1 1

2w et
1 1

(g o

In(p-1)-In(p+1)=24z+In(c,)

In[p—_lj: 242+1In(c,)

p+1

p_lzceZAZ
p+1 '
p-1=ce*(p+1)

p _1 — CleMz p + CleZAz

p(l— C1e212 ) _ CleZEZ +1

_1tce?”
l_ CleZZZ

_1+ce?”

= h ! =
P 1-ce*”

dh _1+ce*”
dz 1-ce*”

dz

ho (L c,e’”
- 1_C eZﬂ.Z
1
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h= [coth(Az)dz = | cosh(42) ;,
sinh(1z)

h(z) = % log (sinh(42))

bulunur.
Boylece, x=g(y)+h(z) igin,

1 1 .
X = 2 log(cos(4y)) = log(sinh(42)).

yiizeyi elde edilir.

Sekil 4.10 Minimal yiizey (a) A=-2 ve (b) 4= 5—]6

(ii) S bir timelike yiizey olsun. (E.G—F* <0)

z =g(x) —h(y)icin,

L9 "(x)(l—h'(y)Z)—h"(y)(l—sg )?)
21L-g'(x)* ~h'(y)’?

dir.
H =0igin,
9"()(1-h'(y)*)-h"(y)(1-g'(x)*)=0

g"()(1-h'(y)?) =h"(y) (1-9'(%)?)

62



9" __h'ly) _

(1-9'(y)’) (1-h(y))

elde edilir.

Timelike olmasi yani,
1-g'(x)* —h'(y)* <0

olmas1 durumu incelememiz i¢in bakmamiz gereken dort farkli durum vardir.

1.Durum

g'(x)<1ve h'(y)<lise
g'(x)  h'(y)

(1-9'()?) (1-h'(y)?)

denkleminin ¢oziimiinden,

g(x)= % log (cosh(Ax)).
ve

h(y) =%Iog(cosh(ﬂy)).

olur. Buradan z = g(x) —h(y) :%Iog(cosh()tx))—%Iog(cosh(ﬁy)).

elde edilir.

2.Durum
g'(x)<1ve h'(y)>1lise
g'(x)  _  h'(y)

(1-9'0%) (h'(n*-1)

denkleminin ¢6ziimiinden,

g(x)= % log (cosh(4x)).

ve

h(y) :%Iog (sinh(1y)).
olup z=g(x)—h(y) = % Iog(cosh(ﬂ,x))—%log (sinh(y)).
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yiizeyi elde edilir.

Sekil 4.11 Minimal yiizey () A=-2 ve (b) A= %

Bu yiizey 2.Cesit Scherk Yiizeyiolarak adlandiriimistir(Woestjne,W.D.I.,1990).

3.Durum
g'(x)>1 ve h'(y)<lise
g'(x)  _  h'(y)

(9'(x)*-1) (1-h'(y)*)

denkleminin ¢éziimiinden,

g(x) = % log(sinh(Ax)).

1
h(y) = = log(cosh(A.y)).
dir. O halde

z=g(x)-h(y)= % log (sinh(1x)) —% log(cosh(4y)).

yiizeyi elde edilir.
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Sekil 4.12 Minimal yiizey () A=-2 ve (b) A= 2—10

Bu yiizey 3.Cesit Scherk Yiizeyi olarak adlandirilir(\Woestjne,W.D.1.,1990).

4.Durum

g'(x)>1ve h'(y)>1ise
g"(x)  _  h'(y)

(9'0%-1) (h'(y)*-1)

denkleminin ¢oziimiinden,

g(x) = % log(sinh(Ax)).

h(y) =%Iog (sinh(1y)).
bulunur. Buradan
7= g(x)~h(y) = % log (sinh(ﬂx))—% log (sinh(4y)).

yiizeyi elde edilir.
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Sekil 4.13 Minimal yiizey (a) =1 ve (b) A = —3—]6

X =9g(y)+h(z) i¢in,
_9' (M@ -1)+h"@)(1+9'(y)’)
2|h(2)* - g'(y)* -1

H

olur.
H =0igin,

g"(y)(h'(@)? ~1)+h"@) (1+g(y)*) =0

g9"(y)(h'(2)’ 1) =-h"(2)(1+9'(y)*)

g'y) _ h'(@
(1+9'(y)?) (M@’ -1)
elde edilir.

Burada da h'(z) nin 1 den kiigiik ve 1 den biiyiik olmas1 durumlar1 vardir.

(@) h'(z)* <1 ise
g"(y)  _ h"(z)

(1+9'v?) (M@ -1)

denkleminin ¢6ziimiinden,

a(y) = —%Iog(cos(zy)).

ve
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h(z) = —% log(cosh(1z)).
olur. Dolayisiyla

x=g(y)+h(2) = —% log(cosh(y))- % log(cosh(1z)).

yiizeyi elde edilir.

Sekil 4.14 Minimal yiizey (a) 2=1 ve (b) A= _%

Bu yiizey 2.Cesit Scherk Yiizeyi olarak adlandirilir(Woestjne,W.D.1.,1990).

(b)
h'(z)? >1 ise
9'(y) _  h'(®

(1+9'(y?)  (h@-1)

denkleminin ¢éziimiinden,
g(y) = % log (cos(1y)).
h(z) = % log(sinh(1z)).
olup,

x=g(y)+h(z) = % log(cos(4y))+ % log(sinh(42)).

yiizeyi elde edilir
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Sekil 4.15 Minimal yiizey (@) 2=1 ve (b) A = _%

Bu da Teorem 4. 4' iin ispatin1 tamamlar.

E; Minkowski uzayinda spacelike, timelike ve ligthlike dogrultulara gore Steleme

yiizeyleri alt1 ¢esit olarak goz oniine alinabilir.

1.Cesit spacelike dogrultu boyunca ve spacelike dogrultuda,
2.Cesit spacelike dogrultu boyunca ve timelike dogrultuda,
3.Cesit ligthlike dogrultu boyunca ve ligthlike dogrultuda,
4.Cesit ligthlike dogrultu boyunca ve spacelike dogrultuda,
5.Cesit timelike dogrultu boyunca ve ligthlike dogrultuda,
6.Cesit timelike dogrultu boyunca ve timelike dogrultuda,

5. ve 6. Cesit oteleme yiizeyi

S =0(u,v) ={g(u,v), 9,(u,v), o, (u, V)
={g(u+Av)+h(v),u,v}

i) |A|=1 yiizey 5.cesittir.

ii) 4| >1 yiizey 6.gesittir.

_Op(u,v)  _dp(u,v)
YT T T

olmak tizere, S’nin 1.temel formu

| = E.du®+2.F.du.dv +G.dv?
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2

E=(¢,,0,)=0,"+1

F=(p,0)=9,(49,+h)
G :<¢v’¢v> = (ﬂ’gu +h\/)2 -1

seklinde ifade edilir.

E; de spacelike ve timelike yiizey igin sirasiyla

EG-F*>0 ve EG-F?<0

Olmak lizere S ylizeyinin II. temel formunun katsayilari

g,
J2e,+h) -2 -1

A0,
(29, +h,) —g2 -1
J |

2°9,,
J0g 4y - g2 -1
olmak tizere,

Il = L.du® +2.M.du.dv+ N.dv®

seklindedir. Bu durumda S ylizeyinin Gauss ve Ortalama egrilikleri

Ou (470, +h, ) - 205
((29,+h )"~ 97 -1)|(4g, +h) -~ 92 -1

K =

(02 +1)(2°9, +1, ) ~229,0,, (A0, +1, )+ 0, (A9, +h, ) -1)

H=
2((2g, +h )" -2 1), (39, +n ) - 92 -1

seklindedir.
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Sonug:
y=U+AV ve z=V doniigiimii ile

a(y,z)

8(u,v)$O

ve (4.31) ve (4.32) denve &==1 olmak iizere

g..h
K = yy' 'z .
e((/lzgy+hz)2—gj—1)

~ h, (gﬁ +1)+ g, (24 -1+ hf)

%

2¢(e(2g, +h,) -9} -1
seklindedir.
Teorem 4.5

S, E; de 6.¢esit dteleme yiizeyi olsun. Bu taktirde eger S minimal ise S bir diizleme

Ozdestir yada g ve h fonksiyonlar

C,,C,,C sabit ve ¢ #0 olmak lizere

9= %1 log |sec(—c(u +AV)+ cl)| +c,

Sekil 4.16 Minimal ylizey c=4 ve A=1
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+C,

Sekil 4.17 Minimal yiizey c=4 ve A=+/2

seklindedir(Yuan ve Liu, 2011).

Teorem 4. 6
S 6. gesit 6teleme ylizeyi ve H =0 ise bu taktirde;
(i) S spacelike ise agagidaki yiizeylerin birine ya da bunlarin agik bir pargasina denktir.

(@) ceR olmak tizere

_ 2
o(u,v) = 21:|C VAH?U? —1-2%cv+c(u+Av)

(b)
[ 4 2 2 4 _ 43
o(Uv) = o2 +4 1\/4;1H (wsa?)a- Ll AR
2HA -1 VA*-1 At-1 at-1
seklindedir.
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(i) S timelike ise asagidaki yiizeylerin birine ya da bunlarin agik bir pargasina denktir.

(©)

(U, V) =— Zl:l ¢ \/M—/lzcwc(u +Av)

(d)
T

seklindedir(Yuan ve Liu, 2011).

Teorem 4.7

K #0 ise5. ve 6. Cesit Steleme ylizeyi yoktur(Yuan ve Liu, 2011).

Teorem 4.8
o(u,v)={g(u+Av)+h(u),u,v}
bir 6teleme yiizeyi olsun. Bu ylizey 5. Cesit minimal ylizeydir

C,,C,,C sabit ve ¢ # 0 olmak iizere yiizey bir diizlemdir, h ve g fonksiyonu

g :%Iog [sec(c(u+Av)+c,)+¢,

Sekil 4.18 Minimal ylizey c=4 ve A=1
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h :%Iog|(cv+c1)|+c2

Sekil 4.19 Minimal yiizey c =4

seklindedir(Yuan ve Liu, 2011).
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BOLUM V
SONUCLAR

1995 yilinda Johan Walrave doktora tezinde 3 ve 4 boyutlu Minkowski uzayinda egriler
ve ylizeyleri incelemis ve bir siniflama yapmistir. Bu ¢alismada ise egriler ve yiizey
egrileri lizerine kurulan Frenet catilart verilmis ve 3 boyutlu Minkowski uzayinda

minimal ve &teleme yiizeyleri incelenmistir.
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