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OZET

BULANIK DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN NUMERIK COZUMLERI]

SEVIM, Ferhat
Nigde Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti

Matematik Anabilim Dali

Danigman : Yrd. Dog. Dr. Murat Alper BASARAN

Mart 2012, 125 sayfa

Bu calismada bulanik mantik ve temel kavramlari, bulanik diferansiyel denklemlerin
genel yapisi, bulanik say1 degerli fonksiyonlarin Hukuhara diferansiyellenebilirligi ve
kuvvetli genellestirilmis diferansiyellenebilirligi tanimlanarak bunlarin  bulanik
diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerini nasil etkiledigi, adi diferansiyel denklemlerin
niimerik ¢ozlimleri i¢in niimerik metotlar kullanilarak bulanik diferansiyel denklemlerin

niimerik ¢oziimleri verilmistir.

Anahtar Sézciikler: Bulanik kiime, Bulanik diferansiyel denklemler, Bulanik degerli fonksiyonlarin
Hukuhara ve kuvvetli genellestirilmis diferansiyellenebilirligi, Bulanik diferansiyel denklemler igin
niimerik metotlar.
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SUMMARY

NUMERICAL SOLUTIONS OF FUZZY DIFFERENTIAL EQUATIONS

SEVIM, Ferhat
Nigde University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor : Assis. Prof. Dr. Murat Alper BASARAN

March 2012, 125 pages

In this study some notions such as fuzzy logic, fuzzy set theory, the general form of
fuzzy differential equations, fuzzy valued functions, Hukuhara differentiability and
strongly generalized differentiability are introduces. Thus those notions are employed in
the solution of differential equations. Then numerical solutions of fuzzy differential

equations are searched based on different methods.

Keywords: Fuzzy set, fuzzy differential equations, Hukuhara differentiability and strong Hukuhara

differentiability of fuzzy differentail equations, numerical methods for fuzzy differential equations.
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ONSOZ
Bu calismada bulanik kiime ve temel kavramlari, bulanik diferansiyel denklemlerin
genel yapisi, bulanik say1 degerli fonksiyonlarin Hukuhara diferansiyellenebilirligi ve
kuvvetli genellestirilmis diferansiyellenebilirligi tanimlar1  kullanilarak  bulanik
diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin elde edilmesinde uygulanmalar1 literatiir
yardimiyla incelenmistir. Adi diferansiyel denklemlerin niimerik ¢éziimleri i¢in 6nerilen
niimerik metotlar kullanilarak bulanik diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimleri
incelenmis ve c¢esitli uygulamalara bu calismada yer verilmistir. Bu calismanm bu

konuya ilgi duyan arastirmacilara yardimci olmasi dilerim.



TESEKKUR
Bu tezin hazirlanmasinda basta emegi gegen ve desteklerini eksik etmeyen danigsmanim
Yrd. Dog¢. Dr. Murat Alper BASARAN’a, beni her konuda destekleyen ve bu tez
calisma silirecinde desteklerini esirgemeyen Yrd. Dog¢. Dr. Mehmet Tarik ATAY’a

tesekkiirlerimi sunarim.

vi



ICINDEKILER

OZET .ottt ettt iii
SUMMARY ..ttt ettt ettt e ettt e e et e et e e sebeeesnneeeenneeeeneee v
ONSOZ ...ttt \%
TESEKKURLER ......cocoiuiuiiiieiiieeeieeeeeeeeeeeeeee et vi
ICINDEKILER .....coooiuiiiieeieeeeeeeceeeeeeeeeeeeee et vii
CIZELGELER DIZINI.....c.oiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeee e, X
SEKILLER DIZINI.....c.coiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e, Xiii
BOLUM L GIRIS ..o 1
BOLUM II. BULANIK MANTIK TEMEL KAVRAM VE TANIMLARI ............. 3
BOLUM III. BULANIK DIFERANSIYEL DENKLEMLER ..........c.cccoovvvnnnn... 16
3.1 Bulanik Degerli Fonksiyonlarin Diferansiyellenebilirligi............ccocuveeeennnee 16

3.1.1 Hukuhara diferansiyellenebilirlik ...........cccccoeiiiiiiiiiniiiiniiiieeee, 16

3.1.2 Kuvvetli genellestirilmis diferansiyellenebilirlik ...............cccceeeeeenenn. 18
3.2 Bulanik Diferansiyel Denklemelerin Genel Yapist......ccooceeeeenniiiiiinniieeeannnee. 21

3.2.1 Hukuhara diferansiyellenebilirlik ile bulanik diferansiyel denklemler..22
3.2.2 Hukuhara diferansiyellenebilirlik ile bulanik
diferansiyel denklemlerin ¢OZUMIETT........cccovviiiiiiniiiiiiiiiiiieieeee, 24

3.2.3 Kuvvetli genellestirilmis diferansiyellenebilirlik ile bulanik

diferansiyel denklemlerin ¢OZUMICTT.........cccvvviiiiiieeeeeiiiiiiiieeee e, 32

BOLUM IV. BULANIK DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN
NUMERIK COZUMLERI ......oooiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 39
4.1 Bulanik-Cauchy Problemi............ccccceeeiiiiiiiiiiiieeieeiiieee e 39
4.1.1 Bulanik diferansiyel denklemlerin niimerik ¢6ziimlerin yakinsakligi...... 40

4.2 Bulanik Diferansiyel Denklemlerin Niimerik Coziimleri i¢in Euler Metodu.... 41

4.3 Modifiye Edilmis Euler Metodu ..........cccvvviiiiiiiiiieeeeeeeeee e 43
4.3.1 Bulanik diferansiyel denklemlerin niimerik ¢éziimleri i¢in modifiye

edilmis Euler metodu ...........ccccvviviiiiiiiiiiiiiiie s 46

4.4 Modifiye Edilmis 2-adim Simpson Metodu...........ccccuvviiiiiiiiiinniiiiiiieeeeeeees 47
4.4.1 Bulanik diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimleri i¢in modifiye

edilmis 2-adim SImMpson MEtOdU ........cceeeveeiiiiiiiiieeeeeeeiiieeeee e 49

4.5 2-adim MEtOdU ......cooiiiiiiiiiii e 51

4.5.1 Bulanik sayilarm interpolasyonu ............ccceeeeciiiiiieeeeeeiiniiiiieeee e 52

vil



4.5.2 Bulanik diferansiyel denklemlerin niimerik ¢6ztimleri

161N 2-ad1M METOAU ....vvvviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieee ittt eaeer e rasaaaeaees 53

4.6 Adams-Bashforth 3-adim Metodu.............ooiiiiiiiiiiiieee 56
4.6.1 Bulanik diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimleri i¢in

Adams-Bashforh 3-adim metodu.............cccoiiiiiiii 57

4.7 3. mertebeden Runge-Kutta Metodu.............coeveeviiiiiiiiiiiiieeiiiiiiiiieeee e 60
4.7.1 Bulanik diferansiyel denklemlerin niimerik ¢6ziimleri i¢in

3. mertebeden Runge-Kutta metodu ..........cccvvvviiiieiieiiiiiiiiiieeeeees 64

4.8 He’nin Varyasyonel Itererasyon Metodu .............c.ccooveevveeveeeeeeeeeeeeenennes 66

4.8.1 Bulanik diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimleri i¢in

He’nin varyasyonel itererasyon metodu ..........ccceeeeeeeeiiiiiiiieeeeeeeenen, 66

BOLUM V. UYGULAMALAR ........cocooviiiiieieeeeeeeeeeeeeeeeee e, 68
5.1 UYUIAMA ...t e e e e e e e e e e e e e e neannaees 68
5.1.1 Modifiye edilmis Euler metodu ile yaklagim ............c.cccccvviiiiiiiinnnnnnn. 68
5.1.2 Modifiye edilmis 2-adim Simpson metodu ile yaklasim ....................... 69
5.1.3 2-admm metodu ile yaKIlagim .........ceeeveiieeiiiiiiiiiiiiee e 70
5.1.4 Adams-Bashforth 3-adim metodu ile yaklagim.............cccccvevieieinnnnnin. 71
5.1.5 3. mertebeden Runge-Kutta metodu ile yaklagim................ccccoeeeeennnn. 72
5.1.6 He’nin varyasyonel iterasyon metodu ile yaklagim.............................. 73

5.2 UYZUIAMA ...ttt e e et e e e e e e e e a e e e e e e e e nnnannaaes 77
5.2.1 Modifiye edilmis Euler metodu ile yaklagim ............ccccocvvviiiiiiinnnnnnn. 77
5.2.2 Modifiye edilmis 2-adim Simpson metodu ile yaklasim ....................... 78
5.2.3 2-admm metodu ile yaKIlagim .........ceeeveeeiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeee e 79
5.2.4 Adams-Bashforth 3-adim metodu ile yaklagim .............cccccovveeeiiennnnin. 80
5.2.5 3. mertebeden Runge-Kutta metodu ile Yaklasim...............ccccceeeennn. 80
5.2.6 He’nin varyasyonel iterasyon metodu ile yaklagim.............cccccceennieen. 81

5.3 UYUIAMA ...ttt e et e e e e e e e e e e e e e e nnanaaees 86
5.3.1 Modifiye edilmis Euler metodu ile yaklagim ............c.cccccovvviiiiiiinnnnnnn. 87
5.3.2 Modifiye edilmis 2-adim Simpson metodu ile yaklasim ....................... 87
5.3.3 2-admm metodu ile yaKlagim ........cceeeviiiieiiiiiiiiiiiiee e 88
5.3.4 Adams-Bashforth 3-adim metodu ile yaklagim .............cccccoeveeeeinnnnnin. 89
5.3.5 3. mertebeden Runge-Kutta metodu ile yaklagim................cccceeeeennnn. 89
5.3.6 He’nin varyasyonel iterasyon metodu ile yaklagim.............................. 90

viil



5.4 UYZUIAMA ..ottt e e e e e e e e et e e e e e e e e nnanaaaes 95

5.4.1 Modifiye edilmis Euler metodu ile yaklagim ............c.cccccviiiiiiiiinnnnnnnn. 95
5.4.2 Modifiye edilmis 2-adim Simpson metodu ile yaklasim ....................... 96
5.4.3 2-admm metodu ile yaKIlagim .........c.oeveviiiieiiiiiiiiiiiieee e 97
5.4.4 Adams-Bashforth 3-adim metodu ile yaklagim .............cccccvvvieiiiennnnnn. 97
5.4.5 3. mertebeden Runge-Kutta metodu ile yaklagim................ccccoeeeeennnnn. 98
5.4.6 He’nin varyasyonel iterasyon metodu ile yaklagim.....................oo.e. 99
5.5 UYUIAMA ....oiiiiiiiiieieeeeee e e e e e e e 103
5.5.1 Modifiye edilmis Euler metodu ile yaklagim ..............ccccovvvveeeeeennnnnn. 103
5.5.2 Modifiye edilmis 2-adim Simpson metodu ile yaklasim ..................... 104
5.5.3 2-admm metodu ile yaKlagim ..........ccceeeeeeiiiiiiiiiiiee e, 105
5.5.4 Adams-Bashforth 3-adim metodu ile yaklagim .............ccccceeeeeeeennnins 105
5.5.5 3. mertebeden Runge-Kutta metodu ile yaklagim...............ccccceeennins 106
5.5.6 He’nin varyasyonel iterasyon metodu ile yaklagim...............cccoeennee. 107
5.6 UYZUIAMA .....oiiiiiiiiiieeeeeee e e e e e e e e e e e e e nearaeees 112
5.6.1 Modifiye edilmis Euler metodu ile yaklagim ..............ccccovvvveeeeeennnnin. 112
5.6.2 Modifiye edilmis 2-adim Simpson metodu ile yaklasimm ..................... 113
5.6.3 2-adimm metodu ile yaKlagim ..........ccceeveeeeiiiiiiiiiiieee e 114
5.6.4 Adams-Bashforth 3-adim metodu ile yaklagim .............ccccceveeeeeennnins 115
5.6.5 3. mertebeden Runge-Kutta metodu ile yaklagim................cccceeenis 115
5.6.6 He’nin varyasyonel iterasyon metodu ile yaklagim...............ccccoeene. 116
BOLUM VL. SONUCLAR ......coovoiitiiiieieeieeeeeeeeeeeeeeeeee et 121
KAYNAKLAR ...ttt ettt et e et e e e e 123

X



CiZELGELER DiZiNi
Cizelge 5.1 (5.1) Denklemin modifiye edilmis Euler metodu ile
NUMETiK yakKIagiml....oooiieereiiiiiiiieeee e 74

Cizelge 5.2 (5.1) Denklemin modifiye edilmis Simpson metodu ile

NUMETiK yakIagiml....oooiieeeiiiiiiiiiieee e 74
Cizelge 5.3 (5.1) Denklemin 2-adim metoduyla niimerik yaklasimi...................... 75

Cizelge 5.4 (5.1) Denklemin Adams-Bashforth 3-adim metodu ile

NUMETiK yakKIagiml....oooiieeriiiiiiiiieee e e 75
Cizelge 5.5 (5.1) Denklemin 3. mertebeden Runge-Kutta metoduyla

NUMETiK yaKIagiml....ooeiieereiiiiiiiieee e 76
Cizelge 5.6 (5.1) Denklemin He’nin varyasyonel iterasyon metodu ile

NUMETiK yaklagiml.....oooieerriiiiiiiiieee e 76
Cizelge 5.7 (5.19) Denklemin modifiye edilmis Euler metodu ile

NUMETiK yakIagiml....oooiieeeiiiiiiiiiieee e 83

Cizelge 5.8 (5.19) Denklemin modifiye edilmis Simpson metodu ile

NUMETiK yakIagiml....oooiieeeiiiiiiiiiieee e 83
Cizelge 5.9 (5.19) Denklemin 2-adim metoduyla niimerik yaklagimu .................... 84

Cizelge 5.10 (5.19) Denklemin Adams-Bashforth 3-adim metodu ile

NUMEriK yaKlagimi....oooiieeeriiiiiiiiee e 84
Cizelge 5.11 (5.19) Denklemin 3. mertebeden Runge-Kutta metoduyla

NUMEriK yaKlagimi....oooiieeeiiiiiiiiiiee e e 85
Cizelge 5.12 (5.19) Denklemin He’nin varyasyonel iterasyon metodu ile

NUMEriK yaKlaSimi....ooeeieeeiiiiiiiiiee e e 85
Cizelge 5.13 (5.37) Denklemin modifiye edilmis Euler metodu ile

NUMEriK YaKlaSim....coeiireeiiiiiiiiiee e e 92

Cizelge 5.14 (5.37) Denklemin modifiye edilmis Simpson metodu ile

NUMEriK yaKlagimi....oooiieeeiiiiiiiiiiee e e 92
Cizelge 5.15 (5.37) Denklemin 2-adim metoduyla niimerik yaklasgimi ................... 93

Cizelge 5.16 (5.37) Denklemin Adams-Bashforth 3-adim metodu ile

NUMEriK yaKlagim....coeiereeiiiiiiiiiiee e e 93
Cizelge 5.17 (5.37) Denklemin 3. mertebeden Runge-Kutta metoduyla

NUMEriK yaKlagimi....oooiieeeiiiiiiiiiiee e e 94

Cizelge 5.18 (5.37) Denklemin He’nin varyasyonel iterasyon metodu ile



NUMEriK YaKlaSim....coeiireeiiiiiiiiiee e e 94
Cizelge 5.19 (5.54) Denklemin modifiye edilmis Euler metodu ile
NUMErikK yaKlagimi......oooveiiiiiiiiiieeeeeeeieeee e e 100

Cizelge 5.20 (5.54) Denklemin modifiye edilmis Simpson metodu ile

NUMEriK yaKlagimi......oooeiiiiiiiiiiieee e e 100
Cizelge 5.21 (5.54) Denklemin 2-adim metoduyla niimerik yaklagimi ................. 101

Cizelge 5.22 (5.54) Denklemin Adams-Bashforth 3-adim metodu ile

NUMErikK yaKlagimi......oooveriiiiiiiieeeeeeciiieeee e 101
Cizelge 5.23 (5.54) Denklemin 3. mertebeden Runge-Kutta metoduyla

NUMEriK yaKlagimi......ooeeeiiiiiiiiiieeee e e 102
Cizelge 5.24 (5.54) Denklemin He’nin varyasyonel iterasyon metodu ile

NUMErikK yaKlagimi......ooovrriiiiiiiieeeeeeeiieeeee e 102
Cizelge 5.25 (5.70) Denklemin modifiye edilmis Euler metodu ile

NUMErikK yaKlagimi......oooviriiiiiiiieeeeeeeiiieeee e e 109

Cizelge 5.26 (5.70) Denklemin modifiye edilmis Simpson metodu ile

NUMEriK yaKlagimi......oooeiiiiiiiiiiieee e e 109
Cizelge 5.27 (5.70) Denklemin 2-adim metoduyla niimerik yaklagimi ................. 110

Cizelge 5.28 (5.70) Denklemin Adams-Bashforth 3-adim metodu ile

NUMErikK yaKlagimi......oooveiiiiiiiiiieeeeeeeiieeeee e e 110
Cizelge 5.29 (5.70) Denklemin 3. mertebeden Runge-Kutta metodu ile

NUMEriK yaKlagimi......oooeiiiiiiiiiiieee e e 111
Cizelge 5.30 (5.70) Denklemin He’nin varyasyonel iterasyon metodu ile

NUMErikK yaKlagimi......oooeiiiiiiiiiiieeeeeeeieeee e 111
Cizelge 5.31 (5.86) Denklemin modifiye edilmis Euler metodu ile

NUMErikK yaKlagimi......oooeriiiiiiiiiieeeeeeeiieee e 118

Cizelge 5.32 (5.86) Denklemin modifiye edilmis Simpson metodu ile

NUMEriK yaKlagimi......ooeerriiiiiiiiieeee e e 118
Cizelge 5.33 (5.86) Denklemin 2-adim metoduyla niimerik yaklagimi ................. 119

Cizelge 5.34 (5.86) Denklemin Adams-Bashforth 3-adim metodu ile

NUMEriK yaKlagimi......ooeeriiiiiiiiiieeeeeeeieeeee e e 119
Cizelge 5.35 (5.86) Denklemin 3. mertebeden Runge-Kutta metoduyla

NUMEriK yaKlagimi......oooeiiiiiiiiiiieee e e 120

Cizelge 5.36 (5.86) Denklemin He’nin varyasyonel iterasyon metodu ile

xi



niimerik yaklagimi

xii



Sekil 2.1
Sekil 2.2
Sekil 2.3
Sekil 2.4

Sekil 2.5
Sekil 2.6

Sekil 3.1

Sekil 3.2

Sekil 3.3

Sekil 3.4

Sekil 3.5

Sekil 3.6

Sekil 3.7

Sekil 3.8

Sekil 3.9

Sekil 3.10

Sekil 3.11

SEKILLER DiZiNi

Geng bir kisi tarafindan gen¢ kavramai i¢in onerilen tiyelik

fonksiyonunun grafigi. ......ccccovviiiieiieiiiie e 4
Yash bir kisi tarafindan geng kavrami i¢in Onerilen iiyelik

fONKSIYONUN GIafil...cceeieeiiiiiiiiiiieee e e 5
Bulanik sayisini temsil eden gOSterim ..........cccvvvviveeeeeeeniiiiiiiieeee e e 11
Simetrik ticcgensel bulanik Say1.........ccoveviviiiiiiiiieeiiiiieeeeeeee, 11
Simetrik olmayan ticcgensel bulanik sayi........ccccceeevveiiiiiiiieieeeniiiine, 12
Yamuk bulanik Say1.........ceeieiiiiiiiiiiiiiiiiee e 12

(3.22) Bulanik diferansiyel denklemin u () = (—e’ , O,e’)

coziimiinlin grafiksel gOStErTMI.....ueeeeeeeeiiiiiiiieeee e e 25
(3.23) Bulanik diferansiyel denklemin (3.24) ¢dziimiiniin
rafiksel GOSETIMI ....uvvviiiieeeiciiiiiiice e e 28
(3.27) Bulanik diferansiyel denklemin (3.29) ¢oziimiiniin
rafiksel GOSETIMI ....uvvviiiieeieiiiiiiiiee e e 28

(3.32) Homojen bulanik diferansiyel denklemin u(7)=e'(2,3,4)
coziimiinlin grafiksel gOStErTMi.....cceeeeeeeiiiiiiiiieeee e 29
(3.33) Bulanik diferansiyel denklemin (3.36) u, (¢) ¢dziimiiniin

rafiksel GOSETIMI ....uvvviiiieeeiiiiiiiiiee e e 31
(3.34) Bulanik diferansiyel denklemin (3.37) u, () ¢dziimiiniin

grafiksel GOSETIMI ....uvvviiiieeeiiiiiiiiiee e e 32
(3.39) Bulanik diferansiyel denklemin (i1)-diferansiyellenebilen
coziimiinlin grafiksel gOStErTMI.....ueeeeeeeriiiiiiiieee e e, 33
(3.40) Bulanik diferansiyel denklemin (1)-diferansiyellenebilen
cOziimiinlin grafiksel gOStErTMI. . ...cceeeeeeeiiiiiiiieeeeeeeeeiiieeee e 35
(3.40) Bulanik diferansiyel denklemin (i1)-diferansiyellenebilen
coziimiinlin grafiksel gOStErTMI.....ueeeeeeeriiiiiiiieee e e, 35
(3.42) Bulanik diferansiyel denklemin (i1)-diferansiyellenebilen
(3.50) ¢oziimiiniin grafiksel GOStErimi. .......uvvveveeeeeeriiiiiiiieeeeeeeeieeee, 37
(3.42) Bulanik diferansiyel denklemin (i1)-diferansiyellenebilen

cOziimiinlin grafiksel gOStErTMI.....ceeeeeeeeiiiiiiiiieeee e e 38

xiil



BOLUM I
GIRIS

Bulanik diferansiyel denklemler olasiliga dayali (epidemi) belirsizlikler altinda dinamik
sistemlerin modellenmesinde dogal bir yol olup, son yillarda hizli bir sekilde
gelismektedir. Bulanik diferansiyel denklemlerin esas dayanagi bulanik kiime ve
bulanik tiirev kavramlaridir. Bulanik kiime kavrami Zadeh tarafindan 6nerilmistir [43].
Bulanik tiirev kavrami ise Zadeh ve Chang tarafindan gelistirilmistir [34]. Daha sonra
ise Dubois ve Prade tarafindan genisletme ilkesi kullanilarak gelistirilmistir [35]. Diger
metotlar ise Goetschel ve Voxman [36], Puri ve Rolescu [9] tarafindan tartisilmistir.
Bulanik diferansiyel denklem ve baslangi¢ deger problemi (Cauchy problemi), Kovela
[8,38], Seikkala[10], He ve Yi [39], Kloeden [40] tarafindan incelenmistir. Kandel ve
Byatt bulanik dinamik problemlerin analizine bulanik diferansiyel denklem kavramini
uygulamislardir [37].  Bulamik diferansiyel denklemlerin ¢6zliimii i¢in niimerik
yaklasimlar literatiirde ¢esitli calismalar ile incelenmistir [17,18, 20-22, 25, 26,31].
Literatiirde yer alan c¢alismalar bulanik diferansiyel denklemler klasik olarak
birbirlerinin benzerleri gibi goriiniirler. Bu ylizden bir¢ok Orneklerde verilen
denklemler, klasik adi diferansiyel denklemlerin bulaniklastirlmasi ile olusmustur [13].
Gercek diinya fenomenlerinin modellenmesinde bulanik baslangic deger problemleri
Diamond’un ¢alismalarinda ([4]’deki friksiyon(friction) denkleminde) goriilebilir. Fakat
bulanik diferansiyel denklemler her zaman klasik problemlerin bulaniklastirilmis bir
versiyonu degildir. Bu nedenle bazen de bazi gercek diinya fenomenleri i¢cin uygun bir
bulanik model olusturulabilinir. [4,13]

Bulanik diferansiyel denklemlerin calismalarinda bir¢ok yaklagim vardir. Hukuhara
tirevine dayali yaklasimin [9], bir bulanik diferansiyel denklemin [4] herhangi bir
¢Ozlimiiniin artan destek bolgesi genisligine sahip olmas1 gibi dezavantaj1 vardir. Bu da
belirsizligi arttirmaktadir. Bu hata, bulanik diferansiyel denklemlerin diferansiyel
kapsamalar ailesi olarak degerlendirilmesi [9] ile ortadan kalkmisti. Yalniz, diferansiyel
kapsamalarin kullanmasinda da hata vardi. Bu hata ise bulanik degerli bir fonksiyonun
tirevinin tanimlanmamis olmasiydi ve bu yiizden bulanik bagslangic deger
problemlerinin niimerik ¢oziimleri oldukca zor elde ediliyordu. [4, 9,13]

Bulanik say1 degerli fonksiyonlarm kuvvetli genellestirilmis diferansiyellenebilirligi

[1]7’de calisilmis ve genellestirilmistir. Bu durumda tiirevi tanimlanmis olacaktir ve



bulanik diferansiyel denklemin ¢6ziimii azalan destek bolgesi genisligine sahip olur.
Fakat teklik(¢coziimiin tekligi) ortadan kalkmistir. Baslangigta bu teksizlik bir problem
olarak goriinse de, yani, [6]’de vurgulandigi gibi H — diferansiyellenebilirlik altinda
teklik kaybolsa bile, benzer klasik denklemin farkli formlar1 bulaniklastirildiginnda
birbirine benzemeyen bulanik diferansiyel denklemler elde edilir. [3]’deki Onerilen
yaklasimda, klasik diferansiyel denklemlerin ¢dziimiinii Zadeh’in Genisleme Ilkesi
kullanilmaktadir. Bu metotta da bir dezavantaj bulunmaktadir ki bu da bir bulanik
baslangic deger probleminin ¢oziimiiniin niimerik olarak hesaplanmasinda gesitli ve
bir¢ok bulanik parametrelerin zaman harcatan bir meselse haline gelmesidir.[13]

Bu tez caligmasinda ikinci bolimde bulanik diferansiyel denklemlerin daha 1yi
anlasilmasi acisindan birinci boliimde bulanik mantik temel tanim ve kavramlari
verilmistir. Ikinci bdliimde bulanik diferansiyel denklemlerde kullanilacak Hukuhara
diferansiyellenebilirlik  [9] ve kuvvetli genellestirilmis diferansiyellenebilirlik
kavramlar1 verilmistir. Bu boliimde ayrica bu diferansiyellenebilme kavramlarinin
bulanik diferansiyel denklemler iizerindeki etkileri drneklerle gosterilmitir. Ugiincii
bolimde bulanik diferansiyel denklemlerin ¢dziimlerine niimerik olarak yaklasacak
niimerik metotlar verilmistir. Dordiincti boliimde, onceki boliimde verilmis olan
niimerik metotlarin uygulamalarla bulanik diferansiyel denklemlerin ¢6ziimleri

iizerindeki etkileri ¢izelgelerle gosterilmistir.



BOLUM II
BULANIK MANTIK TEMEL KAVRAM VE TANIMLARI

Klasik kiime kuraminda bir U evrensel kiimesinin 4 alt kiimesi, 4 ={x: P(x) } ile
ifade edilir. Burada x, P(x) Onermesini saglayan elemanlar1 gostermektedir. U

evrensel kiimesinin herhangi bir 4 alt kiimesinin gosterge fonksiyonu ya da

karekteristik fonksiyonu y, ile gosterilir ve

legerxe 4
Xa= (2.1)

Oegerxeg A

bi¢iminde ifade edilir.
U evrensel kiimesinin bir 4 alt kiimesinin gdsterge fonksiyonu y, bir elemanm 4

kiimesinde olup olmadigin1 gdstermektedir. Gosterge fonksiyonun alabilecegi sadece iki
deger vardiwr. Bu degerler 1 ya da 0 degerleridir. Kavram, elemanlarin aldiklar:

degerlerin [0,1] kapali araligina genisletilmesi ile genellestirilebilmektedir. Bu

fonksiyona ise liyelik fonksiyonu denilmektedir.

Tanim 2. 1. Bulanik kiime, tiyelik degerleri siirekli olan nesnelerin bir kiimesidir ve
iiyelik fonksiyonu ile karakterize edilmektedir. Uyelik fonksiyonu yardimiyla kiimenin

her bir elemanina 0 ile 1 arasinda degisen liyelik degerleri atanmaktadir.

Tammm 2. 2. Bir U evrensel kiimesinin 4 bulanik alt kiimesi bir fonksiyondur ve

A:U —[0,1] ile gosterilmektedir .

Tanim (2.2.)’de bulanik kiime i¢in verilen gdsterimin yerine literatiirde benimsenen

p, U —[0,1] gosterimi daha sonraki tamim ve islemlerde kullanilacaktir.

Tammm 2. 3. Bir bulanik kiime u,:U —)[0,1] ile gosterilir, u, fonksiyonu iyelik

fonksiyonu olarak adlandirilir ve u,(u) degeri, u, tlyelik fonksiyonun u degerini

aldiginda karsilik olarak atadigi iiyelik derecesini gostermektedir.



Bulanik bir kavram i¢in farkli g, tiyelik fonksiyonlar1 olmasmin diisiiniilebilecegini

belirtmislerdir. Onerilecek iiyelik fonksiyonu nesneldir ve ele alinan konuya gore
degisiklik gosterebilmektedir. Uygulamalarda iiyelik fonksiyonunun seg¢iminde
esnekligin olmasi faydali bir 6zellik olarak belirtilmektedir. Ornegin “geng” kavramini
ele alalim, herkes bu kavram i¢in farkli yas araliklarim1 karsilik olarak ifade
edebilmektedir. Bu 6znel ifadeyi liyelik fonksiyonu bi¢ciminde geng bir kisiden yazmasi

istenildiginde, “gen¢” kavramina iligkin iiyelik fonksiyonu ve grafigi

1 egerx <25

40—x

us(x)= eger 25<x <40 (2.2)

0 eger 40 < x

Cvalik Deraceleri

1.0
0.8
0.6
0.4

n.z

0.
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Sekil 2.1 Geng bir kisi tarafindan geng kavrami i¢in Onerilen iiyelik fonksiyonun grafigi

seklinde ifade edilir.

Ayn1 kavram i¢in yash bir kisiden lyelik fonksiyonu yazmasi istenildiginde tiyelik

fonksiyonu ve grafigi

1 eger x <40
80—-x

20 eger 25<x <60
w@=1 " @3)
eger 60<x <70

0 eger 70 < x
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Sekil 2.2 Yash bir kisi tarafindan geng kavrami i¢in Onerilen iiyelik fonksiyonun grafigi

seklinde ifade edilir.

Oznel bir konu olan iiyelik fonksiyonun belirlenmesinin kisiden kisiye farklilik
gosterdigi ornek iizerinde goriilmektedir fakat herhangi bir bulanik kavram icin her
kesin hem fikir oldugu ve o kavramui temsil ettigini diisiindiigii bir {iyelik fonksiyonu
belirlenebilir. Uyelik fonksiyonu, bulanik kiime, possibility dagilimi, possibility
kurami gibi kavramlar birbirleri ile i¢ ice bir durum sergilemektedirler. Bunlarin
arasindaki iliski hem s6zel hemde matematiksel agidan Zadeh tarafindan ac¢iklanmustir.
Bu kavramlar ile ilgili tanimlara ge¢gmeden once, Zadeh tarafindan sbézel olarak
aciklanan bu kavramlara deginilecektir. Zadeh possibility kuraminin bulanik kiime
kurami ile ilisikisini possibility dagilimi kavramimi tamimlayarak agiklamistir.
Possibility dagilimi bir degiskene atanan degerlerin iizerinde esnek bir kisit gibi

davranan bulanik kisit yardimiyla gerceklesmektedir. Daha acik bir sekilde ifade
edilirse, F’in U ={u} evrensel kiimesinin bulanik bir alt kiimesi oldugu varsayilsin.
Bu bulanik alt kiimenin tyelik fonksiyonu p, ile gosterilsin. Daha sonra, “X esittir
F” bi¢iminde ifade edilen bir énerme II, possibility dagilimini olusturmaktadir.

Burada, X degiskeninin U evrensel kiimesinden aldig1 u degerinin possibility degeri
IT, possibility dagilimma esitlenmektedir ve I, ’in aldig1 deger p, (#) olmaktadir.
Bu duruma u# 'nun F ile uyusmasi (compatibility) denilmektedir. Zadeh’in bu

aciklamasi ile X degiskeni bulanik degisken olarak ifade edilmektedir ve kendi
possibility dagilmu ile iliskilidir.



Yukarida ifade edilen edilen kavramlar arasi ilisiki Zadeh tarafindan matematiksel

bicimde verilmistir. Bunun ile ilgili tanim asagida verilmektedir.

Tammm 2.4. F, bir U evrensel kiimesinin bulanik bir alt kiimesi olarak . (u) tyelik
fonksiyonu ile karekterize edilmektedir. i, (u) tyelik derecesi, u 'nun F bulanik

kavrami ile uyumu bi¢ciminde yorumlanabilmektedir. X degiskenin U evrensel
kiimesinden degerler aldig1 varsayilsin. F, X ile ilintili bir sekilde bulanik bir kisit

R(X) olarak davrandig1 varsayilsm. “X esittir '~ bi¢giminde ifade edilen bir 6nerme
R(X)=F bi¢giminde yazilabilmektedir. Buradan, X ’in R(X) ’e esit oldugu varsayimi
altinda IT, possibility dagilimi ile R(X)=F esitligi iliskilendirilmektedir. Buradan,
X ile iliskili possibility dagilimi sayisal a¢idan F ’in lyelik fonksiyonuna

esitlenmektedir. Sembolik olarak, IT, = u, ile gdsterilmektedir.

“X esittir F” bigiminde ifade edilen bir 6nermenin “ X kii¢iik tam sayidir” dnermesi
oldugu varsayilsin ve bu ifade i¢in lyelik fonksiyonu ya da posibility dagilimi
IT, =1/1+2/1+0.8/3+0.6/44+0.4/5+0.2/6 bigiminde tanimlansin. Bu ifadede
ornegin, 0.8/3 ifadesi ile X degiskeninin 3 degeri i¢in iiyelik degerinin 0.8 oldugunu

gosterilmektedir.

Tanmm 2.5 R, reel sayilar kiimesini gosterdigi varsayilsin. F'(R) kiimesinin elemanlar1

R kiimesinin bulanik alt kiimeleri olsun. Bu elemanlara bulanik miktarlar (fuzzy
quantities)  denilmektedir. Bulamik miktarlar ile tiim aritmetik islemler

yapilabilmektedir. [1] Bunun ile iliskili teorem asagida verilmektedir.

Teorem 2.1 A, B, C bulanik miktarlar oldugu varsayisin. Bulanik miktarlarla ilgili

ifadeler



1.0+4=4

2.04=0
3. 1.4=4 4. A+B=B+ A
5.A+(B+C)=(A+B)+C 6. AB = BA

7.(4.B).C = A(B.C)

8.r(A+B)=r.A+r.B
9. A(B+C)<AB+AC

10. (-r)A=—(r.A)

. =(=A)=4 12. (—A4).B=—(A.B)
A

B'T_A 441y
4 1 r r

15. S=4— 16. A+ (-B)=A-B
B B

biciminde yazilabilir .
Bulanik miktarlarm 6zel bir smifi olan bulanik sayilar (fuzzy number) ile ilgili agiklama

asagida verilmektedir.

Tanim 2.6. Bulanik say1

1. En az bir x degeri i¢in, A(x)=1 degeri almalidir. Bu 6zellik normalllik 6zelligi
olarak adlandirilir.

2. A kiimesinin destegi {x:A(x) > 0} sinirhidir.

3. A’nin h kesitleri kapali araliklardir.
sartlarin1 saglayan bulanik bir miktardir .

Tanim (2.6)’dan

1. Reel sayilar bulanik sayilardir.

2. Bir bulanik say1 i¢cbiikey (konveks) bulanik miktardir.
3. Bir bulanik say1 yukardan yari siireklidir.

4. Eger A, A(x)=1 ile bir bulanik say1 ise, 4 [—oo, x] araliginda azalmayan ve [x,oo]

araliginda artmayan bir yapiya sahiptir.

sonuclar1 kolaylikla ¢ikarilabilir .



Tanmim 2.7. Bulanik bir aralik (interval)

1. 4 normaldir, A(x)=1, x e [a,b]
2. A kiimesinin destegi {x:A(x) > 0} sinirhidir.

3. A nin h kesitleri kapali araliklardir.

sartlarin1 saglayan bulanik bir miktardir .
Tanim (2.6)’da sadece bir nokta iiyelik degerini 1’e esitlerken, Tanim (2.7)’de bu durum
bir kapali aralik tarafindan saglanmaktadir. Birinci durum tiiggensel bulanik sayilara

karsilik gelirken, ikinci durum yamuk bulanik sayisina karsilik gelmektedir.

Tanim 2.8. 4 bulanik kiimesinin yliksekligi bire esitse normal olarak adlandirilir ve

Sup 41,(x)=1 (2.4)

esitligi ile gosterilir.

Eger bu esitlik bulanik kiimenin tanim kiimesinde yer alan herhangi bir eleman
tarafindan saglanamiyorsa, bu durumda A bulanik kiimesi normal degildir
denilmektedir.  Normal olmayan bulanik kiimeler normallestirme islemine tabi
tutulmaktadir. Normallestirme islemi ilgili kiimedeki en yiiksek degerli elemandan
baslayarak  diger  biitiin  elemanlarm  bu elemana  boliinmesi  suretiyle

gerceklestirilmektedir.

Tanmmm 2.9. 4 bulanik kiimesinin destegi (support) o kiimede yer alan ve tiyelik

degerleri u,(x)>0 kosulunu saglayan elemanlarin bir kiimesi bicimde ifade edilir

Tamim 2.10. Bulanik 4 kiimesinin / kesiti kapali bir aralik olup iiyelik degerleri

A, ={x: u,(x)>h} kosulunu saglayan bir kiime olacak bi¢imde ifade edilir.

Tanim 2.11. Eger {x: f(x)>h} kapali ise, fonksiyon f:R — Riistten yar1 siireklidir

denilmektedir.



Tamim 2.12. A4 bulanik kiimesinin konveks olarak adlandirilmasi i¢in gerek ve yeter

sart I', kiimesi ile tanimlanan kiimelerin tiim 4 ’ler i¢in (0,1] araliginda konveks

oldugunun gosterilmesi ile saglanir .

Tamim 2.13 A4 kiimesinin konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart

My [/le +(1_2~)x2] 2 Min[:uA (X)) 5 My (xz)] (2.5)

esitsizligi ile verilmektedir.

Zadeh [4] tarafindan tanitilan genisletme prensibi (extension principle) bulanik kiime
kuraminin en temel fikirlerinden bir tanesi olarak adlandirilir. Bulanik olmayan
matematiksel kavramlar1 bulanik miktarlar ile ele alabilmek icin genel bir yontem

olarak onerilmistir.

Tanmmm 2.14. (Genisletme prensibi) r tane evrensel kiimenin kartezyen carpimi

X =X, x..xX, biciminde oldugu varsayilsin ve r tane bulamk A4,...,4. kiimeleri

sirastyla evrensel kiimelerin elemanlar1 oldugu varsayilsin. » adet bulanik kiimenin

kartezyen carpimi
Apxd = min(u, () iy (8) /(3 x,)

bigiminde tanimlanir.

X, x..x X, kartezyen carpim kiimesinden Y evrensel kiimesineine f fonksiyonu
v=f(x,...,x.) olacak sekilde tanimlandig1 varsayilsin. Genellestirme prensibi r tane
bulanik 4; kiimesinden Y tizerindeki B bulanik kiimesine f ile ulagsmay1 saglamaktadir.

Bulanik B kiimesi i¢in iiyelik fonksiyonu

Hp(¥) = fs(up )min(uAl (), oo, Hy (x,)) (2.6)
Y= (%] s,

bi¢iminde verilmektedir .

Zadeh [4] genelde yukarida verilen ifadeyi



B=f(Aem ) =] min(u, (0).e tty (8)/ f (510 ,)

esitlikligi ile ifade etmistir.
Kiimeler {izerinde tanimlanmis olan birlesme, kesisme, kapsama, ve diger biitiin

islemler bulanik kiimeler i¢in rahatlikla genisletilebilmektedir.

Tamm 2.16. u,, 1, bulanik kiimeler oldugu varsayilsin. Verilen bulanik kiimeler i¢in

birlesme, kesigsme ve tiimleyeni

(Hy v )(x) = max {:uA (X), £y (x)} = p, (X)V 1y (X)
(ty A g )(x) = min {ILlA(x)’ Hp (x)} = (X) A (X) (2.7
() =1- 1, (x)

ile ifade edilir.

Bulanik sayilar tizerinde dort artimetik islem gergeklestirilebilmektedir.

Tammm 2.17. A ve B bulanik sayilar oldugu varsayilsin. Bu sayilar ile toplama,

cikarma, carpma ve bolme islmeleri gerceklestirilebilmektedir. Bu islemler

A+ B = [ (1, () A pry () [(x + )
A=B= [ (1, () A pty (2) /(x - )
Ax B = [ (1, () A g1y (x) [(xx )
A+ B = (11,(0) A () [(x + )

(2.8)

ile ifade edilmektedir.

Bir bulanik say1 i¢in pozitif, negatif ya da sifir bulanik say1 tanimi yapilabilmektedir.
Tammm 2.18. Bir 4 bulanik sayisinin destek bolgesinde yer alan alt ve iist s
degerleri sifirdan bliyiikse pozitif, sifirdan kii¢iikse negatif ve alt smir degeri sifirdan

kiigiik ve tist sinir degeri sifirdan biiyiikse sifir bulanik sayisi olarak adlandirilir .

10



Dubois ve Prade [6] bulanik sayilar i¢cin uygulama agisindan kolay ve uygulanabilir yeni

bulanik sayilar dnermiglerdir. Bir bulanik say1y1 genel olarak ifade eden gosterim

Sekil 2.3 Bulanik say1y1 temsil eden gosterim

ile verilmektedir.

Dubois ve Prade [6] bu genel durumdan daha 6zel olan bulanik sayilari, bir bagka
deyisle, simetrik licgensel bulanik sayi, simetrik olmayan iiggensel bulanik say1 ve
yamuk sayilarmi 6nermislerdir. Sekil 2.4, Sekil 2.5 ve Sekil 2.6 bu sayilarin gorsel

bi¢cimlerini vermektedir.

a 4] C

Sekil 2.4 Simetrik tiggensel bulanik say1

11



a b C

Sekil 2.5 Simetrik olmayan tiggensel bulanik say1

Sekil 2.6 Yamuk bulanik say1

Yukarda verilen bulanik sayilar parametik olarak iki farkli yolla ifade edilebilmektedir.

A, B, C smrasiyla simetrik licgensel bulanik sayi, simetrik olmayan {iggensel bulanik

say1 ve yamuk sayilar1 oldugu varsayilsin. Birinci yontem bulanik sayilari u¢ noktalar1

A=(a,b,c)
B =(a,b,c) (2.9)
C=(a,b,c,d)

ile gostermektedir.
Ikinci parametrik yazma bigimi ise bulamk sayilarm merkez degerleri, sola yayilim

degerleri ve saga yayilim degerlerini iceren bir yazim tiirline dayanmaktadir. Yine ayni

bulanik sayilar

12



A=(b,m)
B =(b,m,n) (2.10)
C = (k,b,c,1)

ile ifade edilebilmektedirler.
Ik bulanik sayida » merkez deerini, m ise sola ve saga yayilim degerini
gostermektedir. Bu say1 simetrik licgesel bulanik say1 oldugu i¢in saga ve sola yayilim

degerleri esittir. ikinci bulanik sayida b merkez degerini, m sola yayilim degeri, n
saga yayilm degeri gostermektedir. Ugiincii bulamk sayida [b,c] araligt merkez

degerini, k£ sola yayilim degeri, / ise saga yayilim degerini gostermektedir.

Dubois ve Prade 6zel bir tiir olan L-R tipli bulanik say1y1 6nermislerdir. Bu say1

_ L({(m-x)/a) x<m,a>0,

Fat {R((x—m/,B) x=m.B>0,

2.11)

ile ifade edilmektedir .
L sol taraf, R ise sag tarafta yer alan ifade i¢in kullanilir, A bulanik sayisinin ortalama

degeri m dir. a,f ise swrasiyla sol ve sag yayilim degerlerini gostermektedir.

Yayilimlar sifir oldugu zaman bulanik say1 M gercel sayiya doniismektedir. Yayilimlar
artarsa M bulanik sayis1 daha fazla bulanik olmaktadir. Sembolik olarak A bulanik

sayl1s1
M:(maaaﬁ)ue (2.12)

ile ifade edilir. M bulanik sayis1 yaklasik olarak m degerine sahip tam olarak

bilinemeyen bir miktar1 tanimlamada kullanilmaktadir.
Tanim 2.19. Bir L-R tipli bulanik sayis1

1. L(x) = L(~x)
2. L(0)=1

3. L [0,+o0) arahiginda azalmayan bir fonksiyondur.
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kosullarini saglayan bulanik sayidir .
L-R bulanik sayilar1 artimetik islemler yapilabilmektedir. Toplama isleminin nasil
yapilacagi agik sekilde gosterilecektir, diger islemler i¢in formiilasyonlar verilecektir.

M ve N gibi iki bulanik saymin artan fonksiyon gdsteren kisimlari ele alindigi

varsayilsm. M =(m,a,),, ve N =(n,y,0) iki bulanik say1 oldugu varsayilsin. x, y

(m —Xx)

iki essiz gergel sayr olarak  L( ):w:L(M) esitligini saglamaktadir.
/4

Burada w, [0,1] kapali araliginda sabit oldugu varsayilsin. x, y degerlerinin esitlikleri

x=m—oalL'(w)

(2.13)

y=n-yL"(w)
bi¢iminde elde edilir. Bu iki deger toplandiginda
z=x+y=m+n—(a+y)L (w) (2.14)

L - m+n-—z .. N ..
degeri elde edilir. L [—j =w degeri toplamin liyelik degeri olmaktadir.

oa+y
Ayni yaklasimla sag taraf i¢in de hesaplamalar yapilabilir ve sonug
ple=(mim) (2.15)
p+0

bi¢iminde elde edilir. Carpma islemi i¢in benzer yol izlenerek
z=x.y=mn—(my+na)L"' (w)+ayL"(w) (2.16)

degeri elde edilir. Esitlik (2.16)’den goriilecegi gibi, elde edilen yeni bulanik sayr L-R
tipli say1 degildir. Iki bulanik saymin toplami ve ¢ikarmasi sonucu elde edilen bulanik
say1 kapali bicimde elde edilmesine ragmen, bu durum ¢arpma ve bolme islemleri i¢cin

gecerli degildir.Biitiin artimetik iglemler i¢in formiilasyonlar
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(m,a, B) g +(1,7,6) g =(m+n,a+y,f+06),

(m,a, B) g =(n,7,6) 1 =(m—=n,0+y, f+0)
(m,a,B),zx(n,y,0),, =(mn,noc + my,nff+mod),,, M >0,N >0
(m,a,B),x(n,y,0),, =(mn,noe —mdé,nf —my),,, M <0,N >0
(m,a,B);,x(n,y,0),, =(mn,—nf—md,—nf—my),,, M <0,N <0

(2.17)

(m,ot, B) ., +(1,7,8),, = (m/n, m5n+2 na mV};ﬁ”)LR, M>0,N>0

bi¢iminde verilmektedir.
Bolme isleminde bulanik sayilarin negatif olmasi durumunda yapilacak hesaplamalar
carpma isleminde yapilanlar ile benzerdir. Son olarak bir bulanik sayi ile bir skalerin

carpiminin sonucu ve bulanik saymin tersi i¢in formiilasyon

VA>0, AeR, Ax(m,a, B),, = (Am,Aa,Af),,

VA<0, LeR, Ax(m,a, f),, =(Am,=AB,—Aa) , (2.18)
1—mx 1
1 (0) = L), 2 —
ax m

ile verilmektedir.
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BOLUM III
BULANIK DIFERANSIYEL DENKLEMLERE GiRi$

3.1 Bulanik Degerli Fonksiyonlarin Diferansiyellenebilirligi

Dinamik sistemlerin belirsizlik modellenmesinde birinci yaklasim olarak Hukuhara
tiirevi ya da genellestirilmesi olan Seikkala tiirevi kullanilmaktadir. Baglica bulanik
diferansiyel denklemlerin varlik ve teklikleri [8], [5], [10], [12], ve [11]’da ¢alisilmstir.
Ayrica dinamik sistemlerin belirsizlik modellenmesinde 6nemli bir yeri olan Hukuhara
ya da Seikkala tiirevi ise [9]’de gelistirilmistir. Hukuhara tiirevine bagl yaklagim,
herhangi bir diferansiyellenebilir fonksiyonun artan destek bdlgesi genisligi icin
dezavantaj saglamaktadir. Bu sorunun ¢6ziilmesi icin ise bulanik degerli fonksiyonlarin
kuvvetli(strongly) genellestirilmis diferansiyellenebilirligi [1]’de gelistirilmis ve
calisilmistir. Bu durumda tiirevin varlig1 ve bir diferansiyellenebilir fonksiyonun azalan

destek bolgesi genisligine sahip olmasi saglanmistir.[13]
3.1.2 Hukuhara diferansiyellenebilirligi

Tanmm 3.1.1 x,y e R, olsun. ze R, vardir dyle ki x=y+z ’dir. O halde z; x ve y

‘'nin H —farki olarak adlandirilir ve x®,,y ile gosterilir.[13]
Tamm 3.1.2 Yeteri derecede kiigiik #>0 i¢in f(x+4)0, f(x) ve f(x)©,f(x—h)

H —farklar1 vardir ve oyle bir f '(x) e R, vardir oyle ki;

i LR () = f'(x) G.1)

ANO h AN\O h
O halde f '(x) bulanik sayisina f ’in x noktasinda Hukuhara tiirevi denir.[9,13]

Tanim 3.1.3 Bulanik degerli bir fonksiyonun Seikkala tiirevi

fi(ab) >R [£1(0)] =| (£ () (£ (1)) ] 0221 (3.2)
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olarak tanimlanir. Ayni zamanda bu esitlik f '(x) e R, 'nin bulanik say1 olarak

tanimlanmasini saglar [10,11,13].
Asagidaki sonuclar, “olasiliga dayali ¢evrilmezlik (probablistic irreversibility)” ‘de

Seikkala-Bobylev teoremi olarak bilinir.

Teorem 3.1.1 Seikkala diferansiyellenebilir bir fonksiyon; azalmayan destek bdlgesi

genisligine sahiptir [13].

Lemma 3.1.1 u(t):(x(t),y(t),z(t)) iicgen say1 degerli bir fonksyon ise u Seikkala

diferansiyellenebilir < u'=(x",y",z") liggensel bir bulanik sayidir [13].

Uyann 3.1.1 ceR, ve g:(a,b)>R, x,e(a,b) de diferansiyellenebilir olsun.
vxe(a,b) i¢in f:(a,b)>R,; f(x)=c-g(x) olsun. Oncelikle g'(x,)>0 olsun. O

halde; g'(xo)zlimg(x0+h)_g(x0)

olmak tizere vyeterince kiicik %£>0 icgin
ANO h

g(xo + h) — g(xo) = w(xo,h) >0 olur. c ile carpilarak
c-g(xo +h) :c-g(x0)+c-w(xo,h) >0 olur. Yani f(xo +h)—f(xo) H — farki vardur.

g(xo)_g(xo_h)
h

Benzer sekilde g'(xo):y{r(} olacak sekilde yukaridaki gibi

f(x)=f(x,—h) H-— farki vardir. Ayrica bu basit sonuglarla f'(x,)=c-g'(x,)
oldugu da gosterilmis olunur.

Simdi g'(x,)<0 oldugunu varsayarsak, f(x,+h)—f(x,) ve f(x,)—f(x,—h) H-
farklarmi ve f '(xo) tiirevinin varligmi yukaridaki izlenen yolu takip ederek kolayca

goriilebilir. Sonug olarak, Tanim 3.1.3°den f'(x,) var olacagini her zaman ¢ikarilamaz

[13].

Ornek 3.1.1 f(t):(—e’,O,e’) olsun. Fakat f'(t):(—e’,O,e’) oldugundan hem

F'(1)=f(¢) hemde f'(t)=—f(t) geliskisi vardur.
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F(t)=(1,2,3)e™" olsun. Varsayalm ki f(¢) diferansiyellenebilir olsun. O halde
Lemma 3.1.1°¢ gore bulanik say1 olmayan f '(t):(—e",—2e",—3e") ‘u elde edilmis

olunur.
Bu oOrnekten de goriilecegi gibi her Seikkala diferansiyellenebilen bulanik degerli
fonksiyonun Hukuhara tiirevi olmayabilir ama her Hukuhara Tiirevlenebilir

fonksiyonun Seikkala tiirevi vardir [13].

3.1.2 Kuvvetli genellestirilmis diferansiyellenebilirlik

Kuvvetli(strongly) genellestirilmis diferasiyellenebilirligin tanimi [1]’de gelistirilmistir.

Tamm 3.1.4: f:(a,b) >R, ve x,€(a,b) olsun. f'(x,)€R, elemani varsa f, x,

’da kuvvetli(strongly) genellestirilmis diferansiyellenebilirdir 6yle ki;

i) Yeterince kiigiik />0 i¢in; 3/ (x,+h)O, f(x,) 3/ (x))O,f(x,—h) ve limitler

2

( D metriginde)

h)® ® —h
g 2O 0]y SRIOTERZR) (33)
ya da;

i) Yeterince kiigiik /2> 0 igin; EIf(xO)GHf(xo +h) ,Elf(xo —h)@Hf(xo) ve limitler

S (%)Of (% +h) _
%11{13 (—h) —111{13 (—h) =f (xo) 3.4)
ya da;

ii1) Yeterince kii¢iik 2> 0 i¢in Elf(xo +h)®Hf(x0) , Elf(xo —h)@Hf(xo) ve limitler

i Ly )
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ya da;
iv) Yeterince kiigiik £>0 i¢in 3/ (x,)©,, f (x,+%) , 3£ (x,)0,f (x,—h) ve limitler

— lim p — /'(x,) (3.6)

dir. Bu tanimdaki (1). durum, [9]’de gelistirilen H — tiirevi (Hukuhara tiirevi)’ne uygun

tanimdir.[13]

Uyan 3.1.2 Bu tanim ¢eliskili degildir; yani, f ve x, i¢in en azindan iki (1) ve (iv)
durumlar1 ayn1 anda saglanir. O halde bir ¢eliski elde edilmez. Gergekten, 6rnegin (i) ve

(111) durumlar1 saglansin. O halde, 4,B,C e R, olmak iizere f(xo +h) :f(x0)+A ,
F(x)=f(x,—h)+B ve f(x,—h)=f(x,)+C olursa; f(x,)=f(x,)+[B+C] olur,
yani, f'(x,)=0 oldugu durumda B=C=0 esitligini ya da f'(x,)eR oldugu

durumda B,CeR igin B=-C esitligini saglayan B+C =0 esitligini elde etmis
oluruz. Fakat biitiin bu durumlarda, onceki tanimlardaki biitiin limitlerin esit oldugunu
kolayca goriilebilir. (i) ve (iv)’den elde edilen diger kombinasyonlarin da ayni sekilde

benzer sonuclar verecegi aciktir.[13]

Lemma 3.1.2 u(7) = (x(t),y(t),z(t)) iicgen say1 degerli fonksiyon olsun. O halde;u,
(1)-diferansiyellenebilir (Hukuhara diferansiyellenebilir) ise u'= (x’, vz ’) olur.

u, (1)-diferansiyellenebilir (Hukuhara diferansiyellenebilir) ise u'= (z', v x') olur.[13]

Ornek 3.1.2 f(7)=(1,2,3)e” olsun.
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AN —h AN —h

(3.7)

Bu esitligin sonundaki limitte 0/0 belirsizligi oldugu igin burada L’Hospital kurali

uygulanirsa;

. (3ele™ 2ele™ el
lim
-1 -1 -1

lim : : ] =(-3¢",-2¢",~¢" ) =€ (-3,-2,-1) (3.8)

olur. Benzer sekilde

(3.9)

aynt sekilde son limitte 0/0 belirsizligi oldugu i¢in burada L’Hospital kural

uygulanirsa;
. [3e7e" 2e7e" e'e! . PR »
51{%[ T =(-3¢",-2¢",~¢" ) =€ (-3,-2,-1) (3.10)

olur. Dier taraftan; f'(t)=e¢"(1,2,3)=¢"(-3,-2,-1) olur.
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i 2O (12H) e J(t=)©, /(1) =1'(¢) (3.11)

NG —h AN —h

—t

oldugundan f(¢); (ii)-diferansiyellenebilirdir ve x(¢)=¢"', y(t)=2¢" ve z(t)=3e

olarak ifade edilirse, f'(¢)=(z',»",x") olur [13].

3.2 Bulanik Diferansiyel Denklemlerin Genel Yapisi

Bulanik diferansiyel denklemler olasiliga dayali(epidemi) belirsizlikler altinda dinamik
sistemlerin modellenmesinde dogal bir yoldur. Literatiirde calisilmis cogu bulanik
diferansiyel denklemler klasik olarak birbirlerinin benzerleri gibi goriiniirler. Bu ylizden
bircok Orneklerde verilen denklemler, klasik adi diferansiyel denklemlerin
bulaniklastirlmasi ile olugsmustur.

Gercek diinya fenomenlerinin modellenmesinde bulanik baglangic deger problemleri
Diamond’un ¢alismalarinda ([4] deki friksiyon(friction) denkleminde) goriilebilir. Fakat
FDEs her zaman klasik problemlerin bulaniklastirilmig bir versiyonu degildir. Bu
nedenle bazen de bazi gercek diinya fenomenleri i¢in uygun bir bulanik model
olusturulabilinir.

Bulanik diferansiyel denklemler caligmalarinda bir¢cok yaklasim vardir. Hukuhara
tirevine dayali yaklasimin [9], bir bulanik diferansiyel denklemin [4] herhangi bir
¢Ozlimiiniin artan destek bolgesi genisligine sahip olmas1 gibi dezavantaj1 vardir. Bu da
belirsizligi arttrmaktadir. Bu hata, bulanik diferansiyel denklemler diferansiyel
kapsamalar ailesi olarak degerlendirilmesi [9] ile ortadan kalkmisti. Yalniz, diferansiyel
kapsamalarin kullanmasinda da hata vardi. Bu hata ise bulanik degerli bir fonksiyonun
tirevinin tanimlanmamis olmasiydi ve bu yiizden bulamik baslangic deger
problemlerinin niimerik ¢oziimleri oldukca zor elde ediliyordu.

Bulanik say1 degerli fonksiyonlarin kuvvetli genellestirilmis diferansiyellenebilirligi
[1]7’de calisilmis ve genellestirilmistir. Bu durumda tiirevi tanimlanmis olacaktir ve
FDE’nin ¢6ziimii azalan destek bolgesi genisligine sahip olur. Fakat teklik(¢coziimiin
tekligi) ortadan kalkmistir. Baglangicta bu teksizlik bir problem olarak goériinse de, yani,
[6]’de vurgulandig1 gibi H — diferansiyellenebilirlik altinda teklik kaybolsa bile, benzer
klasik denklemin farkli formlar1 bulaniklastirildiginnda birbirine benzemeyen FDE’ler

elde edilir. [3]’deki Onerilen yaklagimda, klasik adi diferansiyel denklemlerin
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¢oziimlerinde Zadeh’in Genisleme ilkesi kullanilmaktadir. Bu metotta da bir dezavantaj
bulunmaktadir ki bu da bir FIVP’nin ¢6ziimiiniin niimerik olarak hesaplanmasinda
cesitli ve bircok bulanik parametrelerin zaman harcatan bir meselse haline gelmesidir

[13].

3.2.1 Hukuhara diferansiyellenebilirlik ile bulanik diferansiyel denklemler
Asagidaki lemma, bulanik diferansiyel denklemi integral denkleme doniistiirmektedir.
Bu  bolimde diferansiyellenebilirlik kavrami Hukuhara diferansiyellenebilirlik

olacaktir. Burada diferansiyel denklem Hukuhara tiirevi kullanilarak yazilmistir [9,13].

Lemma 3.2.1 x, € R i¢in siirekli oldugu varsayilan /:RxR, >R, ile y'= f(x,»),
y(xo) =y, €R, bulamk diferansiyel denklemi (xo,x] ) cR araligi {lzerinde

Vxe [xo,x]] i¢in

y(x) = +L’;f(x,y(t))dt (3.12)

integral denklemine esittir ve (i) ya da (ii)) goz Oniinde bulundurularak
kuvvetli(strongly) genellestirilmis diferansiyellenebilirlige baglidir. Burada iki denklem
arasindaki esitlik, birbirinin herhangi bir ¢éziimiiniin digeri i¢in de saglandigi anlamina
gelmektedir. [12]°de bu agiklamalardaki ¢oziimlerin varhigi ve tekligi ispatlanmistir

[13].

Teorem 3.2.1 Farz edelim ki asagidaki sartlar saglansin.

a)  B(ynq)={yeR,:D(y.y,)<q} . R, de  kapal  bir Kkire;
Ry =[xy, %, + p]x B (¥,,q) olsun. f:R, —> R, siirekli bir fonksiyondur &yle ki biitiin
(x,y)€R, igin D(0,/ (x.))=|f (x.)|, <M dir.

b g:[x.x+p]x[0,g] >R Syle ki g(x,0)=0 dr ve 0<g(xu)<M ;
Vxe[x,x,+p], 0<u<q, dyle ki g(x,u) azalmayandir ve u'(x)=g(xu(x)),

u(x,)=0 [x,,x,+ p]’de u(x)=0 olacak sekilde bir ¢dziimii vardir.
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C) V(x,y),(x,z)eRo icin D(f(x,y),f(x,z))Sg(x,D(y,z)) dir ve D(y,z)Sqdur.

O halde;

(3.13)

{M=f@y)

J’(xo):yo

bulanik  baslangic  deger  problemi; »=min { D, % , Mi} olmak  lizere
1

y:[%,%,+7] > B(y,.q) olacak sekilde tek bir ¢oziime sahiptir. Coziime yakimsayan

ardisik iterasyonlar asagidaki gibidir.

Yo =y(x)
’ 3.14
Vi () =20+ [ S (0.3,(1))dt (3.14)

Asagidaki Peano-tip teorem; bazi kolaylastirilmis sartlar altinda kuvvetli(strongly)
genellestirilmis  diferansiyellenebilirlik ile bulanik diferansiyel denklemlerin

cOzlimlerini saglar [13].

Teorem 3.2.2 R, =[x,,X,+ p|xB(y,.q9); p.q>0, y,eR, ve f:R - R, siirekli
olsun &yle ki bitin (x,y)eR, i¢in Hf(x,y)HF <M dir. V(x,y),(x,z)eR, ve
D( v, z) <q olmak iizere f bulanmk say1 degerli fonksiyon

D(f(x,y),f(x,z)) < LD(y,z) Lipschitz sartim1 saglar. O halde (3.13) bulanik

diferansiyel denkleminin 7 =min { p,%,Mi} olmak iizere y: [xo,xo + r] —>B ( Vos q)

1
olacak sekilde tek bir ¢oziime sahiptir. Ayrica (3.14)’deki ardigik iterasyonlar bu

¢Ozlime yakinsar [13].
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3.2.2 Hukuhara diferansiyellenebilirlik ile bulamik diferansiyel denklemlerin
coziimleri

[1]°de asagidaki diferansiyel denklemlere denk denklem ele alinmustir:

u'=-u ve u'+u:0,u(0):u0 (3.15)

Bu denklemler bulaniklastirildiginda, iki farkli bulanik diferansiyel denklem elde
ederiz. Tabii ki; ikincisinin herhangi bir bulanik gercel olmayan ¢6ziimii olmayacaktir.

O yiizden; [6]’de bir forcing(zorlayici) terim eklenmistir ve dolayisiyla

u'+u20'(t), u(O):uO (3.16)

seklinde olmustur. Ayrica bu forcing terim ¢oziimlerin davranislarini etkileyecektir.

Bulanik baslangi¢ deger problemi u, = (—l, 0, l) olmak iizere

u'+u:e_'(—l,0,l), u(O):uO (3.17)

olsun. Daha 6nce bu problemin ¢dziimiinin u(7)=(-1,0,1)e” (1+7) oldugu ileri
stirtilmiistii. Ancak, [7]’de yukaridaki u ’nun bulanik diferansiyel denklemin bir ¢6zimii
olmadig1 gosterilmistir. Ayrica; modifiye edilmis o (7) nin bu durumu diizeltici bir

se¢cim oldugunu ve [6]’deki temel iddianin, bulanik ¢ozlimiin niteliginin forcing terimin
se¢imine bagli oldugu belirtilmistir.[13]

Klasik olarak verilmis normalde birbirine esit ii¢ adi diferansiyel denklemdir:

u'=-u +0'(t), u'—O'(t) =—u ve u'tu= O'(t); u(O) =u, (3.18)

Ancak bu denklemlerin baslangic degerleri bulaniklastirilmis bir sekilde verildiginde;

u'=-u+o(t), u(0)=u,, u, eR, ve 0 :R>R, (3.19)

u'-o(t)=—u, u(0)=u,, uyeR, ve c:R >R, (3.20)
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u'+u=a(t),u(0):uo,uoeRF veo:R—->R, (3.21)

sekline doniisiir ve olduk¢a degisik davranis sergilerler.

Burada, homojen ve birbirine benzemeyen bulanik baslangic deger problemlemleri ile
baslayip daha sonra homojen olmayan bulanik diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin
davranislar1 asagidaki oOrneklerle mukayese edilecektir. Ayrica burada kullanilan

diferansiyellenebilirlik tipi Hukuhara diferansiyellenebilirliktir[9,13].

Ornek 3.2.1 Oncelikle ¢ok popiiler bir bulamn baslangi¢ deger problemi olan
u'=-u, u(O):(—l,O,l) (3.21)

olsun. Bu problemin ¢oziimii u(t):(—e’,O,e’) dir. Bu ¢oziimiin grafik gdsterimi

sekil 3.1°de goriilebilir.

Sekil 3.1 (3.22) Bulanik diferansiyel denklemin grafiksel gosterimi
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Bu 6rnege benzer homojen olmayan FIVP,

utu=2¢"(~1,0,1), u(0)=(~1,0,1) (3.23)

bi¢iminde olsun. O halde (3.23)’iin ¢6ziimii

u(t)=(~1,0,1)e" (1+2)

((-2t-1)e™,0,(2t+1)e™) (3.24)
bi¢iminde elde edilir. (3.24) denkleminde ¢ yerine ¢+ /4 alinirsa,

u(t+h)=(-1,0,1)e"" (1+2¢+2h) (3.25)
olacak sekilde elde edilir. (3.25) esitliginin Hukuhara fark: alinirsa;

u(t+h)Ou(t)=| 2he e +(2u+1)e” (e 1)|(-1,0,1) (3.26)

H — farki vardir. Benzer sekilde u(t)@u(t—h) H — farkinin varligini da gorebiliriz.
Boylelikle (3.23) ¢oziimii [0,0.5] arahiginda bir ¢dziimdiir. (Burada ¢oziim bu aralikta

alinmigtir, ancak ¢dziim normalde [-0.5,0.5] araliginda vardr.)

Simdi de (3.23) bulanik baslangi¢ deger probleminde yer degisikligi yaparak yeni bir
bulanik baslangic deger problemi elde edilip ve bu yeni bulanik baslangic deger

probleminin ¢6ziimiiniin davranislar1 gozlemlenecektir.

u'=—u+2¢" (-1,0,1), u(0)=(~1,0,1) (3.27)

Burada u :(x, y,z) formunda iiggensel ¢oziim arastiracagiz. Lemma 3.1°den (3.27)

denklemini;
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x'=—z-2¢"
'=—y (3.28)

z'=—x+2e"
adi diferansiyel denklem sistemine ¢evrilir. Buradan da ¢oziim,;
u(t)= (e"' —2¢',0,2¢" — e"’) t(0,00) (3.29)
seklinde olur. Simdi de;
u'—2e"(—1,0,1):—u, u(O):(—l,O,l) (3.30)

denklemini ele alalim. Bu durumda denklem asagidaki adi diferansiyel denklem

sistemine doniistir:

x'-2e"=—z
y'==y (3.31)
z'+2e’ =—x

Buradan da ¢6ziim olarak u ()= (e",O,e’) elde edilir fakat bu durumda u(¢+h)®u(¢)

ve u(t)®u(t—h) H - farklari mevcut olmayacagindan u, H — diferansiyellenebilir

olmayacaktir.
Sekil 3.2 ve sekil 3.3’den de goriilecegi gibi; (3.23) ve (3.27) denklemlerinin (3.24) ve
(3.29) c¢oziimlerinin oldukga farkli davranislar sergiledigini gozlemlenebilir. Ciinkii bu

denklemler ayn1 klasik ODEs’in degisik bulaniklastirilmis halleridir.[13]
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Sekil 3.2 (3.23) Denkleminin (3.24) ¢oziimiiniin grafiksel gosterimi
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Sekil 3.3 (3.27) Denkleminin (3.29) ¢0ziimiiniin grafiksel gosterimi
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Ornek 3.2.2

w'=u, u(0)=(2,3,4) (3.32)

homojen bulanik diferansiyel denklem olsun. Burada u(t)=e'(2,3,4) “iin [0,0)

araliginda (3.32)’in Hukuhara diferansiyellenebilir bir ¢6ziimii oldugu agiktir. Ayrica bu
¢Ozlim sekil 3.4’de goriilebilir.

400

300

200

100

Sekil 3.4 (3.32) Homojen homojen bulanik diferansiyel denklemin u(¢)=e¢'(2,3,4)

¢cOziimiiniin grafiksel gésterimi

(3.32) denkleminin baglangic degeri olmayan kisminda degisiklik yaparak

(3.33)

{u':u+(l,2,3)t

u(0)=(2.3.4)
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u'+(-1)(1,2,3)t=u

L<o):<z,3,4) .
u'—u—(l,23 t 335
u(0)=(2,3,4 (3:33)

seklindeki baslangic deger problemleri elde edilir. Sabitlerin degisimi formiilii

(variation of constant formulation) ile Hukuhara diferansiyellenebilen ve (3.33)’in

[0,0) araliginda ¢3ziimii olan;
u,(t)=(3¢' —t—1,5¢' —2t-2,7¢' -3t -3 (3.36)
¢Ozlimiinii elde edilir. Ayrica;

u, (t)=(5¢' —3t-3,5¢' ~2t-2,5¢' ~1 1) (3.37)

ise Hukuhara diferansiyellenebilir olup [0,0) arahiginda (3.34)’iin ¢oziimiidiir.

(3.35) denkleminin ¢6ziimii ise (ln 2,00) araliginda ve Hukuhara diferansiyellenebilirlik

kavrami altinda;
u, (1) =(5¢' =3t —2e",5¢' =2t =2,5¢' ~t +2¢™ -3) (3.38)

seklinde elde edilir. Ancak; bu ¢6ziim orijin etrafinda bir ¢6ziim olmadigindan, bu
¢Ozlimii (3.35) problemine uygun bir ¢6ziim olarak g6z oniine alinamaz.
(3.33) ve (3.34) denklemlerinin ¢oziimlerinin grafiksel olarak gdsterimlerini sirasiyla

Sekil 3.5 ve Sekil 3.6’da gorebiliriz. Tekrar ifade etmek gerekirse bu ¢éziimler oldukca
farkli davranislara sahiptir. Gergekten, Ozellikle 2. ¢oziim olan u, (t) ¢Ozliimii icin

oldukca kararl (relatively stable) oldugunu sdylenebilir.
Ayrica; homojen problemin ¢6zimlerini kiyasladigimizda; bir forcing terim

eklenmesinin ¢Oziimiin davramisim1 ne denli etkiledigini godzlemlenebilir. Yani;
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normalde homojen problemin ¢Oziimiiniin yeterince kararli olmamasma karsin,
denklemde diizenlemeler yapildiginda olduk¢a kararli bir ¢6zim elde edildigi
agiktir[13].

Sekil 3.5 (3.33) Denkleminin (3.36) u, (¢) ¢dziimiiniin grafiksel gosterimi
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| | | | | | | | | | | | | |
0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
Sekil 3.6 (3.34) Denkleminin (3.37) u, (¢) ¢dziimiiniin grafiksel gosterimi

3.2.3 Kuvvetli (Strongly) genellestirilmis diferansiyellenebilirlik ile bulamk
diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri

Bu boliimde bir 6rnekle kuvvetli genellestirilmis difeansiyellenebilirlik kullanilarak
klasik adi diferansiyel denklemlerin baslangic sartlarinin bulaniklastirilmasi ile elde
edilen farkli formiilasyonlarla bulanik diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin ne denli
davraniglar  sergiledigini  goriilecektir. ~ Ayrica,  kuvvetli  genellestirilmis
diferansiyellenebilirlik ile elde edilen ¢oziimlerin davraniglar1 iizerinde forcing terimin
nasil etkilerinin oldugu da goriilebiir [13].

Ornek 3.2.3 Bu ornekte [6]’de Onerilen denklemleri kuvvetli genellestirilmis

diferansiyellenebilirlik kullanarak yeniden degerlendirilecektir.

u'=—u, u(0)=(-1,0,1) (3.39)

olsun. Burada (i)- diferansiyellenebilirlik esasen Huuhara diferansiyellenebilirlik

oldugundan sekil 3.1’de kararsiz (unstable) ¢oziim elde edildigi gosterilmistir. (ii)-

32



diferansiyellenebilirlik kullanilarak elde edilen u(t):e_'(—l,O,l) ¢coziimii ((3.39)’in

¢cOzlimii) ise sekil 3.7°de gosterilmistir.

-10

-20

Sekil 3.7 (3.39) Denkleminin (ii)-diferansiyellenebilen ¢6zlimiiniin grafiksel gdsterimi

Forcing terim ekleyerek onceki durumlarda oldugu gibi ii¢ tane birbirine benzemeyen

bulanik diferansiyel denklemler elde edebiliriz. Dolayisiyla bu denklemler tekrar

yazilirsa;
u'=-u +e"(—1,0,1) (3.40)
u'tu=e"(-10,1) (3.41)

seklinde olur. Ayrica burada baslangi¢ kosulu her ikisinde de u, = (—1,0,1) “dir. [2]°de

oldugu gibi (3.40) ve (3.41) denklemlerine asagidaki denklem yukaridaki denklem

listesine eklenebilir:
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u'-e"(-1,0,1)=—u (3.42)

(3.40) i¢in (1)- diferansiyellenebilirlik kullanarak ve Lemma 3.1.2’den

x'=—z—e
Ve (3.43)
z'=—x+e’

diferansiyel denklem sistemi olusturulabilinir. Buradan ¢6ziim,
u(t):(_e_t_iet’ O’Eet_le_tj (344)

seklinde elde edilir. u(t) ¢Ooziimii (i)- diferansiyellenebilir oldugundan bu ¢6ziim

(3.40)’un bir ¢oziimiidiir.

(11)- diferansiyellenebilirlik kullanilarak (3.40) denklemi

z'=—z—e
Y=y (3.45)
x'=—x+e’

seklindeki diferansiyel denklem sistemine doniigiir ve buradan da (3.40)’un (ii)-

diferansiyellenebilir ve (0,1) araligindaki ¢oziimii:

u(t)=e" (1-1)(=1,0,1) (3.46)

seklindedir. sekil 3.8 ve sekil 3.9°de sirasiyla (3.40)’nin (i)- diferansiyellenebilir ve (ii)-

diferansiyellenebilir ¢ozlimleri grafiksel olarak verilmistir.
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30

20

10

=30

Sekil 3.8 (3.40) Denkleminin (1)-diferansiyellenebilen ile ¢oziimiiniin grafiksel
gosterimi

Sekil 3.9 (3.40) Denkleminin (ii)-diferansiyellenebilen ¢6zlimiiniin grafiksel gdsterimi
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Simdi de (3.41) denklemi ele alinsin. [8]’da gdsterildigi iizere, u ’nun (i)-
diferansiyellenebilir oldugunu varsayilarak, 7> 0 icin hicbir ¢oziim elde edilemez. Hatta

ayn1 durum (1)- diferansiyellenebilirlik i¢in de gegerlidir. Boylece;

x'=—z—e
Ve (3.47)
z'=—x+e’

sistemini elde edilir ve buradan da

u(r) =(—cosht,0,coshz) =(-1,0,1)cosh? (3.48)

¢Oziimii elde edilir. Bu durumda ise

u(t+h)=(~1,0,1)cosh(z +h) (3.49)

ve cosh (0,00) araligimda azalmayan oldugundan u(¢)®u(z+h) faki meveut degildir.

Bu da (i1)-varsaymmaiyla ¢elisir. Bu yiizden bu durum i¢in de ¢6ziim mevcut degildir.

Simdi de (3.42) denklemini ele alinsin. (i)- diferansiyellenebilirligi kullanarak (3.47)

sistemini elde ederek [0,00) araliginda (1)- diferansiyellenebilen ¢6ziim

u(t)=(—cosht,0,cosht) (3.40)

olur. (1)- diferansiyellenebilme sarti1 ve Lemma 3.1.2°den

x'=—x-—e
y'=—y (3.51)
z'=—z+e"
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sistemini  elde edilir ki  burada  ¢6ziim  (i1)-  diferansiyellenebilen
u(t)=e"'(1+1)(-1,0,1) dir. (3.42) denkleminin bu ¢dziimii sekil 3.10 ve sekil 3.11°de

gosterilmistir [13].

60

40+

20

[
o}
S

T

Sekil 3.10 (3.42) Denkleminin (i)-diferansiyellenebilen (3.50) ¢oziimiiniin grafiksel
gosterimi
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Sekil 3.11 (3.42) Denkleminin (ii)-diferansiyellenebilen ¢oziimiiniin grafiksel gosterimi

Boylece, genellestirilmis diferansiyellenebilirlik durumunda, birbiriyle ayni olan adi
diferansiyel denklemlerden elde edilmis birbiriyle benzersiz (3.40), (3.41) ve (3.42)
bulanik verisyonlar1 i¢in dort ¢6ziim elde edilmis olup, bunlardan sadece birisi
asimptotik  olarak  kararhidir. Ayrica, burada da kuvvetli genellestirilmis
diferansiyellenebilirlik  kullanilarak bir forcing terimin eklenmesinin bulanik
diferansiyel denklemlerin  ¢6zlimlerinin  davramiglarini  ne  kadar  etkiledigi

gozlemlenebilinir [13].
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BOLUM IV
BULANIK DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN NUMERIK COZUMLERI

4.1 Bulanik-Cauchy Problemi

1. mertebeden Bulanik-Cauchy problemi;

, t <t<T (4.1)

seklinde olsun. Burada 7, ¢’nin bir bulanik fonksiyonu; f (+,7(t)) ise ¢ kesin(crisp)
degiskeninin ve y bulanik degiskeninin bir bulanik fonksiyonu; y' ise y 'nin Hukuhara

ya da Seikkala bulanik tiirevidir. Baslangi¢ sarti f(to) =y, seklinde bulanik sayisi
licgen ya da yamuk bigimli bulanik say1 olarak ifade edilir. j(#) bulanik fonksiyonu ise

7(1) :[ X(t),;(t)] olarak ifade edilir. Burada j(¢) ve 7(#,) bulanik fonksiyonlarin

seviye kiimeleri ise;

[5(0)], =] p(sr)y(6r) ] ve [3(t)], =[ 2(t:r) ¥ (ti7) ] 4.2)

seklindedir. Genigleme ilkesini (Extension Principle) kullanarak
f(t,y(t))(s) = sup{y(t)(r) ‘S :f(t,z')} , selR (4.3)

iiyelik fonksiyonlarini elde ederiz. Buradan da £ (¢, y(¢)) bulanik fonksiyonun seviye
y Yy

kiimesi

(t,j/(t;r)) = min{f(t,u) ‘u € [y(t)]r}
t;r)) = max{f(t,u) ‘u € [y(t)]r}

(4.4

—
\rk
=

—~
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olacak sekilde f(r,7(t))=| /(1.5(¢))./(.3()) ] olarak ifade edilir. Bu fonksiyonu;

¥
- (4.5)
y

y
- (4.6)
y

seklinde gosterilir. (4.1) “lin tek bir ¢d0ziimiiniin varlig1r icin gereken sartlar su

sekildedir:

* f’in stirekliligi

*d, (f(t,x),f(t,y)) <Ld,(x,y) ; L>0 (Lipschitz sart1) [3,8]

4.1.1 Bulanik diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢6ziimlerinin yakinsakhgi
(4.1) esitliginde verilmis denklemi #, dan T >¢, ‘a integre etmek i¢in; [tO,T ] aralig1
esit olarak ayrilmis , ¢, <t <....<t, =T ayrik noktalar (grid points) kiimesi yerine

koyulacaktir ve (X(t;r)j(t;r)) ‘larla (Z(t;r),?(t;r)) kesin ¢dziimiine yaklasir.

t, (0<n<N) ‘dekikesin ve yaklasik ¢oziimler sirastyla

ile gosterilir. Coziimiin hesaplandig1 “grid” (ayrik) noktalar ¢ =t,+nh ; h=

, 1<n< N ‘drr.

cokgen egrileri (the polygon curves) ;
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X(t,h,r) = {[to,zo (r)},[tl V) (r)],....,[tN,ZN (r)]}
(4.8)

J_’(t’h’r) = {[to’)_’o (r)]’[tl’J_/l (r)]"""[tN9)7N (r)]}
swastyla Y (£;7) ve Y(t;7)’at,<t<t, olacak sekilde (4.1) denkleminin sag ve sol

yan kesin ¢oziimlerini gosterir. Asagidaki limitler ise bu yaklasimlarin kesin ¢éziime

yakinsadiklarini gostermektedir.[21]

limy(t,h,r)=Y(t;r) ., lim¥y(t,ha)=Y(t,a) (4.9)

h—0" — h—>0"

4.2 Bulanik Diferansiyel Denklemlerin Niimerik Coziimii i¢cin Euler Metodu

Bulanik baglangi¢ deger problemi:

(4.10)
;'(t):7(t7y)_G(t’Za;) s ;(to):;o
seklinde olsun. re [0,1] olmak tizere (4.10) denkleminin parametrik formu:
y(0)=F[r.y(tr)y(er)] o plair)=y,(r)
(4.11)

y'(1)= G[t,z(t;r),;(t;r)} ; ;(to;r):yo (r)

ile verilir. (4.11) sistemini #,’dan T >¢,’a integre etmek igin [¢,,7]arahg: esit olarak
t, <t <t,...<t, =T olacak sekilde N parcaya ayrilsin.

Burada kesin ¢oziim (Z(t;r),?(t;r)) ve yaklasik ¢oziim ise (X(t;r),;(t;r)) ile

gosterilir. 0<SN<l olmak {iizere ¢, ’deki kesin ve yaklasik ¢oziimler sirastyla
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Yn(r):[zn(r);l_/n(r)] ve yn(r):[zn(r);;n (r)] dir. Coziimiin hesaplandig1

T _
fy 1<n< N noktalaridir.

noktalar ise ¢ =t,+nh, h=

Euler metodu Y '(t ; r) ve ?'(t ; r) ’m birinci mertebeden yaklagimina dayanir ve

Z'(t;r)zZ(t+h;r2—Z(t;r) “.12)

ile verilir. Burada Z(¢;r); swasiyla Y(t;r) ve ?(t;r) "dir. (4.12) denkleminden

yararlanarak

(4.13)
G, (r) éG[tn Y, (r),?n (r)}
olmak iizere
Y. (’") =Y, (”)""th (r)
(4.14)
Y s (r)= Y, (r)+hG,(r)
denklemini elde ederiz. (4.14) denkleminden yararlanarak
Y., (r) =) (r)+th (tn , Y (r),;n (r))
(4.15)

denklemi elde edilir [14,15].
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4.3 Modifiye Edilmis Euler Metodu

y'(¢) :f(t,y(t)) diferansiyel ~ denklemi [7,,7,.,] civarinda [2,.7]

2

ty <t, <t,<...<t,

I , t=t,+ih ve i=0,1,2,..,N olacak sekilde

integre edilirse;

L:"” y'(t)dt = LI' f(t.y(2) )de

(4.16)
elde edilir. Boylece;
y(tn+] ):y(tn) + g [f(tn ’y(tn )) + f(tn+] ’y(tn+] ))J + f_zf(Z) (é/] ’y(gl ))
t, <G <t (4.17)

denklemi y(tn+]) teriminin kapali bir denklemidir. Bdyle kapali denklemin

¢coziimiinden kurtulmak i¢in (4.17)’un sagindaki y(tn+] ) ’In yerine

2

y() 0 (2 (8) + 2 (G (6)) @.19)

koyulursa,

) =210+ 2700+ {10002 orl0)) + 2 (Gor(0)

h3
-5 /7(60p(&)
5 tn Sg] Stm.] 5 tn 342 San+]

(4.19)

olur. Fakat;
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2

V() +h (10 (6) £ 6 20000 f (1,0(8))+ 21 (€ (22)) (4.20)

olmak iizere;

2

f[r,m () +h (1, ,y(t,,))+%f(2) (¢ ,y(:z))] = [ty () +R 1 (2,.2(2,)))

2

(6 (6)) 1 (o 3()
(4.21)

olur. Yukaridaki sonuglara gore;

y(t,)=y(1,) + 3 /(62 (6)) + £ (6w (6) 40 (1,00(1)) ]
(4.22)

3

AN 6D (6 3(6)

olur. Bdylece; y(t,)’i kullanarak; y(z,,) hesaplamas: i¢in asagidaki 1-adim agik

metodu elde edilir:

Vo = y(to) baslangic sart1 olmak iizere;

$(0)=2(0) 4 2 [ £(09(8)) 1 (1030401 (1,0() (423

(4.17) denklemindeki kalan terimi goz oOniinde bulundurarak, asagidaki gibi (4.23)
denklemine denk bir durum elde edilir.

$(0)=2(0) 4 2 [ £ (1 (6) 4 (10 3(1,0)))] 5 020 (4.24)

9 (1) =045 1 (1 (0,) @25)
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y(t,,) ¢Oziimiiniin iyi bir baslangi¢ tahmini olsun ve modifiye edilmis Euler metodu

(4.24) bagintismin iteratif ¢oziimii olarak bilinen bagmtr;

y(j+l) (tn+l ):y(tn) +

o | =

[f(tn+l,y(tn)+f(tn+l,y(j”) (tnﬂ)))} : j=0,1,.... (4.26)

seklinde tanimlansin. (4.24)’dan (4.26)’1 ¢ikartmak suretiyle iterasyonu analiz etme

sartlari1 belirlemek i¢in

y(tn+l )_y(jH) (tn+l ) =

+(4.27)

N | =

[f(tn ,y(tn)+f(tn+1 ,y(j) (tnﬂ)))} ; j=0,1,....

elde edilir.

; te [to ,T] (4.28)

{y'(f)Zf(fay(f))

y(to):yo

probleminde asagidaki sinirlandirma ile Lipschitz sartin1 kullanilirsa;

+ hK ; .
‘y(tnﬂ)_yu ) (tn+l)‘ ST‘y(tn+1)_y(]) (tn+])‘ ; J20 (4.29)
ve boylece

N ]’lK Jj+l
‘y(tnﬂ)_y(] l) (tn+l)‘ < (T] ‘y(tnﬂ)_y(()) (tn+l)‘ (430)

hK . ; . . .
olur. TSI ise y)(t,,) iterasyonlar1 j—1iken y(z,,) ‘e yakinsayacaktir ve ,

‘den y,,, elde edilmesinde O(h3 ) kesim hatasi igerir. [16,17]
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4.3.1 Bulanik diferansiyel denklemlerin niimerik ¢6ziimii icin modifiye edilmis

Euler metodu
Y=[Y,,Y,] kesin ¢oziim ; y=[y,y,] ise (4.1) denkleminin baslangi¢ sartlar: ile
birlikte 1-adim modifiye edilmis metod kullanilarak elde edilmis yaklasik ¢oziim olsun.

t, noktasindaki kesin ve yaklagik ¢oziimler sirasiyla; [ ¥ (t)]r :[X (1,:7),Y (t, ;r)] ve

[y(t)l=[Z(tn;r),;(tn;rﬂ ; 0<n< N ile gosterilir. Ayrica her bir adim noktasi

; t=ty+ih ; 0<i<N dir.
(4.27 ) Modifiye edilmis euler metodunu kullanarak;

h —
X(th ;r)zz(tn;r)+§ F[tn ’Z(tn ;r),y(tn ;r)]

{tnﬂ (t,5r)+h F[rn (2, ;r),}(tn ;r)w (4.32)
F 2 y

Sty Glop(650). (1,

_|_
o | =

— h —
W (t037) = (6,57)+5 G,y (1,37). 9 (8,57)

A {tnﬂ y(t,sr)+h F[tn (1, ;r),;(tn ;r)w (4.33)

+—G| _ _
y(t,5r)+h G[tn p(t,sr)p(t, ;r)]

\9}

elde edilir. Burada;

A=[4.7] . [4], [ 40). ()]

[A]r :[%f'(é} aY(gz ))fy (tn+] aga) - %f"(gl ’Y(él )):l (4.33)

I3

dir. (4.1) bulanik diferansiyel denklemine Modifiye edilmis Euler metodu ile yaklagim

1se;
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+

N | =
S

Lo Y(8,57)+h F[tn p(tr). (e, ;r)] (4.34)
,;(tn;r)+h G[tn ,Z(tn;r ,;(tn;r)]
— — h —
y(tn+] ;r):y(tn ;I")+§ G|:tn+] ’Z(tn ;F),y(tn ,I"):|
y

B |ty () +h Fla,v(65),0(457)] (4.35)
+—=G| _ -
(6 sr)+h Gl y(457) v (t5r) |

seklindedir [17].

4.4 Modifiye Edilmis Simpson Metodu
(4.28) baglangi¢ deger probleminin ¢ €/ =[t,,T | baslangig sartindaki;

T-t
<t <..<ty=T ; h=—2

. t=ty+ih ; i=0,1,.,N (4.36)

olmak iizere [¢,,T'| araligi esit araliklarla N pargaya ayirilsin,

(4.28) baslangi¢ deger probleminin ¢oziimiiniin niimerik bir yaklasimi olan Simpson

metodunu elde etmek i¢in, bu denklem ¢,_,’den ¢, ,’e integre edilsin ve sag taraf i¢in

Simpson metodunu uygulandiginda

J‘:m y‘(s)dS = J‘::l f(s,y(s))ds (4.37)

i-1
olur ve boylece;

y(tm )_y(ti—l ): g

LS (o () + 47 (122 (8)) + S (602 (60)) ] -

_ (h)
oo (6:2(&))

olur.
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(4.38) denklemi y(z,,) denkleminin kapali (implicit) bir denklemidir.

Bu sekildeki kapali denklemlerden ka¢mmak i¢in; £, € [tl, ,tm] olmak tizere (4.38)

2

esitligindeki y(tm) ’In yerine y(tl.) + hf(tl. ,y(zl.)) + %f'<§2 ’y(gz ))

yazldiginda ¢, | < ¢, <t,, ve t_ <{,<t,, olmak lzere;

P(t) = 2(60) 5 1 (600 3(0)) + 507 (03(0)

: gf(l‘m ,y(t,-)+hf(r,-,y(r,-))+%f'(:2,y(éz))j -5 (6 ()
(4.39)

olur. Fakat &, y(1,)+hf(,,()) ile

2

y(tl.) + hf(tl. ,y(tl.)) + %f’(g“z ,y(g“2 )) arasinda olmak tizere;

2

f(tm (6)+hf(6.y(5))+ %f'(ez,y(ez))] = [ty () + hf(6,0(4)))

2

+%f'(§2’y(§z))j[y(ti+l,§3) (4.40)

olur.
Yukaridaki esitligin bir sonucu olarak t,<C <t ve t,<({,<t,, Ve

2

V() + f(0(0)) £ & p(0) 4 f (400(0)) + 1 (6(€3) olmak

uzere;
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y(l‘m) = y(ti—l) + gf(ti—l ’y(ti—l)) + %f(ti ’y(ti)) +
+ gf(tl.,y(tl.)+hf(tl.,y(tl.))) +

(4.41)
n "
+ (G2 (6)) £, (6 2(60)) =50 7 (60:2(4)
esitligini elde ederiz.
Boylece; y,, ve y,’1 hesaplamak i¢in asagidaki agik denklemi elde edilir:
h 4h h
Yin =i +§f(ti71 =y(tl>1 )) + ?f(ti ’y(ti)) + Ef(tiﬂ ) Vi +hf(ti ’y(ti))) (4.42)

2

: .,
Baslangig degerleri :  y =y(z,) ve Y,=y,+ hf(to (1 )) + 7f (to (1, ))

dir.[18]

4.4.1 Bulanik difereansiyel denklemlerin ¢6ziimii icin modifiye edilmis 2-adim

Simpson metodu
Y :[Z ,I_/] ve y:[ X’ﬂ (4.3.13) baslangic deger probleminin 2-adim modifiye

edilmis Simpson metodu ile sirasiyla kesin ve yaklasik ¢éziimleri olsun. Bu ¢oziimlerin

seviye kiimeleri ise;
[Y(Z)]r =[ Z(t;r),l_/(t;r)] ve [y(t)]r =[ Z(t;r),;(t;r)] (4.43)

seklinde gosterilsin. Dahasi; her bir integrasyon adimindaki » degeri degismezdir. ¢,

"deki kesin ve yaklasik ¢oziimler sirasiyla;
[Yn]r:[zn ’?n] Ve [y”]r:[Xn ’;”:| ; OSnSN (444)

ile gosterilir.
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_l‘o

Cozlimiin hesaplandig1 noktalar ise /4 = ; t=ty+ih ; 0<i< N di.

Modifiye edilmis Simpson metodu ile;

h - 4h _
Yya=Ypn () + 5 Flt, .Y, (r).Yan ()] + = Fl1,.Y,(r).Y. ()] +
L Y \r)+h F n,an,I_/nr , (4.45)
] LB OO L
3| Ya(r)+h Gl1,.Y, (r).Ya(r)]
Ve
= = h = 4h =
Yo=Y (r) + 5 Gt Y, (r). Yo (r)] + = G[1,.Y,(r).Y.(r)]+
LY (P)+h Flt, Y, (r),Ya(r)], _ (4.46)
+ﬁGt_n+_()+ [tn_(_) ()] + 1 A(r)
3| Ya(r)+h Gl,.7,(r).Ya(r)]
denklemleri elde edilir ki burada;
A=[4.4] ; [4] =[A(r).A(r)] ve
[4],= éf'(cz Y (E)) f, (61565) - %f“) (¢.7(£)) (4.47)
dir. Dahasi;

h
Zn+1 =Zn—] (r) + 5 F|:tn—‘ ’Xn_l (r),yn_] (r)} +

. {t Ly (r)+h F[tn,zn(r),;n(r)},] (4.48)

4h v
R R A

\
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b | » (1) +hFlt,y (7),3,(r)] (4.49)

2=y, i (3 (1) + = (00 7(0)
- o (4.50)
=Yt hf(to’y(to)) + Tf'(to’j/(%))

esitliklerinden elde edilir.[ 18]
4.5 2-Adim Metodu

Tanim 4.5.1: Bagslangi¢c deger problemi ¢oziimiinde kullanilan m —adim ¢oklu adim

metodu; m 1’den biiyiik tamsay1 olmak tiizere;

y(“m—1)= -1 y(’i) t a2 y(ti—l) toetdg y(’i+1—m) +

(4.51)
+ h{ by, f(’i+1 ’yi+1) by f(17537) + et by f(ti+1—m Vitl-m )}
: i=m—-1,m,...N -1 : a:tOStISStN:b ve h:b_a: l_t» :
N 1+ 1
Qo> Gy 5oty ve by>bys-D,1cy sabittirler ve baslangic degeri

Vo=0Qy s V=0 , Y, =0y yeeey YV, =Q,
ile belirtilir. [19,20]

Bu m —adim ¢oklu adim metodu, yukaridaki denklemle gésterilebilen ¢, noktasindaki
y (tm ) yaklagimini bulmakta kullanilan fark denklemlerinden birisidir.
Burada b,, = 0 iken (4.51) denklemi 6nceden belirlenmis degerler agisindan y,,, i agik

olarak verdiginden dolay1 metot agiktir(explicit). b, # 0 iken y,,, (4.51) denkleminin
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her iki tarafinda da oldugu i¢in ve kapali olarak belirlendiginden dolayr denklem
kapaldir. [19,20]
Adams-Bashforth 2-adim metodu ise i =1,2,...., N —1 olmak lizere asagidaki gibidir:

Yo=0&y » V1 =Q

h
= i+_ 3 ti’ i) t,'_la i-1
Vin =V 2[ f(t.3) = fty)] 4.2)

4.5.1 Bulanik sayilarin interpolasyonu

Bulanik kiimele i¢in interpolasyon problemi asagidaki gibidir:

t zaman degiskeni i¢cin f (t) bilgisi bir bulanik kiimeyi gostersin. f domainindeki

biitiin ¢’ler i¢in amag(hedef) f(7) fonksiyonuna yaklasmaktr. ¢, <7, <....<t

n+l

R’de (n+1)-ayik nokta ve d,,d,,....4, E’de (n+1)—tane bulanik kiimeler olsun.

Bu verilerin (datalarin) bulanik interpolasyonu;
e f(t)=a, ; i=12,...n
e  Veriler eger klasik (crisp) ise; f ’in interpolasyonu da klasik (crisp) tir.
Bu sartlari saglayan f :R — E fonksiyonu bulanik-degerli siirekli bir fonksiyondur.

Bu sartlar1 yerine getiren bir fonksiyon asagidaki gibi kurulabilir:
Herhangi bir a€[0,1] i¢in ve i=12,.,n i¢in C.,=[d]" olsun. Her bir

x = (%, %5000 X, ) €R™ igin derecesi <n olan tek polinomu gdsteren P, tir dyle ki

P(t)=x ; i=0,1..nve Px(t)zix{ni] (4.53)
=0

i#j tl' _tj
dir . Son olarak; her bir 7 € R ve biitiin { €R i¢in f(¢)€E olmak iizere

(7 (0))(¢)=sup{ae[0,1]:3X eCIx..xC) dyleki Py (t)=¢} (4.54)

interpolasyon polinomu ; 0<a <1 i¢in

52



[f(t)]a ={y eR:y=P (1), x=[i]",i =1,2,...,n} (4.55)

olarak seviye kiimesi bigciminde de yazilabilir.

u, verilert lg¢gensel bulanik say1 olarak verildiginde; interpolasyon polinomunun
degerleri de iiggensel bulanik say1 olur. O halde f (t), hesaplamada gayet uygun olan

belirli, basit bir forma sahiptir. [19,20]

Teorem 4.5.1:  (¢,%,); i=12,..,n gdzlenilen veriler olsun ve farz edelim ki her bir

ﬁ.:(ﬁi ,ﬁf,ﬁ.’) E nin bir elemam olsun. O halde her bir feff,,t,] igin

f(t)z(fl(t) (1), f’(t))eE olmak iizere ; [19,20]

f(1)= 2 Lo+ Y Low]
L(1)=0 I,(1)<0

fe(t)= Zn‘,li(t)uf (4.56)
f%0=§4mw+§4m¢

oyle ki
not—t.

L) =11— (4.57)
i L

4.5.2 Bulanik diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii icin 2-adim metodu

()= f (¢,7(¢)) baslangig deger problemini 2-adim metoduyla ¢ozmek igin bulanik

baslangig degeri j(z,), 7(¢,_,) olsun. Yani; f(ti_l ,f(ti_l)) , f(ti,)?(ti)) olarak
tanimlansin.

Bu baslangic degerlerinin tiggen bulanik sayilari olarak gosterimleri;

(fl (ti—l ’y(ti—l )) S (ti—l ’y(ti—l )) S (t;_l ,y(ti_l ))) (4.58)
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(/" (6o2(8)) s £ (2 (8) £ (6.2(2))) (4.59)

dir. (4.51) dikkate alinarak;
(1) =5(0) + [ 7 (2. 9(2))ar (4.60)

olur. }(t) bilinmediginden dolayi; f(tl._l ,y(tl._1 )) ve f(ti ,y(tl.)) bulanik sayilar

tizerinde bulanik interpolasyonu kullanilir. Boylece Teorem 4.5.1 ‘den ; ¢ <t <t,

i¢in;

fc(fay(f))=le(f)fc(fj,y(t,-)) 4.61)
f (t y(l‘))z ; l/ (Z)f (tj ’y<tj)) + ; l/ (t)fl (t/ y<t/ ))
1,(1)=0 1,()<0

I, (1)= t’t _t"t’ <0 5 (r)=% >0 (4.62)
Boylece

S (t’y(t)):li—l () (ti—l y(t )) +1 (t)fl (ti ,y(ti)) (4.63)
F(0) =ty () F (ty(62)) + L (0) £ (8. 0(1)) (4.64)
Sy (@)=L (6) 1 (1 p(62)) + L (6) £ (6.2(2)) (4.65)
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elde edilir. x <x, <x, U=(x,x,x) icgensel bulank say, [U] ={x,x} ve

[U], = {x.} olmak iizere bu iiggensel bulanik saymmn seviye kiimesi herhangi bir

rel= [0,1] i¢in;
[U]r = [xc —(1=7)(x, —x,),x, +(1-7r)(x, —xc)] (4.66)
olur. (4.65) ve (4.60)’ii kullanarak; 3 (1,,, )=[ Y (1) v (1, )} olmak iizere;

Y (ta)=y" () + I: La e (6:0(2) + (1—a) £ (£,3(t)) | dt (4.67)

v (ta)=y" (6)+ L La e (t.y(6) + (1-a) £ (t,x(t))] dt (4.68)

olur. (4.63) ve (4.67)’1(4.64)’da; (4.64) ve (4.65)’y1 (4.67)’de yerine yazilirsa;

. {a (li—l () f (e (b)) +L(2) S (252 (2,) )+ } "
bt (l_a)<li—l(t)fr (ti—l ’y(ti—l))_'_l"(t)fl <ti’y(ti)))

(4.69)

NS a (i, (l‘)fc<l‘l._l,y(ll._l))+Zi(f)fc<ti’y(ti)))+ } .
y (ta)=y" (8) + [, L(l—a)(l,-1(t)f’(t,-I,y(f,-1))+4(f)fr(f~y(ff))) ‘

(4.70)
olur. Bu son esitlikler integre edilirse;
Za (ti+l ):Xa (ti) _§<afc (ti—l ’y(ti—l )) + (l_a) S (Zi—l ’y(ti—l ))) +
# 2 @ s (1.0(0)) + (1-0) £ (5:3(1))) S
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¥ (1) (1) =2 (@ £ (13 (1) + (1=@) S (12 7(1)) +
# 2 @ s (1on(0)) + (1-2) £ (10(1))) (4.72)

esitliklerini elde edilir. Boylece;

Xa (t1+1 ):Za (tl) 5 70! (ti—l ’y(t[—] )) +% J_[a (t[ aJ/(t[)) (4.73)

3h —a

j_[a (zi—l ’y(ti—l )) +? f (t[ 9y(t[ )) (4.74)

olur . (4.73) ve (4.74)’e baslangi¢ degerleri de eklenirse,

(4.75)

N}
~—~ N
o~

bulanik baslangic deger problemi i¢in 2-adim metodu elde edilir.[20]

4.6 Adams-Bashforth 3-adim Metodu

Tanim 4.5.1°in varsaymmiyla (4.51) m —adim ¢oklu adim metodundan ¢ikan birka¢ ¢cok
adimli metod asagidaki gibidir.[21]

Adams-Bashforth 2-adim metodu

YVo=0y , V=0, ,i=12,...,N-1

V=35 (3 (00) =1 (6030)] (4.76)
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Adams-Moulton 2-adim metodu

Vo=0Cy , Vy=a, ,i=12,..,N-1

Y=Vt lh2 [Sf( 1+1:y1+1)+8f(1 1 Vie ) f(ti—]’yi—] )} 4.77)

Adams-Bashforth 3-adim metodu

Yin :yi+%|:23f(tiﬂyi)_16f(ti—]7yi—])+5f(ti—2’yi—2):| (4-78)

Adams-Moulton 3-adim metodu

Vo=0y » My =0Q , y, =0, i=12,..,N~-11i¢in;

Yin =i +%[9f( 1+1:y1+1)+19f( l’y) Sf(ti—]’yi—])+f(ti—2’yi—2):| 4.79)

4.6.1 Bulamik diferansiyel denklemlerin coziilmesi icin Adams-Bashforth 3-adim
metodu

Bu boliimde Tanim 4.5.1°in varsayimiyla (4.51) Adams-Bashforth 3-adim metodu ile
()= f (¢.7(¢)) baslangig deger probleminin kesin ¢oziimiine niimerik olarak
yaklasarak ¢oziilecektir.

Bulanik baslangig degerleri  j(z,) . 7(t) , ¥(t.,) vyaniy  f(r_.p(t))

Ft.y(t)) » f(t,»(t,)) ticgen bulanik sayilar olsun.

J;(ti—l’y(ti—l)):{f (1 1’)’( ))af (tz 1’)’( ))’fr(ti—l’y(ti—l))}
F(6y(@) =1/ (ty(@0). £ (6ax(8) . £ (6. (2)) (4.80)
J;(tmay(tm )) {fl (ti+] ’y(tm )) S (ti+l ’y(tm )) S (ti+l ’y(tm ))}
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7(t.,) =f(fi+1)+ft”zf(t,y(t))dt (4.81)

dir. f(t_.v(t2)) » F(t.»(%)) ve f(t..¥(t.,)) ‘lerin Teorem 4.5.1°deki bulanik

sayilarm (4.56) ve (4.57) esitliklerindeki interpolasyonlart ile;

7ex0)= ZHOr () Suor ()

ljj:(t)_zlo 1;(1)<0
7 (ty()= ilj(t)fc(tj,y(tj)) (4.82)
£ ex(0)= 3 4@ (1(0)+ Z LS (3(0)

ljj:(i_zlo l ()<0
t,,<t<t, i¢in

(=) (e -t) >
o (t) - (tj—] _ti)(ti—l _t”) =
(t_ti—l)(t_ti”) <
l( )_ (tl- _tj—l)(tj —tl-+1) = o
_ (t_ti—l)(t_ti) >
l+1 (t) - (ti+1 _tl,_])(tm _ti) =0

S (690 =1 (e) S (1 p (8 )) L) 1

—a

(4.66) ve (4.81) den; y(tl.+2)=[f(ri+z), 7 (xl.ﬂ)} olmak {izere
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Y (ta) =y () + [ Has (6y(0)+ (1) £ (t.3(2))} de (4.87)

V(1) =5 () + [ s (e(0) + (=) £ (60 (0)) ) d (4.88)
olur. (4.84) ve (4.85), (4.87)’da ; (4.85) ve (4.86), (4.88) da yerlestirilirse ;

0{41 (6) £ (60 (22)) +4,(2) f"(ri,y(zl.))j
i +,,, (t) /e (ti+]’y(ti+] ))
’ +(1 —oc)[l” 0rs (ti_]’y(ti“ )) () (ti’y(ti)) +]

dt

(4.89)
O{l, () £ (e (t2)) + (1) £ (20 (2 ))+J+
—a —a tia +li+] (t) fc (ti+] ’y(tm ))
i+2 ) = i) T d.
¥ (1) =7 (1) + [ +<1—a){l” 7 (o) ) Sl ))+} t
+1,, t) fr(tm y(t+1))
(4.90)
Asagidaki sonuglar ise integrasyon ile elde edilir :
¥ (tr) =" (ti+])+%[a Sty () +(=a) £ (6 v (6)) |-
e (1) + (=) £ (10(0) ]+ (491)
+%[a f”(tm,y(tm)) +(1-a)f’ (tl-_,,y(ti_l))}
¥ (1) = )+ 22 e £ (1 (1)) + (1= ) £ (100(0)) ]
e (o)) + (=) (1 (0) ]+ (4.92)
23h

+U|:a A (ti+|vy(li+|))+(l_a)fr(li*"y(l"*')ﬂ
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Boylece ;

50%(t,v(6.,)) =161 (1, ¥(1,
Xa(tiﬂ):za(tm)_'_i / (z— ( )) / ( ( ))+ (4.93)
12 +23J_[a (ti+]’y(ti+]))
_ _ 5F°(e,v(t.,) =16/ (1., (¢,
Y (i)=Y (rl-+])+i f_(:f] )16 (o )+ (4.94)
12 +23f (ti+]’y(ti+]))

Bundan dolay1 agsagidaki gibi Adams-Bashforth 3-adim metodu elde edilir.[21]

¥ (12 = 2 (1) #2571 (00) =167 (13(0)) + 235 (1103 (1.0)

—a

¥ (12) = () 33 57 (10 (1)) =167 (10(10)) + 237 (107 (00))

2 —a

Xa(ti—l):ao ) Xa(ti):al ’Za(tm):az ’;a(ti—l)ZQS > Y (li):a4 > Y (li+l):a5

(4.95)

Benzer yolla f'(t): f (t, )7(1‘)) bulanik baslangic deger problemini asagidaki gibi
Adams-Bashforth 2-adim metoduyla ¢6zebilir. [21]

S (v (6)) +(%)7a (4.7(1,)) (4.96)

4.7. 3. mertebeden Runge-Kutta Metodu
(4.28) baslangic deger problemi goz Oniine alarak, asagidaki 3. mertebeden Runge-

Kutta metodunu;
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K =hf(1,,»(,))

K, :hf(tn +czh,y(tn)+a21Kl) (4.97)
Ky=hf(t, +ch,y(t,)+a,K, +a,K,)

olacak sekilde 3 egimi ile birlikte;

y(tn+1):y(tn)+VVlK1 +W,K, + W,K, (4.98)

seklinde oldugu kabul edilsin. ¢, civarinda Taylor a¢ilimi yapilirsa;

Ho) =)+ )+ )+ 00 (499
olur. Ayrica

()= 2 playe)= s 1

0= 202 (r(0(0) o

S LB = L2 S PSS

olacagindan bu esitlikler (4.98) denkleminde yerine yazilirsa;

h n
p(t) =y (6) 4 g oy () [ 147 1]+

(4.101)

+%[fn+2ff,y+f2fw+fy(ﬁ +ffy)ln .

olur. Ayrica iki degiskenli fonksiyonlarin Taylor agilimindan;
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f(tn +czh,y(tn)+a2,K,)= f(tn ,y(tn ))+czhft (tn)+a21K1 /s (tn)+
(4.102)

2h2 2 KZ
) Feha K+ 1 (1) 21 (1)

\

[t +eshy(t,)+ay K +anK)) = f(1,.0(2,))+eh f(2,) + (s, K, + a,K, ) £, (2, ) +

1 nghzfn(tn)+2c3h(a31K1+a32K2)fty(t")+
2! +(a3,K, +a3sz)2fyy(t")

(4.103)
olacaktir. Bu son (4.102) ve (4.103) esitlikleri (4.97) esitliklerinde yerine yazilirsa;

K =hf

n

h W
K, :h{fn +ﬁ[c2f, +a, K, fy]+7[c§f,, +2¢,a,f f, +a221f2fyyl’ +}
K, h{fn +c;h f, +[a3]Kl +a32K2]fy

N 1| ShP f, +2¢h(ay,K, +a32K2)fty .
- 2 seee
2! +(a3]K] +a32K2) fyy

X 2(02f, +a2,ffy)a32fy +c; f,
1, +1ﬁ![c3f, +(ay, +ay,) f, fyl’l +z_! +2c,a5, 1, +2c5a,. 1, 1,
+(a32] +a322 +2a3,a32)f,,2 fyy .
+ w F(czzfn +20,a,, 1 1, +ay f° fyy)a32fy }
3! +(6c3a32f,y +6a31fna32fw)(02f, +£121ffy) )

+....

(4.104)

seklinde yazilabilir. K|, K, ve K, degerleri (4.98)’de yerine yazilirsa;
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Wy (cof, +anf f,)+

_ W +W,+W,|hf. + h*
(b, ) = v(0,)+ [+ W, + 1,1, + T (eof, +(ay + @) £, 1)

t’l

(4.105)
2 W,(cif, +2c,a,f f, +anf>f, )+
+% o 2cof, +anf f,)asf, + G f, + 20, f, +
2csa, f, f, + (afl +ai, + 2a3]a32)fnsz

denklemi elde edilir. (4.101) ve (4.105)daki 4 , h* ve K’ katsayilarinin

kiyaslanmasiyla;
a) =6 Ay T a3 =6 Wi+W,+W; =1

1 1 1 4.106)
csz"‘c3W3:§ 022WZ+C32W3=§ CanpWy =— (

esitlikleri elde edilir. (4.7.10) esitligindeki 4. ve 5. denklemleri c,a,, ile garparak ve 6.
denklemi kullanarak;

1 1 1 1
czza32W; TG (gj = Eczan cganW; + c§ (gj = gczan (4.107)

esitliklerini olusturulur. Bu iki1 esitlikteki W, *yi yalniz birakarak olusturulan denklemler

esitlenirse;

3e.a., —c.  2¢,a., —c?
23y — 6 26,43 — G _
e = e ya da a,, =
C, A3, C, 03,

(4.108)

seklindeki esitlikler olusur.
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Genellikle ¢, ve c; keyfi olarak secilir. a,, ise (4.108) esitligi ile belirlenir. Ancak;

2
¢, =c¢, ise (4.106) esitliklerindeki 4. Ve 5. Denklemlerden c, =§ olarak elde ederiz.

Geriye kalan parametre degerleri ise yine (4.106) esitliklerinden elde edilir.

¢, =¢, iken ¢, =2/3 ve a,, =2/3 olarak alinip, diger parametreler ise;
a,=0; a,=2/3; W,=2/8, W,=3/8, ve W,=3/8 (4.109)

olarak alinabilir. Boylece 3. Mertebeden Runge-Kutta metodu;

Kzzhf(tn+—,y(tn)+§l(l] (4.110)

olmak tizere;

1
vt )=yt )+=|2K, +3K,+3K
(1) = (1) + 12K, +3K, +3K.] i

olarak elde edilir. [23,24]

4.7.1 Bulanik diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinde 3. mertebeden Runge-Kutta

metodu

Y= [Z ,?] ve y = [ X’;] (4.1.1) bulanik baslangi¢ deger probleminin sirasiyla kesin ve

yaklagik c¢oziimleri ve bunlarin seviyeleri [Y (t)] :[X (t;r),l_/(t;r)] ve

r

[y(t)]r = [Z(t; r) ,;(t;r)] olsun. O halde ¢, deki kesin ve yaklagik ¢oziimler;

(Y ()] =[2(6,:0).7 (1,37)] ve [w(e,)] =] p(t3r).p(:r)]  0<ns<N 4112)
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T-1,
N

seklindedir. Coziimiin hesaplandig1 noktalar ise ; A= : t,=t,+ih :

0<i<N dir. O halde bulanik diferansiyel denklemin niimerik ¢6zimii igin 3.

mertebeden Runge-Kutta metodu;

K, th[tn ,Z(tn;r),;(tn;r)}

K,=hF r,,+23—h,g(rn;r)+§5,,}(rn;r)%gl} (4.113)

K,=hF|t, +%,y(t,,;r)+§& ,E(ln;f’)+§52}

olmak tizere

Z(tn+];r)=z(tn;r)+%[2£] +3K, +3K,] (4.114)

K th[tn ,Z(tn;r),;(tn;r)}

K»=hG tn+%,y(tn;r)+§fl,;(tn;r)+§fl} (4.115)

Ko=hG tn%,y(tn;r)%fz,;(tn;r)%fz}

olmak tizere

y(tysr) = y(t,;7) +%[2E1 +3K: +3K | (4.116)

seklindedir [25,26].

65



4.8 He’nin Varyasyonel iterasyon Metodu

Varyasyonel iterasyon metodu [27-28], [34]’deki tam olarak genel Lagrange c¢arpani
metodunun modifiye edilmis halidir. Bu metod, biiyiik lineer olmayan kesin ¢dziimiine
cok hizli bir sekilde yakmsayan yaklasimlarla problemlerin tam olarak, kolayca ve etkili
bir sekilde ¢oziilmesini saglar.

Asagidaki denklem lineer olmayan bir denklem olsun:

Lu(t)+ Nu(t)=g(1) (4.117)

Burada L lineer operatér, N lineer olmayan operator, ve g(t) ise bilinmeyen analitik

fonksiyondur. Varyasyonel iterasyon metoduna gore asagidaki diizeltme fonksiyonelini

kurabiliriz:

t

(1) =, (1) + [ 2(&)(Lu, (&) + Nu, (&) - 2(&))dS (4.118)

Burada A, varyasyonel teorisi vasitasiyla belirlenebilen genel Lagrange Carpanidir.

u, (1) ise baslangi¢ yaklasimi olup &ii, = 0°dir [27-29,34].

4.8.1 Bulanik diferansiyel denklemlerin niimerik c¢oziimii icin varyasyonel
iterasyon metodu

(4.1) bulanik baslangic deger problemi asagidaki gibidir.

, t <t<T (4.1)

Foa (1) =5, (0)+ [ 2($)(L5,($)+ N7, () - 2($))d¢ (4.119)
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denklemi yazilir. O halde Y :[Z ,?] ve j;:[z,;] (4.1) bulanik baslangic deger

probleminin sirasiyla kesin ve yaklasik c¢Ozimleri ve bunlarin seviyeleri
[Y(t)]r = [X(t;r),l_/(t;r)] , [y(t)]r = [X(t;r),;(t;r)] ve bunlarin seviyeleri
[Y(tn)]r :[X(tn;r),l_/(tn;r)} , [y(tn)]r:[X(tn;r),;(tn;r)] ; 0<n<N , genel

Lagrange carpanlart 1(¢)= ( A($),A (¢ )) olmak iizere (4.117) denklemi;

(4.120)

seklinde yazilir. (4.120) esitlikleri bulanik diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerine

varyasyonel iterasyon metodu ile niimerik yaklagimdir.
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BOLUM V
UYGULAMALAR

5.1 Uygulama: Birinci mertebeden bulanik diferansiyel denklem;

{j}'(t):—j;(t) , te[0,1] 5)

7(0)=(0.75+0.25r,1.125-0.125r)

seklinde olsun. j(7) :( y (t),;(t)) bulanik say1 degerli bir fonksiyon olmak iizere bu

fonksiyonun seviyeleri, j;(t;r):(y(t;r),;(t;r)) ve f(t,j/(t;r)):—j/(t;r) olacak

sekilde;

y(r)= £ (6.3(6r)) =3 (er)

;v(t;r)zf(t,j/(t;r))_—y(t,r) )
y(0;7)=0.75+0.25r

$(0;r) =1.125-0.125r

bi¢imindeki (5.1) denkleminin parametrik formu olusur. (5.1) denkleminin kesin

¢Oziimii;[31]

: 0.1875¢” (—1+r) + €' (0.9375 + —0.0625r),

Y(t;r) = (5:3)
0.1875¢™* (1 - r) +é' (0.9375 + —0.0625r)

5.1.1 Modifiye edilmis Euler metodu ile yaklasim
T—t,

t,=0,T7=0.1, N=10 ve adim aralig1 /4 = =0.01 dir. Buradan (4.34) ve (4.35)

modifiye edilmis Euler metodu iterasyon denkleminden

Flyy(tr)y(sr)|= £ (t5(6r) ==y(er)
(5.4)

Gy () y(tr) =7 (15(6r)) = =y (s:r)
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y(t;r)=p (r) ve ;(t -r):;n(r) olmak tizere (5.1) bulanik baglangic deger

problemi i¢in;
(5.5)

seklinde iterasyon denklemleri elde edilir. Bu itarasyonlar sonucundaki niimerik olarak

yaklasim ve hatalar ¢izelge 5.1 de verilmistir. [17]

5.1.2 Modifiye edilmis 2-adim Simpson metodu ile yaklasim

t,=0,T7=0.1, N=10 ve adim aralig1 hz%z0.0l olsun.

(5.6)
S (6.5(1))=-p(1)
oldugundan,
L(63(1))==y'(1)= (1)

(5.7

f(63(0)=p'(t

N—"
Il
< |
—~
~
N—"

olur. Buradan sag ve sol yan fonksiyonlarin ikinici baglangigc degerleri (4.50)

esitliginden;
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(5.8)

(5.9)

seklinde olur. (4.48) ve (4.49) iterasyon denkleminden (5.1) bulanik baslangic deger

problemi i¢in;

2 (1)=2,, ()= 35 ()-55, ()3 (3. () -k, ()

(5.10)
- h 4h h -

V(=30 (1) =32, ()-F 2, ()3 (2, () -hy. ()

seklinde iterasyon denklemleri elde edilir. Bu iterasyonlarin sonucundaki kesin ¢6ziime

niimerik olarak yaklasim ve hatalar ¢izelge 5.2 de verilmistir. [18]

5.1.3 2-adim metodu ile yaklasim

t,=0,T7=0.1, N=10 ve adim aralig1 /& = T, =0.01 olsun. Kesin ¢oziimden alinan
baslangi¢ degerleri;

y (r)=Y(0;r r)=Y(¢;r

2, (r)=X(Or) 2, (r)=X(ar) .
YO(F):Y(O;F) y](r):Y(tl;r)
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olmak iizere (4.75) iterasyon denkleminden (5.1) bulanik baslangi¢ deger problemi

i¢in;

2, (1)=2, (453, ()45, ()
(5.12)
7o) =3, (7450, ()43, (1)

seklinde iterasyon denklemleri elde edilir. Bu iterasyonlar sonucundaki niimerik

yaklasim ve hatalar ¢izelge 5.3 de verilmistir. [20]

5.1.4 Adams-Bashforth 3-adim metodu ile yaklasim

t,=0,7=0.1, N=5 ve adim aralig1 h:T_t"

=0.02 olsun. Kesin ¢6ziimden alman

baslangi¢ degerleri;
Y Y ¥
. CL\=s ve = = (5.13)

olmak iizere, (4.95) iterasyon denkleminden (5.1) bulanik baslangic deger problemi

i¢in;

8, (7)=2,, ()45 (50,0 (1) + 16y, (1) + 233, (1)
(5.14)

o () =2 (1) 15 (-50, (1) +163, (1) +237,., (7))

seklinde iterasyon denklemleri elde edilir olur. Bu iterasyonlar sonucundaki niimerik

yaklasim ve hatalar ¢izelge 5.4 de verilmistir. [21]
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5.1.5 3. mertebeden Runge-Kutta metodu ile yaklasim

t,=0, T'=0.1, N=5 ve adim aralig1 h= il =0.02 olsun. (4.113) ve (4.115)
esitliklerinden

Kl = _h;n (r)

K,=-hy, @)(-H%) (5.15)
Ky=-hy, (r)(—H%(—l %n

K= _th (r)

K>=-hy (r)(—l+%) (5.16)

K:=—hy (r)(—”z?h(‘”za_hn

olmak iizere iterasyonlar (4.114) ve (4.116) iterasyon denklemlerinden (5.1) bulanik

baslangi¢ deger probleminin niimerik ¢oziimii i¢in

1
v, (r)=2,(r)+5 (2K, +3K, +3K,)

(5.17)

<

3

=

—~
=

~
Il

v, (7) +%(2E1 +3K> +3E3)

seklindeki iterasyon denklemi elde edilir. Bu iterasyonlar sonucundaki niimerik

yaklasim ve hatalar ¢izelge 5.5 de verilmistir. [25,26]
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5.1.6 He’nin varyasyonel iterasyon metodu ile yaklasim
t,=0, y(t;r) :(X(t;r),;(t;r)) , genel Lagrange carpanlart 1(¢) :(i(t),z(t)) ve
f(t,j/(t;r)):(]_‘(t,j/(t;r)),7(t,)7(t;r))) olmak iizere (4.120) bulanik diferansiyel

denklemler i¢in varyasyonel iterasyon denklemlerinden (5.1) bulanik baslangic deger

problemi i¢in;

v, (6r)=y, ()¢ [ 200, (6 }(q;r))d:

yn+] t” +I ( +y(§ r)) d¢ (5.18)
y (t;r):z(o r)=0.75+0.25r

o (6:7) =Y (0;7) =1.125-0.125r

Genel Lagrange carpanlar1 A(¢)=A(¢)=~1 oldugundan (5.18) denklemi;

v, (67) =y, (6r)= [ (i) +2(¢ir))de

;nn(f;r)=;n(t;r)—jot(;n(C;r)+z(§;r)jdg 5.19)
v, (6r)=Y(0;r)=0.75+0.25r
o (6:7) =Y (0;7) =1.125-0.125r

seklinde yazilarak iterasyon denklemleri elde edilir. 10. iterasyon sonucundaki niimerik

yaklasim ve hatalar ¢izlge 5.6’da verilmistir.
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Cizelge 5.1 (5.1) Denklemin modifiye edilmis Euler metoduyla niimerik

yaklagim

rooy) 1) o) v Y0) )
0. 0.641073  0.866441 0.225368 1.05551 1.20575 0.150246
0.1 0.66745  0.890314 0.222864 1.04044 1.1957 0.155254
0.2 0.693827 0.914187 0.22036  1.02538 1.18564 0.160262
0.3 0.720204 0.93806 0.217856 1.01031 1.17558 0.16527

0.4 0.746581 0.961933 0.215352 0.995243 1.16552 0.170278
0.5 0.772958 0.985806 0.212848 0.980176 1.15546 0.175287
0.6 0.799335 1.00968 0.210344 0.96511 1.1454  0.180295
0.7 0.825712  1.03355 0.20784  0.950043 1.13535 0.185303
0.8 0.852089 1.05742  0.205336 0.934977 1.12529 0.190311
0.9 0.878466 1.0813 0.202831 0.91991 1.11523 0.195319
1. 0.904844 1.10517  0.200327 0.904844 1.10517 0.200327

Cizelge 5.2 (5.1) Denklemin modifiye edilmis Simpson metoduyla niimerik

yaklagim
0 10 e a0 T o)
0. 0.629093 0.866441 0.237348 1.07133 1.20575 0.134425
0.1 0.656778 0.890314 0.233536 1.05515 1.1957 0.140548
0.2 0.684438 0.914187 0.229749 1.03886 1.18564 0.146775
0.3 0.712074 0.93806  0.225986 1.02247 1.17558 0.153106
0.4 0.739685 0.961933 0.222248 1.00598 1.16552 0.159541
0.5 0.767272  0.985806 0.218534 0.989383  1.15546 0.16608
0.6 0.794834 1.00968  0.214845 0.972682  1.1454 0.172723
0.7 0.822372 1.03355 0.21118 0.955877  1.13535 0.17947
0.8 0.849885 1.05742 0.20754 0.938968  1.12529 0.18632
0.9 0.877374 1.0813 0.203924 0.921955  1.11523 0.193274
1. 0.904838 1.10517  0.200333 0.904838  1.10517 0.200333
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Cizelge 5.3 (5.1) Denklemin 2-adim metoduyla niimerik yaklasimi

ro y(r) Y(r) y-Y|(r)  ¥(r) Y(r) y-7|(r)
0. 0.866441 0.866441 0.221629 1.0863 1.20575 0.119454
0.1 0.890314 0.890314 0.217681 1.06997 1.1957 0.125723
0.2 0.914187 0.914187 0.213732 1.05365 1.18564 0.131992
0.3 0.93806 0.93806 0.209784 1.03732 1.17558 0.138261
0.4 0.961933 0.961933 0.205835 1.02099 1.16552 0.14453

0.5 0.985806 0.985806 0.201887 1.00466 1.15546 0.150799
0.6 1.00968 1.00968 0.197938 0.988336 1.1454 0.157068
0.7 1.03355 1.03355 0.193989 0.972009 1.13535 0.163337
0.8 1.05742 1.05742 0.190041 0.955682 1.12529 0.169606
0.9 1.0813 1.0813 0.186092 0.939354 1.11523 0.175875
1. 1.10517 1.10517 0.182144 0.923027 1.10517 0.182144

Cizelge 5.4 (5.1) Denklemin Adams-Bashforh 3-adim metoduyla niimerik yaklasimi

rooy(r) Y(r)  p-ye) w() Y(r)  |y-Y|(r)
0. 0.752667 0.866441 0.113774 1.08509 1.20575 0.120666
0.1 0.775414 0.890314 0.1149 1.07459 1.1957 0.121103
0.2 0.798161 0.914187 0.116026 1.0641 1.18564 0.12154

0.3 0.820908 0.93806 0.117152 1.0536 1.17558  0.121977
0.4 0.843654 0.961933  0.118278 1.04311 1.16552 0.122414
0.5 0.866401 0.985806  0.119404 1.03261 1.15546  0.122851
0.6 0.889148 1.00968 0.12053 1.02212 1.1454 0.123287
0.7 0.911895 1.03355 0.121657 1.01162 1.13535 0.123724
0.8 0.934642 1.05742 0.122783 1.00113 1.12529 0.124161
0.9 0.957389 1.0813 0.123909 0.990631 1.11523  0.124598
1. 0.980136 1.10517 0.125035 0.980136  1.10517 0.125035
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Cizelge 5.5 (5.1) Denklemin 3. mertebeden Runge-Kutta metoduyla niimerik

yaklasimi

ro () Y(r) y-Y(r) ¥ Y(r)  [y-Y|(r)
0. 0.641321 0.866441 0.22512 1.05525 1.20575 0.150506
0.1 0.66767 0.890314 0.222641 1.04021 1.1957 0.155489
0.2 0.694024 0.914187 0.220162 1.02517 1.18564 0.160471
0.3 0.720376 0.93806 0.217684 1.01013 1.17558  0.165454
04 0.746728 0.961933 0.215205 0.995084  1.16552 0.170437
0.5 0.773079 0.985806 0.212727 0.980043  1.15546 0.17542

0.6 0.799431 1.00968 0.210248 0.965002  1.1454 0.180402
0.7 0.825783 1.03355 0.207769 0.949961  1.13535 0.185385
0.8 0.852134 1.05742 0.205291 0.93492 1.12529  0.190368
0.9 0.878486 1.0813 0.202812 0.919879  1.11523  0.195351
1. 0.904837 1.10517 0.200334 0.904837  1.10517 0.200334

Cizelge 5.6 (5.1) Denklemin varyasyonel iterasyon metoduyla niimerik yaklagimi

T 20 X0 e w0 70 p)
0. 0.680884 0.866441 0.185557 1.08802 1.20575 0.117738
0.1 0.707137 0.890314 0.183177 1.07356 1.1957 0.12214

0.2 0.73339 0.914187 0.180797 1.0591 1.18564 0.126542
0.3 0.759643 0.93806 0.178417 1.04464 1.17558 0.130944
0.4 0.785896 0.961933 0.176037 1.03018 1.16552  0.135346
0.5 0.812149 0.985806 0.173657 1.01572 1.15546  0.139748
0.6 0.838402 1.00968 0.171277 1.00125 1.1454 0.14415

0.7 0.864655 1.03355 0.168897 0.986795 1.13535 0.148552
0.8 0.890908 1.05742 0.166517 0.972334  1.12529 0.152953
0.9 0.917161 1.0813 0.164137 0.957874 1.11523  0.157355
1. 0.943414 1.10517 0.161757 0.943414  1.10517 0.161757
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Uygulama 5.2: Birinci mertebeden bulanik diferansiyel denklem;

(5.19)

{f'(t) =—j(t)+1+1 , te[0,1]

7(0)=(0.96+0.04r,1.01-0.01r)

seklinde olsun. j(7) :( y (t),;(t)) bulanik say1 degerli bir fonksiyon olmak iizere bu

fonksiyonun seviyeleri, j;(t;r):(y(t;r),;(t;r)) ve f(t,j/(t;r)):—j/(t;r) olacak

sekilde;

y'(t;r) zi(t,y(t;r)) =—y(t;r)+t+1

;'(t;r):7(t,y(t;r))——y(t,r)+t+l (5.20)
y(0;7)=0.96+0.04r '
y(0;7)=1.01-0.01r

bi¢imindeki (5.19) denkleminin parametrik formu olusur. (5.19) denkleminin kesin

¢Oziimii;[31]

() t+0.985€"—0.025e’+r(0.015€"+0.02Se’),
Y(t;r)= (5.21)
£+0.025¢' +0.985¢ " + r(0.015e-’ - 0.025e’)

5.2.1 Modifiye edilmis Euler metodu ile yaklasim

t,=0,T=0.1, N=10 ve adim aralig1 h:T_t(’

=0.01 dir. Buradan (4.34) ve (4.35)

modifiye edilmis Euler metodu iterasyon denkleminden
F[t,z(t;r),;(t;r)] = i(t,j/(t;r)) = —;(t;r)+t+l
(5.22)

G[t,z(t;r),;(t;r)] :f(t,j/(t;r)) = —Z(t;r)+t+l
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y(tsr)=p (r) ve y(tn;r):;n(r) olmak {izere (5.19) bulanik baglangi¢ deger

problemi i¢in;

. (r)=2, (r)+§(_;n (r)+1, +1)+§(—;n (r)+t, +1—h(—2n (r)+1, +1))

(5.23)

3o (7) =2, (1) + 2y (r)+1, +1)+§(_Zn (r)+t, +1= (=, (r) +1, +1))

seklinde iterasyon denklemleri elde edilir. Bu itarasyonlar sonucundaki niimerik olarak

yaklagim ve hatalar ¢izelge 5.7 de verilmistir.[17]

5.2.2 Modifiye edilmis 2-adim Simpson metodu ile yaklasim

t,=0,T7=0.1, N=10 ve adim aralig1 hz%z0.0l olsun.

(5.24)

f(6.3(2)

I
|
<
—~
~
N—
+
p—
I
<
—_
~
N—
L

olur. Buradan sag ve sol yan fonksiyonlarin ikinici baglangi¢ degerleri (4.50)

esitliginden;

2, () =y, (r)+h(=3, (r)+1, +1)+h—22(zo (r)=to)

Y (r) =Y, (r)+h(—zo (r)+t0 +l)+7(;0 (r)—to)

(5.25)

seklinde olur. (4.48) ve (4.49) esitliklerinden (5.19) bulanik baslangi¢ deger problemi

i¢in;
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h

5,0 = 3, (5 () 1)+ 5

3

A _;n (r)+t” +1)
+ﬁ((_;n(,»)+tn +1)_h(_2n(’")+t" +1))
3

(5.26)

seklindeki iterasyon denklemleri elde edilir. Bu iterasyonlarin sonucundaki kesin

¢Ozlime niimerik olarak yaklasim ve hatalar ¢izelge 5.8 de verilmistir.[18]

5.2.3 2-adim metodu ile yaklasim
T—t,

t,=0,T7=0.1, N=10 ve adim aralig1 /4 = =0.01 olsun. Kesin ¢oziimden alinan

baslangi¢ degerleri;

Y Y

_ ve = _ (5.27)
Y (0; Y

olmak tizere (4.75) esitliklerinden (5.19) bulanik baslangic deger problemi i¢in;

2 (=2, (=5 (=0, ()t +1)+ 3 (5, ()0, 1)
(5.28)
P (1) =, (1) =2 (3 () 1, +1) 2 (-, ()41, +1)

Seklinde iterasyon denklemleri elde edilir. Bu iterasyonlar sonucundaki niimerik

yaklasim ve hatalar ¢izelge 5.9 de verilmistir. [20]
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5.2.4 Adams-Bashforth 3-adim metodu ile yaklasim
t,=0,7=0.1, N=10 ve adim aralig1 s = % =0.01 olsun. Kesin ¢dziimden alinan

baslangi¢ degerleri;

— , — ve _ (5.29)
o(r)=Y(0r)  y,(r)=Y(t;r) v, (r)=Y(t,:r)
olmak tizere, (4.95) esitliklerinden (5.19) bulanik baslangi¢ deger problemi i¢in;
h 5(—;n_, (r)+2,, + 1) —~ 16(_Zn (r)+2,+ 1) +
Xn+2( ):Xnﬂ( ) E -
+23(—yn+, (r)+2,,+ 1)
(5.30)

seklinde iterasyon denklemleri elde edilir. Bu iterasyonlar sonucundaki niimerik

yaklagim ve hatalar ¢izelge 5.10 de verilmistir. [21]

5.2.5 3. mertebeden Runge-Kutta metodu ile yaklasim
t,=0, T=0.1, N=8 ve adim aralif1 h:%:0.0125 olsun. (4.113) ve (4.115)

esitliklerinden

K, :h(_;n () 41-2(5, (r)+tn)] (5.31)
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yn(r)”n“—%(—zn (r)+tn)] (5.32)

olmak iizere (4.114) ve (4.116) esitliklerinden (5.19) bulanik baslangi¢ deger problemi

i¢in;

1
Yo (r)=y (r)+§(2£1 +3K, +3K,)
(5.33)

Y (r)=7, (r)+%(2zl +3K, +3K:

seklinde iterasyon denklemleri elde edilir. Bu iterasyonlar sonucundaki niimerik

yaklasim ve hatalar ¢izelge 5.11 de verilmistir. [25,26]

5.2.6 He’nin varyasyonel iterasyon metodu ile yaklasim
t,=0, y(t;r) :(X(t;r),;(t;r)) , genel Lagrange carpanlart 1(¢) :(i(t),z(t)) ve

f(t,j/(t;r)):(]_‘(t,j/(t;r)),7(t,)7(t;r))) olmak iizere (4.120) bulanik diferansiyel

denklemler i¢in varyasyonel iterasyon denklemlerinden (5.19) bulanik baslangic deger

problemi i¢in;

X,H tr tr +I ( (Cl’) ¢ - )di;
Yo (t (67)+ ], A( ( +Z(C;")—C—1jd4 (5.34)
v, ( ) (0:7) = 0.96+0.04r

Y
Y(0

v (:7) =Y (0;7)=1.01-0.01r

81



Genel Lagrange arpanlar1 A(¢)=A4(¢)=-1 oldugundan (5.2.17) denklemi;

v, (60)=y, (60)= [ (Gsr)(¢ir)=¢ -1)ag

Vo (fér)Z;n(f;r)—ﬂ(;n(C;r)+z(é;r)—6—ljd§ (5:35)
v, (t:7) =Y (0:;7) =0.96+0.04r
o (£:7) =Y (0;7) =1.01-0.01r

seklinde yazilarak iterasyon denklemleri elde edilir. 1. iterasyon sonucundaki niimerik
yaklasim ve hatalar cizlge 5.12°da verilmistir.  Burada saderce bir iterasyon

yapilmasmin  sebebi  iterasyon sayist artarken hatanin  da  artmasindan

kaynaklanmaktadir.
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Cizelge 5.7 (5.19) Denklemin modifiye edilmis Euler metoduyla niimerik yaklagimi

o) ) ) v YY) [r|)

0. 0.963637 0.963636 1.54233x10° 1.0189 1.01889 1.45092x10°
0.1 0.967757 0.967756 1.54004x10° 1.01749 1.01749 1.45777x10°
0.2 0.971877 0.971876 1.53775x10° 1.01608 1.01608 1.46462x10°
0.3 0.975998 0.975996 1.53546x10° 1.01468 1.01468 1.47147x10°
0.4 0.980118 0.980116 1.53317x10° 1.01327 1.01327 1.47832x10°
0.5 0.984238 0.984237 1.53088x10° 1.01187 1.01187 1.48517x10°
0.6 0.988358 0.988357 1.52858x10° 1.01046 1.01046 1.49202x10°
0.7 0.992478 0.992477 1.52629x10°  1.00906 1.00905 1.49887x10°
0.8 0.996599 0.996597 1.524x10° 1.00765 1.00765 1.50572x10°
0.9 1.00072  1.00072  1.52171x10° 1.00624 1.00624 1.51257x10°
1. 1.00484  1.00484  1.51942x10° 1.00484 1.00484 1.51942x10°

Cizelge 5.8 (5.19) Denklemin modifiye edilmis Simpson metoduyla niimerik
yaklasimi

roy() X)) e v Y r-do)

0.  0.963636 0.963636 7.57907x10" 1.01889 1.01889 7.11432x10°'
0.1 0967756 0.967756 7.56702x107 1.01749 1.01749 7.14875x107
0.2  0.971876 0971876 7.55497x107 1.01608 1.01608 7.18317x107
0.3  0.975996 0.975996 7.54292x10”7 1.01468 1.01468 7.2176x10”
0.4 0980116 00980116 7.53087x107 1.01327 1.01327 7.25202x107
0.5  0.984237 0.984237 7.51882x107 1.01187 1.01187 7.28645x107
0.6  0.988357 0.988357 7.50677x107 1.01046 1.01046 7.32087x107
0.7  0.992477 0.992477 7.49472x107 1.00905 1.00905 7.3553x107
0.8  0.996597 0.996597 7.48267x107 1.00765 1.00765 7.38972x107
0.9  1.00072  1.00072  7.47062x107 1.00624 1.00624 7.42415x10”
1. 1.00484  1.00484  7.45857x107 1.00484 1.00484 7.45857x107
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Cizelge 5.9 (5.19) Denklemin Adams-Bashforh 3-adim metoduyla niimerik
yaklasimi

o) xR ) Te) P

0. 096 0.963636 0.00615453 1.0245 1.01889  0.00560623
0.1 0.964 0.967756 0.00555279 1.02252  1.01749  0.00503189
0.2 0.968 0.971876 0.00495106 1.02054 1.01608  0.00445756
0.3 0972 0.975996 0.00434932 1.01856 1.01468  0.00388322
04 0976 0.980116 0.00374758 1.01658 1.01327  0.00330888
0.5 098 0.984237 0.00314585 1.0146 1.01187  0.00273454
0.6 0.984 0.988357 0.00254411 1.01262  1.01046  0.0021602

0.7 0.988 0.992477 0.00194237 1.01064  1.00905 0.00158586
0.8 0.992 0.996597 0.00134063 1.00866 1.00765 0.00101152
0.9 0.996 1.00072  0.000738897 1.00668 1.00624  0.00043718
1. 1. 1.00484  0.00013716 1.0047 1.00484  0.00013716

Cizelge 5.10 (5.19) Denklemin 2-adim metoduyla niimerik yaklagimi

roy(r) () Y=y(r)  w(r) Y [P35

0. 0961233 0.963636  0.00240284 1.02094 1.01889 0.00204751
0.1 0.965589 0.967756  0.00216674 1.01933  1.01749 0.00183857
0.2 0969945 0.971876  0.00193065 1.01771 1.01608 0.00162963
0.3 0974302 0.975996  0.00169455 1.0161 1.01468 0.00142069
0.4 0978658 0.980116  0.00145846 1.01448 1.01327 0.00121174
0.5 0983014 0.984237  0.00122237 1.01287 1.01187 0.0010028
0.6 0.98737 0.988357  0.000986273 1.01125 1.01046 0.000793864
0.7 0991727 0.992477  0.00075018 1.00964 1.00905 0.000584923
0.8 0.996083 0.996597  0.000514086 1.00802 1.00765 0.000375983
0.9 1.00044 1.00072 0.000277992  1.00641 1.00624 0.000167042
1. 1.0048 1.00484 0.0000418984 1.0048 1.00484 0.0000418984
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Cizelge 5.11 (5.19) Denklemin 3. mertebeden Runge Kutta metoduyla niimerik
yaklasimi

»(r)

Y(r)

¥ - |(r)

»(r)

Y(r)

[¥=¥|(r)

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

0.963674
0.967791
0.971907
0.976023
0.98014

0.984256
0.988372
0.992489
0.996605
1.00072

1.00484

0.963636
0.967756
0.971876
0.975996
0.980116
0.984237
0.988357
0.992477
0.996597
1.00072

1.00484

0.0000388764
0.0000349877
0.0000310989
0.0000272102
0.0000233214
0.0000194327
0.0000155439
0.0000116551
7.76639x10°

3.87764x10°

1.11181x10°

1.01886
1.01745
1.01605
1.01465
1.01325
1.01185
1.01044
1.00904
1.00764
1.00624
1.00484

1.01889
1.01749
1.01608
1.01468
1.01327
1.01187
1.01046
1.00905
1.00765
1.00624
1.00484

0.0000388983
0.0000350096
0.0000311209
0.0000272322
0.0000233435
0.0000194547
0.000015566
0.0000116773
7.78856x10°
3.89984x10°
1.11181x10°

Cizelge 5.12 (5.19) Denklemin varyasyonel iterasyon metoduyla niimerik yaklasimi

Y O B o I S0 % R0 W 1 N 2 3
0. 0.964 0.963636  0.000364416 1.019 1.01889 0.00010587
0.1 0.9681 0.967756 0.000344233 1.0176 1.01749 0.000111541
0.2 0.9722 0971876  0.000324049 1.0162 1.01608 0.000117213
0.3 0.9763 0.975996 0.000303866 1.0148 1.01468 0.000122884
0.4 0.9804 0.980116  0.000283682 1.0134 1.01327 0.000128555
0.5 0.9845 0.984237 0.000263499 1.012 1.01187 0.000134226
0.6 0.9886 0.988357  0.000243316 1.0106 1.01046 0.000139897
0.7 0.9927 0.992477 0.000223132 1.0092 1.00905 0.000145568
0.8 0.9968 0.996597  0.000202949 1.0078 1.00765 0.00015124
0.9 1.0009 1.00072 0.000182765 1.0064 1.00624 0.000156911
1. 1.005 1.00484 0.000162582 1.005 1.00484 0.000162582
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Uygulama 5.3 Birinci mertebeden bulanik diferansiyel denklem,;

f'(t):-%(t)w(t) . refo]

1(0)=(0.96+0.04r,1.01-0.01r)

(5.36)

denklemi AC kaynagi(source) ile bir elektriksel devre akimi denkleminin baslangic
sartlarinin bulaniklastirilmasiyla olusan 1. mertebeden bulanik diferansiyel denklemdir.

Burada R devre drenci, L ise selenoid’e uygun bir katsayidir.

v(t)=sin(z), R=1ohmve L=1H olsun. O halde (4) denklemi

(5.37)

{zj'(t) =—i(t)+sin(¢) , t€[0,1]

7(0)=(0.96+0.04r,1.01-0.017)

seklinde olur. 7 '(t):(g' (t),;(t)) bulanik sayr degerli bir fonksiyon olmak iizere bu

fonksiyonun seviyeleri, j;(t;r):(z(t;r),;(t;r)) ve f(t,j/(t;r)):—j/(t;r) olacak

sekilde;

i'(t;r) :]_’(t,l (t;r)) =—i(t;r)+sin(t)

;'(t;r) :7(t,l (t;r)) = —g(t,r)+sm(t) (5.38)
i(0;7)=0.96+0.04r '
i(0;7)=1.01-0.01r

bi¢imindeki (5.37) denkleminin parametrik formu olusur. (5.37) denkleminin kesin

¢Oziimii;[31]

~(0.025-0.025r)¢' +(1.485+0.015r) ™ +0.5(—cos(¢) +sin(t)),
(0.025-0.025r)¢' +(1.485+0.015r )¢ +0.5(—cos(¢)+sin(¢))

i(t;r)

(5.39)
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5.3.1 Modifiye edilmis Euler metodu ile yaklasim

1 =0, T=098, N=13 ve adim araligs h =110

=0.0754 dir. Buradan (4.34) ve

(4.35) modifiye edilmis Euler metodu iterasyon denkleminden

Flei(tr),i(tr) ]| = £ (60 (7)) ==i(t:r) +sin(2)

(5.40)

Gpg@yyxno]zfgjgy»:—ﬁua+gn@)

i(t,;;7)=i,(r) ve i(t,;r)=1ia(r) olmak iizere (5.37) bulanik baslangi¢ deger problemi

i¢in;

seklinde iterasyon denklemleri elde edilir. Bu itarasyonlar sonucundaki niimerik olarak

yaklagim ve hatalar ¢izelge 5.13 de verilmistir.[17]

5.3.2 Modifiye edilmis 2-adim Simpson metodu ile yaklasim

T—1,

t,=0,T7=098, N =10 ve adim aralig1 s = =0.098 olsun.

j_”'(t,f(t)) = —f'(t)+cos(t) =i(¢)—sin(z)+cos(r)

(5.42)

7'(t,f(t)) =—i'(t)+cos(r)=i(t)—sin(¢)+cos(7)

Buradan sag ve sol yan fonksiyonlarin ikinici baglangi¢ degerleri (4.50) esitliginden;

87



iy (r)—sin(t,)+cos(t,))

> io(r) —sin(to)+cos(to))

LN
—~
~
N—"
Il

1~
[=}
—~
~
N—"
+
>
—
L
(=}
—~
~
N—"
+
%2}
£.
=
—~
ON
N—"
SN—
+
—

(5.43)

~ ]
—~
~
N—"
|
~
(=}
—~
~
N—"
+
>
—
1ok,
(=}
—~
~
N—"
+
%2}
£.
=
—~
ON
N—"
N—
+
—

seklinde olur. (4.48) ve (4.49) esitliklerinden (5.37) bulanik baslangi¢ deger problemi
i¢in;

. . hi - . 4h -
L, (r) =1, (r)+§(—ln_1 (r) +s1n(tn_] ))+?(
+§((_2,, (r)+sin(,..)) = (=i, (r)+sin(z,)))

(5.44)

seklindeki iterasyon denklemleri elde edilir. Bu iterasyonlarin sonucundaki kesin

¢Ozlime niimerik olarak yaklasim ve hatalar ¢izelge 5.14 de verilmistir. [18]

5.3.3 2-adim metodu ile yaklasim

T—1,

t,=0, T=098, N=4 ve adim arahg1 h= =0.245 olsun. Kesin ¢oziimden

alinan baslangic degerleri;

(05r)  i(r)=

] I I
- - ve _ _ (5.45)
: 1(0; : I

(5.46)
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seklinde iterasyon denklemleri elde edilir. Bu iterasyonlar sonucundaki niimerik

yaklagim ve hatalar ¢izelge 5.15 de verilmistir. [20]

5.3.4 Adams-Bashforth 3-adim metodu ile yaklasim
T—t,

t,=0, T=098, N=6 ve adim arahig1 h= =0.163 olsun. Kesin ¢oziimden

alinan baslangic degerleri;

' I i I L

- — , - - ve - - (5.47)
] 1(0; ] I(¢; 1

olmak iizere, (4.95) esitliklerinden (5.37) bulanik baslangi¢ deger problemi i¢in;

o i (5= (r) +sin(z, ) =16(=i, (r) +sin(z,)) +
£n+2(’”)_£n+1(l”)+a +23(—;n+1(l’)+sin(tn+]))
(5.48)

S NCT +£ 5(—g'n_,(r)+sin(tn_,))—16(—;n(r)+sin(tn))+
)=V G s () esin(e)

seklinde iterasyon denklemleri elde edilir. Bu iterasyonlar sonucundaki niimerik

yaklasim ve hatalar ¢izelge 5.16 da verilmistir. [21]

5.3.5 3.mertebeden Runge-Kutta metodu ile yaklasim
t,=0,T=098, N=7 ve adim aralig1 h:%zo.m olsun. (4.113) ve (4.115)

esitliklerinden
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K = h(—;n (r) +sin(tn))

Ks= h(—gﬂ (r)+ sin(tn + %) —23—]1(—;" (r)+ sin(tn + %h] + %(—in (r)+ Sin(tn))]]

(5.50)

olmak tizere (5.37) bulanik baslangi¢ deger problemi i¢in;

i (r)zgn(r)+é(2gl+3§2+3g3)

Zn+l

(5.51)

ins1 (1) =i (r) +é(2E1 13K, + 3E3)

seklinde iterasyon denklemleri elde edilir. Bu iterasyonlar sonucundaki niimerik

yaklasim ve hatalar ¢izelge 5.17 de verilmistir. [25,26]

5.3.6 He’nin varyasyonel iterasyon metodu ile yaklasim

t,=0, f(t;r):(g'(t;r),f(t;r)), genel Lagrange carpanlari A(t):(i(t),z(t)) ve
f(t,f(t;r)) :(J_’(t,f(t;r)),7(t,f(t;r))) olmak iizere (4.120) bulanik diferansiyel

denklemler i¢in varyasyonel iterasyon denklemlerinden (5.37) bulanik baslangic deger

problemi i¢in;
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i (6r)=i (6r)+ j;i(g)(g’n (g;r)+z(g;r)_sin(g))dg

- — -1

. (t;r):fn(t;r)+ﬂl(§)(in(g”;r)+g(§;r)—sin(§)jd§

Genel Lagrange carpanlart A(¢)=A4(¢)=-1 oldugundan (5.52) denklemi;

b (67) =1, (650) = [|(1, (&:r)+E(¢5r)sin (&)} d
ina (67) =i (157) —Iot (f’n (g“;r)+g(§;r)—sin(é’)j d¢

(5.52)

(5.53)

seklinde yazilarak iterasyon denklemleri elde edilir. 15. iterasyon sonucundaki niimerik

yaklagim ve hatalar ¢izlge 5.18’da verilmistir.
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Cizelge 5.13 (5.37) Denklemin modifiye edilmis Euler metoduyla niimerik yaklasimi

r i) L(r)  i-1|(r) i(r)  I(r) i-7)(r)

0. 0.628007 0.627463 0.000543994 0.761113 0.760686 0.000427169
0.1 0.635226  0.634687 0.000538706 0.755021 0.754588 0.000433564
0.2 0.642445 0.641911 0.000533418 0.748929 0.748489 0.000439958
0.3 0.649663 0.649135 0.00052813  0.742838 0.742391 0.000446353
0.4 0.656882 0.656359 0.000522842 0.736746 0.736293 0.000452747
0.5 0.664101 0.663584 0.000517554 0.730654 0.730195 0.000459142
0.6 0.67132  0.670808 0.000512266 0.724562 0.724097 0.000465536
0.7 0.678539 0.678032 0.000506978 0.718471 0.717999 0.000471931
0.8 0.685758 0.685256 0.00050169  0.712379 0.7119 0.000478325
0.9 0.692976  0.69248  0.000496402 0.706287 0.705802 0.00048472

1. 0.700195 0.699704 0.000491114 0.700195 0.699704 0.000491114

Cizelge 5.14 (5.37) Denklemin modifiye edilmis Simpson metoduyla niimerik
yaklagimi

roi() 1) =) i) 1) i)

0. 0.627878 0.627463 0.000414731 0.760991 0.760686 0.000305081
0.1 0.635097 0.634687 0.000409585 0.754899 0.754588  0.000310899
0.2 0.642316 0.641911 0.000404438 0.748806 0.748489 0.000316718
0.3 0.649535 0.649135 0.000399291 0.742714 0.742391 0.000322536
0.4 0.656754 0.656359 0.000394145 0.736621 0.736293  0.000328354
0.5 0.663973 0.663584 0.000388998  0.730529 0.730195 0.000334173
0.6 0.671191 0.670808 0.000383851 0.724437 0.724097 0.000339991
0.7 0.67841 0.678032  0.000378705 0.718344 0.717999 0.000345809
0.8 0.685629 0.685256 0.000373558 0.712252 0.7119 0.000351628
0.9 0.692848 0.69248 0.000368411 0.70616  0.705802  0.000357446
1. 0.700067 0.699704 0.000363265 0.700067 0.699704 0.000363265
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Cizelge 5.15 (5.37) Denklemin 2-adim metoduyla niimerik yaklagimi

roi(r) L(r) i—1(r)  i(r) I(r)  fi-1|(r)
0. 0.616335  0.627463  0.0111282  0.813305  0.760686 0.0526191
0.1 0.626758  0.634687  0.00792875 0.804031  0.754588 0.0494438
0.2 0.637182  0.641911  0.00472932 0.794758  0.748489 0.0462685
0.3 0.647605  0.649135  0.00152988 0.785485  0.742391 0.0430932
0.4 0.658029 0.656359  0.00166955 0.776211  0.736293 0.0399179
0.5 0.668453  0.663584  0.00486898 0.766938  0.730195 0.0367426
0.6 0.678876 0.670808  0.00806841 0.757664  0.724097 0.0335673
0.7 0.6893 0.678032  0.0112678  0.748391  0.717999 0.030392
0.8 0.699723  0.685256  0.0144673  0.739117  0.7119 0.0272167
0.9 0.710147  0.69248 0.0176667  0.729844  0.705802 0.0240414
1. 0.72057 0.699704  0.0208661  0.72057 0.699704 0.0208661

Cizelge 5.16 (5.37) Denklemin Adams-Bashforh 3-adim metoduyla niimerik

yaklagimi
roi(r) L(r) i 1/(r) i(r) 1(r) i-7(r)
0. 0.516163 0.627463 0.1113 0.870859  0.760686  0.110174
0.1 0.53446 0.634687 0.100227 0.853687  0.754588  0.0990992
0.2 0.552757 0.641911 0.0891543 0.836514  0.748489  0.0880248
0.3 0.571054 0.649135 0.0780814 0.819342  0.742391  0.0769503
0.4 0.589351 0.656359 0.0670084 0.802169  0.736293  0.0658759
0.5 0.607648 0.663584 0.0559354 0.784996  0.730195  0.0548015
0.6 0.625945 0.670808 0.0448624 0.767824  0.724097  0.0437271
0.7 0.644242 0.678032 0.0337894 0.750651  0.717999  0.0326527
0.8 0.662539 0.685256 0.0227165 0.733479  0.7119 0.0215783
0.9 0.680836 0.69248 0.0116435 0.716306  0.705802  0.0105039
1. 0.699134 0.699704 0.000570507 0.699134  0.699704  0.000570507
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Cizelge 5.17 (5.37) Denklemin 3. mertebeden Runge-Kutta metoduyla niimerik

yaklagimi
roi(r) L(r) i-1/(r) i(r) 1(r) i~7(r)
0. 0.634956 0.627463 0.00749267 0.753066 0.760686 0.00762004
0.1 0.641424 0.634687 0.00673697 0.747723  0.754588 0.00686447
0.2 0.647892 0.641911 0.00598126 0.742381 0.748489 0.00610891
0.3 0.654361 0.649135 0.00522556 0.737038  0.742391 0.00535334
0.4 0.660829 0.656359 0.00446985 0.731695 0.736293 0.00459778
0.5 0.667298 0.663584 0.00371414 0.726353  0.730195 0.00384221
0.6 0.673766 0.670808 0.00295844 0.72101 0.724097 0.00308665
0.7 0.680234 0.678032 0.00220273 0.715667 0.717999 0.00233108
0.8 0.686703 0.685256 0.00144702 0.710325 0.7119 0.00157552
0.9 0.693171 0.69248 0.000691318 0.704982 0.705802 0.000819954
1. 0.69964  0.699704 0.0000643886 0.69964  0.699704 0.0000643886

Cizelge 5.18 (5.37) Denklemin varyasyonel iterasyon metoduyla niimerik yaklagimi

roi(r) L(r) i-1/(r) i(r) 1(r) i~7(r)

0. 0.627463 0.627463 2.93099x10™*  0.760686 0.760686 3.19744x10""
0.1 0.634687 0.634687 2.94514x10™"  0.754588 0.754588 3.19307x107"*
0.2 0.641911 0.641911 2.9593x10™*  0.748489 0.748489 3.1887x10™*
0.3  0.649135 0.649135 2.97345x10™"  0.742391 0.742391 3.18433x107*
0.4 0.656359 0.656359 2.98761x10™"* 0.736293 0.736293 3.17996x10™*
0.5 0.663584 0.663584 3.00177<10*  0.730195 0.730195 3.17558x107"*
0.6 0.670808 0.670808 3.01592x10™*  0.724097 0.724097 3.17121x10™*
0.7 0.678032 0.678032 3.03008x10™* 0.717999 0.717999 3.16684x10™"*
0.8 0.685256 0.685256 3.04423x10™* 0.7119  0.7119  3.16247x10™
0.9 0.69248 0.69248 3.05839x10™*  0.705802 0.705802 3.1581x10"*
1. 0.699704 0.699704 3.07254x10™*  0.699704 0.699704 3.15373x10™*
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Uygulama 5.4 Birinci mertebeden bulanik diferansiyel denklem,;

P(1)=35(t) , tefo]]

7(0)=(0.5vr,0231=7 +0.5)

(5.54)

seklinde olsun. j(7) :( y (t),;(t)) bulanik say1 degerli bir fonksiyon olmak iizere bu

fonksiyonun seviyeleri, j;(t;r):(z(t;r),;(t;r)) ve f(t,j(t;r))z?»tz)?(t;r) olacak

sekilde;

(5.55)

<l <l

bi¢imindeki (5.54) denkleminin parametrik formu olusur. (5.54) denkleminin kesin

¢Oziimii;[31]
¥(tr)= (o.sﬁe” (0231=7 +0.5)e’3) (5.56)

5.4.1 Modifiye edilmis Euler metodu ile yaklagim
T—t,

t,=0, T'=0.1, N=20 ve adim aralig1 & = =0.005 dir. Buradan (4.34) ve

(4.35) modifiye edilmis Euler metodu iterasyon denkleminden

Flty(tr).p(sr)|= £ (6.5 (r) = p(er)
(5.57)
Gley(6r).0(6r) | =7 (63(6r) =y (57)
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y(tsr)=yp (r) ve y(tn;r):;n(r) olmak tlizere (5.54) bulanik baslangic deger

problemi i¢in;

(r)=»,(r) +ﬁ3ffzn (r) +§3t3+12,, (r)(1+3ht])

Y 2

Zn+l

(5.58)

3o (r) :;n(r)+§3t3;n(r)+§3t3+,;n(r)(1+3mj)

seklinde iterasyon denklemleri elde edilir. Bu itarasyonlar sonucundaki niimerik olarak

yaklagim ve hatalar ¢izelge 5.19 de verilmistir.[17]

5.4.2 Modifiye edilmis 2-adim Simpson metodu ile yaklasim

T—-1,

t,=0,T7=0.1, N=20 ve adim arahg1 / = =0.005 olsun.

Buradan sag ve sol yan fonksiyonlarin ikinici baslangi¢ degerleri (4.50) esitliklerinden;

y,(r)=y, (r)(l +3ht; + %to (2+ 3t§)]
(5.59)

_ _ 2
()=, (r)(1+ i + 21, (2+ 3@)]

seklinde olur. (4.48) ve (4.49) esitliklerinden (5.54) bulanik baslangi¢ deger problemi
i¢in;
v (1)=y () rhely (r)+dhey (r)+he(y, (r)+ 308y (7))

Zn+l

(5.60)

Y (F) = 9 () 4 By, () + 8022, () + b (9, () + 302}, (7))

seklinde iterasyon denklemleri Bu iterasyonlarmm sonucundaki kesin ¢dziime niimerik

olarak yaklasim ve hatalar ¢izelge 5.20 de verilmistir[18].

96



5.4.3 2-adim metodu ile yaklasim

_to

t,=0, T'=0.1, N=10 ve adim arahg /= T =0.01 olsun. Kesin ¢odziimden

alinan baslangic degerleri;

Y Y
- — ve = — (5.61)
Y (0; Y

3h , — 9h
2, (=3, ()-S5 () + 5y, ()
(5.62)
- - 3h Oh ,—
() =3, ()=, )+ 2, (0)

seklinde iterasyon denklemleri elde edilir. Bu iterasyonlar sonucundaki niimerik

yaklagim ve hatalar ¢izelge 5.21 de verilmistir. [20]

5.4.4 Adams-Bashforth 3-adim metodu ile yaklasim

t,=0, T=0.1, N=10 ve adim aralig h:T_t(’ =0.01 olsun. Kesin ¢6ziimden

alman baslangic¢ degerleri;

y (r)=Y(0;r r)=Y(¢;r r)=Y(t,;r

2 ()=2 @) 3()=Tlr) | ()=K(en 5o
O(F) = Y(O;r) » (r) = Y(t];r) Y, (r) = Y(tz;r)

olmak tizere, (4.95) esitliklerinden (5.54) bulanik baslangic deger problemi i¢in;
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h —
Xn+2 (’") - Xn+] (r) + Z(St:_lzn—] B 16t§y" + 23tj"']XnH )
(5.64)

— — h — —
yn+2(r) = Vun (r)"'Z(Stf—]yn-] _16tjzn +23t5+]yn+l)

seklinde iterasyon denklemleri elde edilir. Bu iterasyonlar sonucundaki niimerik

yaklasim ve hatalar ¢izelge 5.22 de verilmistir. [21]

5.4.5 3. mertebeden Runge-Kutta metodu ile yaklasim
T—t,

t,=0, I'=0.1, N=10 ve adim aralig1 /= =0.01 olsun. (4.113) ve (4.115)

esitliklerinden
K, =ht v, (r)

2h Y ,
K, =3hy (r) SR (1+22]) (5.65)

2 2
K, =3hzn(r)(%+rn] {1+2h(%+tn] (l+2htf)}

El = ]’ll‘z;n (I”)

n

— =, \(2h Y )
K> =3hy,(r) SR (1+2n2)) (5.66)

— = (2 Y 2h Y
Ks :3hyn(r)(?+tn] {1+2h(?+tn] (1+2htf)]

olmak iizere (4.114) ve (4.116) esitliklerinden (5.54) bulanik baslangi¢c deger problemi

i¢in;
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1
v, (r)=2,(r)+5 (2K, +3K, +3K,)

(5.67)

<

3

=

—~
=

~
Il

v, (7) +%(2E1 +3K> +3E3)

seklinde iterasyon denklemleri elde edilir. Bu iterasyonlar sonucundaki niimerik

yaklasim ve hatalar ¢izelge 5.23 de verilmistir.[25,26]

5.4.6 He’nin varyasyonel iterasyon metodu ile yaklasim
t,=0, y(t;r) :(X(t;r),;(t;r)) , genel Lagrange carpanlart 1(¢) :(i(t),z(t)) ve
f(t,j/(t;r)):(]_‘(t,j/(t;r)),7(t,)7(t;r))) olmak iizere (4.120) bulanik diferansiyel

denklemler i¢in varyasyonel iterasyon denklemlerinden (5.64) bulanik baslangic deger

problemi i¢in;

Vo (B7)=, (fér)ﬁ;I(C)(;n (C;V)—%ZZ(?;”)] g (5.68)
y (t,r) :X(O;r) = 0.5\/;
v (7)=Y(0;7)=0241-7 +0.5

Genel Lagrange carpanlar1 A(¢)=4(¢)=~1 oldugundan (5.68) denklemi

Voatr) =3, (57) =], (?n (q;r)—sqzz(q;r)]dq (5.69)
y (t,r) :X(O;r) = 0.5\/;
v (7) =Y (0;7)=0241-7 +0.5

seklinde yazilirak iterasyon denklemleri elde edilir. 4. iterasyon sonucundaki niimerik

yaklasim ve hatalar ¢izlge 5.24°da verilmistir.
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Cizelge 5.19 (5.54) Denklemin modifiye edilmis Euler metoduyla niimerik yaklagimi

GG RO =D

0. 0. 0. 0. 0.700701 0.7007 8.75744x107
0.1 0.158272 0.158272 1.9781x107  0.690428 0.69042  8.62903x10~
0.2 0.223831 0.223831 2.79746x107 0.679566 0.679565 8.49328x10”
0.3 0.274136 0.274135 3.42618x107 0.668001 0.668 8.34874x107
0.4 0.316545 0.316544 3.95621x107 0.655575 0.655575 8.19345%107
0.5 0.353908 0.353907 4.42317x107 0.642064 0.642063 8.02458x10”
0.6 0.387686 0.387686 4.84534x107 0.627119 0.627118 7.83779x10”
0.7 0.418749 0.418749 5.23357x107 0.610155 0.610154 7.62578x10”
0.8 0.447662 0.447661 5.59492x107 0.590033 0.590032 7.3743x10”
0.9 0.474817 0.474816 5.93431x107 0.56381 0.563809 7.04655x107
1. 0.500501 0.5005 6.25531x107  0.500501 0.5005 6.25531x107

Cizelge 5.20 (5.54) Denklemin modifiye edilmis Simpson metoduyla niimerik

yaklasimi

o) () r=y(n) y(r) oY) =)

0. 0. 0. 0. 0.7007  0.7007  8.32464x10™""
0.1  0.158272 0.158272 1.88034x10"° 0.69042 0.69042  8.20259x107"°
0.2 0223831 0.223831 2.65921x10"°  0.679565 0.679565 8.07354x107"°
0.3 0274135 0.274135 3.25685x10"°  0.668 0.668 7.93614x107°
0.4 0316544 0316544 3.76069x10"°  0.655575 0.655575 7.78853x107"°
0.5  0.353907 0.353907 4.20458x10"°  0.642063 0.642063 7.628x10"°
0.6 0.387686 0.387686 4.60589x10"° 0.627118 0.627118 7.45045x107"°
0.7 0.418749 0.418749 4.97492x10"°  0.610154 0.610154 7.24891x107""
0.8  0.447661 0.447661 5.31842x10"° 0.590032 0.590032 7.00986x107"°
0.9 0.474816 0.474816 5.64103x10"°  0.563809 0.563809 6.69831x107""
1. 0.5005 0.5005  5.94617x10"° 0.5005  0.5005  5.94617x107"°
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Cizelge 5.21 (5.54) Denklemin 2-adim metoduyla niimerik yaklagimi

R B T B VS S0 N O W T
0. -0.0008848 0. 0.000884818 0.703322 0.7007 0.00262133
0.1 0.157423 0.158272 0.000848831 0.692916 0.69042  0.00248968
0.2 0.223112 0.223831 0.000718633 0.681919 0.679565 0.00235451
0.3 0.273564 0.274135 0.000571769 0.670215 0.668 0.00221526
0.4 0.316129 0.316544 0.000415353 0.657646 0.655575 0.00207103
0.5 0.353655 0.353907 0.000251846 0.643984 0.642063 0.00192052
0.6 0.387604 0.387686 0.0000820915 0.62888  0.627118 0.00176172
0.7 0.418843 0.418749 0.0000940908 0.611746 0.610154 0.00159127
0.8 0.447939 0.447661 0.000278192 0.591435 0.590032 0.00140258
0.9 0.475291 0.474816 0.00047514 0.564988 0.563809 0.00117867
1. 0.501241 0.5005 0.000740684 0.501241 0.5005 0.000740684

Cizelge 5.22 (5.54) Denklemin Adams-Bashforh 3-adim metoduyla niimerik

yaklasimi

rooa() ) ) ) Y [P
0. -0.001066 0. 0.00106584 0.70187  0.7007 0.00116955
0.1 0.157486  0.158272 0.000786038  0.691338 0.69042  0.000911649
0.2 0.22317  0.223831 0.000660092  0.680358 0.679565 0.000793798
0.3 0.273577 0.274135 0.000558536  0.668698  0.668 0.000697976
0.4 0.316075 0.316544 0.000468851  0.656187 0.655575 0.000612728
0.5 0.353521 0.353907 0.000385936  0.642596 0.642063 0.000533343
0.6 0.387379  0.387686 0.000306822  0.627575 0.627118 0.000457017
0.7 0.418519 0.418749 0.000229172 0.610536 0.610154 0.000381454
0.8 0.447511 0.447661 0.000150306 0.590336 0.590032 0.000303889
0.9 0.474751 0.474816 0.0000650928 0.564028 0.563809 0.000218813
1. 0.500574  0.5005 0.000074076  0.500574  0.5005 0.000074076
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Cizelge 5.23 (5.54) Denklemin 3. mertebeden Runge-Kutta metoduyla niimerik

yaklagimi

rooa() X0 el ) () i)

0. 0. 0. 0. 0.7007  0.7007  1.10934x107"
0.1  0.158272 0.158272 2.50575x10""  0.690427 0.69042  1.09307x10"°
0.2 0223831 0.223831 3.54366x10""  0.679565 0.679565 1.07588x10™"°
0.3  0.274135 0.274135 4.34008x10""  0.668 0.668 1.05757x107"°
0.4 0316544 0.316544 5.01149x10™""  0.655575 0.655575 1.0379x107°
0.5  0.353907 0.353907 5.60301x10""  0.642063 0.642063 1.01651x10™"°
0.6 0.387686 0.387686 6.1378x10™""  0.627118 0.627118 9.92846x10™"
0.7 0.418749 0.418749 6.62957x10"" 0.610154 0.610154 9.6599x10™"
0.8  0.447661 0.447661 7.08732x10™""  0.590032 0.590032 9.34133x10™"
0.9 0.474816 0.474816 7.51724x10""  0.563809 0.563809 8.92616x10"
1. 0.5005 0.5005  7.92386x10""  0.5005  0.5005  7.92386x10"

Cizelge 5.24 (5.54) Denklemin varyasyonel iterasyon metoduyla niimerik yaklagimi

1 B 70 R 00 5 R 1 R 9 N T8
0. 0. 0. 0 0.7007 0.7007 0
0.1 0.158272 0.158272 0 0.690427  0.69042 0
0.2 0.223831 0.223831 0 0.679565 0.679565 O
0.3 0.274135 0.274135 0 0.668 0.668 0
0.4 0.316544 0.316544 0 0.655575 0.655575 O
0.5 0.353907 0.353907 0. 0.642063  0.642063 0.
0.6 0.387686 0.387686 0 0.627118 0.627118 O
0.7 0.418749 0.418749 0 0.610154 0.610154 O
0.8 0.447661 0.447661 0 0.590032 0.590032 O
0.9 0.474816 0.474816 0 0.563809 0.563809 O
1. 0.5005 0.5005 0 0.5005 0.5005 0
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Uygulama 5.5 Birinci mertebeden bulanik diferansiyel denklem,;

()= (r) . tefo0]]
{)7(0)2(1.1+0.1r,1.3—0.1r) (5.70)

seklinde olsun. j(7) :( y (t),;(t)) bulanik say1 degerli bir fonksiyon olmak iizere bu

fonksiyonun seviyeleri, j;(t;r):(z(t;r),;(t;r)) ve f(t,j/(t;r)):tjzz(t;r) olacak

sekilde;

(5.71)

<l <l I=

bi¢imindeki (5.70) denkleminin parametrik formu olusur. (5.70) denkleminin kesin

¢cOzlimii;[21]

Y(t,r)=| - ﬁ e 1 (5.72)

2 1.1+0.1» 2 13-0.1r

5.5.1 Modifiye edilmis Euler metodu ile yaklagim
T—t,

t,=0,T7=0.2, N=10 ve adim arahg1 & = =0.02 dir. Buradan (4.34) ve (4.35)

modifiye edilmis Euler metodu iterasyon denkleminden

(5.73)
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y(tsr)=p (r) ve y(tn;r):;n(r) olmak {izere (5.70) bulanik baglangi¢ deger

problemi i¢in;

h h 2
Y (r) =y, (r) +§tnzj (r) +§tn+] (Zn (r) + hthi (r))

(5.74)

- - h — h - —2 2
yn+](r):yn(r)+§tnyn(r)+5tn+](yn(r)+htnyn(r))

seklinde iterasyon denklemleri elde edilir. Bu itarasyonlar sonucundaki niimerik olarak

yaklagim ve hatalar ¢izelge 5.25 de verilmistir.[17]

5.5.2 Modifiye edilmis 2-adim Simpson metodu ile yaklasim

T -1,

t,=0,7=0.2, N=10 ve adim aralig1 s = =0.02 olsun.

(5.75)

olur. Buradan sag ve sol yan fonksiyonlarin ikinici baglangi¢c degerleri (4.50)

esitliklerinden;

(5.76)

5 (7)=3r)+ i) 651+ 263, |

seklinde olur. (4.48) ve (4.49) esitliklerinden (5.70) bulanik baslangi¢c deger problemi

i¢cin
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h 4h h 2

Y. (r) =Y (r) +§tn_]zj_] (r) + ?tnzi (r) +§tn+] (Zn (r) + hthi (r))
(5.77)

— — h - 4h — h - - 2

P () =3 () 43,09 ()4 1,30 (1) + S (3,(1) 1,3, (1)

seklinde iterasyon denklemleri elde edilir. Bu iterasyonlarin sonucundaki kesin ¢6ziime

niimerik olarak yaklasim ve hatalar ¢izelge 5.26 de verilmistir. [18]

5.5.3 2-adim metodu ile yaklasim
t,=0,T7=0.2, N=3 ve adim arahg1 & = % = (0.66 olsun. Kesin ¢oziimden alinan

baslangi¢ degerleri;

Y
= (5.78)
Y

h 3h
(7 y,,(r)—gfn-l_z ,(”)+7fn “(r)
(5.79)
- - ho— 3h -
yn+] (l") = yn(r) _Etn—lyi—] (l") +?tnyi(r)

seklinde iterasyon denklemleri elde edilir. Bu iterasyonlar sonucundaki niimerik

yaklagim ve hatalar ¢izelge 5.27 de verilmistir. [20]

5.5.4 Adams-Bashforth 3-adim metodu ile yaklasim
T—t,

t,=0, T'=0.2, N=15 ve adim aralig1 & = = 0.013 olsun. Kesin ¢dziimden

alinan baslangic degerleri;
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Y
= (5.80)
Y

olmak iizere, (4.95) esitliklerinden (5.70) bulanik baglangic deger problemi i¢in,

h _
Y o, (r) =y (r) + —2(51‘"_]21] - 16tnyi + 23tn+12i+] )
(5.81)

— h — —
yn+2 (l") = yn+] (l") +E(5tn—lyj—] _16tn2j + 23tn+]yi+])

seklinde iterasyon denklemleri elde edilir. Bu iterasyonlar sonucundaki niimerik

yaklagim ve hatalar ¢izelge 5.28 de verilmistir. [21]

5.5.5 3. mertebeden Runge-Kutta metodu ile yaklasim

t,=0, T'=02, N=5 ve adim arahig1 h= T—fy =0.04 olsun. (4.113) ve (4.115)
esitliklerinden
K = hthi (r)
2h 2 ’
K, :h(?+tn)(zn (r)+?htnzi (r)] (5.82)
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K> :h(%+tn](;n(r)+%tn;i(r)] (5.83)

olmak tizere (4.114) ve (4.116) esitliklerinden (5.70) bulanik baslangi¢ deger problemi
i¢in
1
v, (r)=2,(r)+5 (2K, +3K, +3K,)
(5.84)

Y (r)=7, (r)+%(2zl +3K, +3K:

seklinde iterasyon denklemleri elde edilir. Bu iterasyonlar sonucundaki niimerik

yaklasim ve hatalar ¢izelge 5.29 de verilmistir.[25,26]

5.5.6 Varyasyonel iterasyon metodu ile yaklasim
t,=0, y(t;r) :(X(t;r),;(t;r)) , genel Lagrange carpanlart 1(¢) :(i(t),z(t)) ve
f(t,j/(t;r)):(]_‘(t,j/(t;r)),7(t,)7(t;r))) olmak iizere (4.120) bulanik diferansiyel

denklemler i¢in varyasyonel iterasyon denklemlerinden (5.70) bulanik baslangic deger

problemi i¢in;

v (7) =0, (6r)+ jO’Z(g)(;’n (Cir)=C) (C;")]dé’ 5
y, (tr) =Y (0:r)=1.1+0.1r
vy () =Y (0;7)=13-0.1r
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Genel Lagrange carpanlar1 (&) =4(¢)=-1 oldugundan (5.85) denklemi

v, (60) =, ()= [l (Gor)=¢y (or)ae

— —

s 57) =3, )= [} 3 (6) -5 (6or)Jag

;r):1.1+0.1r

(5.86)

seklinde yazilirak iterasyon denklemleri elde edilir. 10. iterasyon sonucundaki niimerik

yaklasim ve hatalar ¢izlge 5.30°da verilmistir.
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Cizelge 5.25 (5.70) Denklemin modifiye edilmis Euler metoduyla niimerik yaklasimi

Y 5 75 R 2SS e 8 R 19 M v 8
0. 1.17772 1.12474 0.0529761 1.40996 1.3347 0.0752582
0.1 1.18919 1.1352 0.0539893 1.39821 1.32416 0.0740417
0.2 1.20068 1.14566 0.0550129 1.38646 1.31363 0.0728361
0.3 1.21218 1.15613 0.056047 1.37474 1.3031 0.0716414
0.4 1.22369 1.1666 0.0570917 1.36303 1.29257 0.0704576
0.5 1.23522 1.17707 0.0581469 1.35134 1.28205 0.0692846
0.6 1.24676 1.18755 0.0592126 1.33966 1.27153 0.0681225
0.7 1.25832 1.19803 0.060289 1.32799 1.26102 0.0669712
0.8 1.2699 1.20852 0.061376 1.31634 1.25051 0.0658307
0.9 1.28149 1.21901 0.0624736 1.30471 1.24001 0.064701

1. 1.29309 1.22951 0.063582 1.29309 1.22951 0.063582

Cizelge 5.26 (5.70) Denklemin modifiye edilmis Simpson metoduyla niimerik
yaklasimi

rooo(n) X)) v () P30

0. 1.12474  1.12474 2.35703x10° 13347 1.3347 3.96344x10°
0.1 1.1352  1.1352 2.42414x10° 1.32416 1.32416 3.86909x10°
0.2 1.14566 1.14566 2.49256x10° 1.31363 1.31363 3.7763x10°
0.3  1.15613 1.15613 2.5623x10°  1.3031 1.3031 3.68506x10°
0.4 1.1666 1.1666 2.63337x10° 1.29257 1.29257 3.59536x10°
0.5 1.17707 1.17707 2.70578x10° 1.28205 1.28205 3.50717x10°
0.6 1.18755 1.18755 2.77956x10° 1.27153 1.27153 3.4205x10°
0.7  1.19803 1.19803 2.85471x10° 1.26102 1.26102 3.33531x10°
0.8  1.20852 1.20852 2.93125x10° 1.25051 1.25051 3.25161x10°
0.9 121901 1.21901 3.0092x10°  1.24001 1.24001 3.16936x10°
1. 1.22951 1.22951 3.08856x10° 1.22951 1.22951 3.08856x10°
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Cizelge 5.27 (5.70) Denklemin 2-adim metoduyla niimerik yaklagimi

O B 7 B S o B 1 7 8 M e 5

0. 1.12348 1.12474 0.00126826 1.33546 1.3347 0.000753928
0.1 1.13404 1.1352 0.00116613 1.32482 1.32416 0.000653893
0.2 1.1446 1.14566  0.0010641 1.31418 1.31363 0.000553739
0.3 1.15517 1.15613 0.000962169 1.30355 1.3031 0.000453468
0.4 1.16574 1.1666 0.000860346 1.29293 1.29257 0.00035308
0.5 1.17631 1.17707 0.000758629 1.2823 1.28205 0.000252576
0.6 1.18689 1.18755 0.000657017 1.27169 1.27153 0.000151958
0.7 1.19748 1.19803  0.000555512 1.26107 1.26102 0.0000512256
0.8 1.20807 1.20852 0.000454114 1.25046 1.25051 0.0000496199
0.9 1.21866 1.21901 0.000352826 1.23986 1.24001 0.000150578
1. 1.22926 1.22951 0.000251646 1.22926 1.22951 0.000251646

Cizelge 5.28 (5.70) Denklemin Adams-Bashforh 3-adim metoduyla niimerik

yaklasimi

O B B T 105 W 1S N 7 1 W T T
0. 1.1126  1.12474  0.0121425 1.34797 1.3347 0.0132655
0.1 1.12432  1.1352 0.0108855 1.33614 132416 0.0119761
0.2 1.13604 1.14566  0.00962764  1.32432 1.31363 0.0106893
0.3 1.14776 1.15613  0.00836887  1.3125 1.3031  0.00940503
0.4 1.15949 1.1666 0.00710908  1.3007 1.29257 0.00812314
0.5 1.17122  1.17707  0.00584818  1.28889 1.28205 0.00684354
0.6 1.18297 1.18755 0.00458606 1.2771 1.27153 0.00556614
0.7 1.19471 1.19803  0.00332264 1.26531 1.26102 0.00429082
0.8 1.20646 1.20852  0.00205781  1.25353 1.25051 0.0030175
0.9 1.21822 1.21901  0.000791478 1.24175 1.24001 0.00174608
1. 1.22998 1.22951 0.000476452 1.22998 1.22951 0.000476452
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Cizelge 5.29 (5.70) Denklemin 3. mertebeden Runge-Kutta metoduyla niimerik
yaklasimi

rooo(n) X)) v () P30

0.  1.12474 112474 5.44138x107 13347 13347 9.21567x10”
0.1 11352 11352 5.59832x107 1.32416 1.32416 8.99304x107
0.2  1.14566 1.14566 5.75838x107 1.31363 1.31363 8.77422x107
0.3 115613 1.15613 5.9216x107  1.3031 1.3031 8.55915x107
0.4 1.1666 1.1666 6.08801x107 1.29257 1.29257 8.3478x107
0.5 1.17707 1.17707 6.25766x107 1.28205 1.28205 8.14013x107
0.6 1.18755 1.18755 6.43059x107 1.27153 1.27153 7.93611x107
0.7  1.19803 1.19803 6.60681x107 1.26102 1.26102 7.7357x10”
0.8  1.20852 120852 6.78638x107 1.25051 1.25051 7.53885x107
0.9 121901 121901 6.96934x107 1.24001 1.24001 7.34553x107
1. 122951 122951 7.15571x107 1.22951 122951 7.15571x107

Cizelge 5.30 (5.70) Denklemin varyasyonel iterasyon metoduyla niimerik yaklagimi

() x() ey v(r) () [r=H(r)

0. 1.12474 1.12474 2.22045x107° 1.3347 13347 0.

0.1  1.1352  1.1352  1.5952x10""  1.32416 1.32416 5.28548x107"'
0.2  1.14566 1.14566 7.37533x10""  1.31363 1.31363 1.80439x107°
03  1.15613 1.15613 1.56765x107"° 1.3031  1.3031 2.99585x107"'
0.4 1.1666 1.1666  1.29403x10™"° 1.29257 1.29257 2.05738x10™"
0.5  1.17707 1.17707 7.65748x107"7  1.28205 1.28205 2.4312x107'°
0.6 1.18755 1.18755 7.28758x10"" 1.27153 1.27153 1.36672x107°
0.7  1.19803 1.19803 9.18593x10"7 1.26102 1.26102 8.0161x10™"
0.8  1.20852 1.20852 4.26808x10"" 1.25051 1.25051 1.90525x107°
0.9 121901 1.21901 1.17052x107'°  1.24001 1.24001 4.88134x10"
1. 1.22951 1.22951 1.95203x107®  1.22951 1.22951 9.44673x10™"’

111



Uygulama 5.6 Birinci mertebeden bulanik diferansiyel denklem;

7'(t)=345*(t) , t€[0,0.1]

7(0)=(0.5vr,02v1=7 +0.5)

(5.86)

seklinde olsun. Diger 6rneklerden farkli olarak bu drnekte A4 sayisi bulanik bir sayidir

ve A=(1+r,3—r) dir. }(t):(z(t),;(t)) bulanik say1 degerli bir fonksiyon olmak

iizere bu fonksiyonun seviyeleri, 3(z;r) :(X(t;r),;(t;r)) ve f(6,7(tr))=347"(t;r)

olacak sekilde;
X’(t;r) = 3(1 + r)z2 (t,r)
- —2
(t;r)=3(3- t;
P(r) =33 1) (1) .
y(0;7) = 0.5vr
y(0;7)=0241-r+0.5

bi¢imindeki (5.86) denkleminin parametrik formu olusur. (5.86) denkleminin kesin

¢Oziimii;[31]

Y(tr)=| - 1 - : (5.88)

T ]
3(147)———  3(3—r)t—
(1+7) 0.5Vr (3-7) 02J1-r+05

5.6.1 Modifiye edilmis Euler metodu ile yaklasim

t,=0,T=0.1, N=10 ve adim aralig1 / = r—1

=0.01 dir. Buradan (4.34) ve (4.35)

modifiye edilmis Euler metodu iterasyon denkleminden

Flty(r).p(sr) )= £ (6.5(6r) =3(1+r)y (1)
(5.89)

G[.y(tr).y ()| =7 (t5(tr)=3(3-r)y (1r)
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y(tsr)=p (r) ve y(tn;r):;n(r) olmak {izere (5.86) bulanik baglangi¢ deger

problemi i¢in

3h 2

y (r)= yn(r)+7(l+r) Zn(r)+%(l+r)( y (r)+3h(1+r) Xi(r))z
(5.90)

7o (7) :;n(r)+%(3—r);i(r)+%(3—r)(;n(r)+3h(3—r);i(r))2

seklinde iterasyon denklemleri elde edilir. Bu itarasyonlar sonucundaki niimerik olarak

yaklagim ve hatalar ¢izelge 5.31 de verilmistir.[17]

5.6.2 Modifiye edilmis 2-adim Simpson metodu ile yaklasim
T—t,

t,=0,T7=0.1, N=10 ve adim arahig1 4 = =0.01 olsun.

(5.91)

olur. Buradan sag ve sol yan fonksiyonlarin ikinici baglangi¢c degerleri (4.50)

esitliginden;
y,(r)=y, (r)+3h(1+r) Zz(r)(l+3h(l+r) y (r)) 59)
»(r) =§o(r)+3h(3—r)ﬁ(r)(1+3h(3—r)yo(r))

seklinde olur. (4.48) ve (4.49) esitliklerinden (5.86) bulanik baslangi¢ deger problemi

i¢cin
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Y

Zn+l

(r) =), (r) + h(l +r)y2 ](r) +4h(1+r)zj(r) +

+h(1+r) Xn(r)+3h(l+r)xi(r))2
(5.6.8)

2o ()=, (P +h(3=1)y., (r)+ 40 (3=r)y. (r)+

(30, (1) 430317 ())

seklindeki iterasyon denklemleri elde edilir. Bu iterasyonlarin sonucundaki kesin

¢Ozlime niimerik olarak yaklasim ve hatalar ¢izelge 5.32 de verilmistir. [18]

5.6.3 2-adim metodu ile yaklasim

t,=0,T=0.1, N=2 ve adim aralig1 h = TNIO =0.05 olsun. Kesin ¢dziimden alinan

baslangi¢ degerleri;
Y Y

- _ ve _— _ (5.94)
Y (0; Y

seklindedir. Burada adim araliginin biliyiik almmasinin sebebi, adim araliginin
kiigiildiikce, dolaysiyla iterasyon sayismin artmasiyla yaklasim ile kesin ¢oziim
arasindaki hatanin artmasidir. Dolayisiyla 1. iterasyon ile en az hata elde edilmistir.

(4.75) esitliklerinden (5.86) bulanik baslangi¢ deger problemi i¢in

y () =2, ()= G- () + 2142 ()
(5.95)
P (7)= 3, (1) =240 (1) + (3= ()

seklinde iterasyon denklemleri elde edilir. Bu iterasyonlar sonucundaki niimerik

yaklasim ve hatalar ¢izelge 5.33 de verilmistir. [20]
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5.6.4 Adams-Bashforth 3-adim metodu ile yaklasim

T—t

t,=0, I'=0.1, N=15 ve adim arahg &= = 0.033 olsun. Kesin ¢oziimden

alman baslangic¢ degerleri;
Y Y Y
= - = - ve = _ (5.96)

seklindedir. Burada da 2-adim metoduna benzer sekilde niimerik olarak, hatalarin
iterasyon sayis1 arttikga artmasindan dolayr 1. Iterasyon alinarak hatanin en aza
indirgenmesi saglanacaktir. (4.95) esitliklerinden (5.86) bulanik baslangic deger

problemi igin

h —
¥, (1) =, () +3(5(+r)y7  ~16(3-r)y +23(1+7)y" |

(5.97)

— — h — —
yn+2(r) =Y., (r) +E(5(3 —r)yi_] —16(1+r)2i + 23(3 —r)yiH)

seklinde iterasyon denklemleri elde edilir. Bu iterasyonlar sonucundaki niimerik

yaklasim ve hatalar ¢izelge 5.34 de verilmistir. [21]

5.6.5 3. mertebeden Runge-Kutta metodu ile yaklasim

t,=0,T7=0.1, N=7 ve adim aralig1 h:T_t(’ =0.0143 olsun. (4.113) ve (4.115)
esitliklerinden

K, :3h(1+r)zi(r)

K, =3h(1+r)(y, (r)+2h(1+ )y’ () (5.98)

2

K, :3h(1+r)(zn(r)+2h(1+l’)(y (’”)+2h(1+”)Zj(”))2)

—n
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—2
n

K = 3h(3 - r)y (r)
K2 =30(3-r)(3, () +20-r) 32 () (5.99)
s :3h(3—r)(;n(r)+2h(3—r)(;n(r)+ 2h(3—r);i(r))2]2

olmak tizere (4.114) ve (4.116) esitliklerinden (5.86) bulanik baslangi¢ deger problemi

igin

_ n(r)+%(2£1 +3K, +3K,)

I

3

=

—~
=

~

=

(5.100)

<

3

=

—~
=N

~
Il

v, (7) +%(2E1 +3K> +3E3)

seklinde iterasyon denklemleri elde edilir. Bu iterasyonlar sonucundaki niimerik

yaklasim ve hatalar ¢izelge 5.35 de verilmistir.[25,26]

5.5.6 He’nin varyasyonel iterasyon metodu ile yaklasim
t,=0, y(t;r) :(X(t;r),;(t;r)) , genel Lagrange carpanlart 1(¢) :(i(t),z(t)) ve

f(t,j/(t;r)):(]_‘(t,j/(t;r)),7(t,)7(t;r))) olmak iizere (4.120) bulanik diferansiyel

denklemler i¢in varyasyonel iterasyon denklemlerinden (5.86) bulanik baslangic deger

problemi i¢in;

— — —n

v, (6) =y, (6r)+ [L2(Q)| Y, (&) =3(14) 7 (¢r) g

Vun(6:7)=, (fér)+ﬂz(§)(7n (¢:r)=3(3-r)y" (5;”)]“’5 (5.101)
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Genel Lagrange carpanlar1 A(¢)=4(¢)=-1 oldugundan (5.101) denklemi

X,m(f;r):zn(f;r)—ﬂ(y' (C;r)—3(1+r)f(e“;r))d§

—n

Vo (t;7) =y (t;r)—j(j(;n ((j;r)—3(3_r);2 (g;r)]dé’

(5.102)

seklinde yazilirak iterasyon denklemleri elde edilir. 9. iterasyon sonucundaki niimerik

yaklasim ve hatalar ¢izlge 5.36’da verilmistir.
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Cizelge 5.31 (5.86) Denklemin modifiye edilmis Euler metoduyla niimerik yaklagimi

Y 5 B 75 R OS5 0 W % N v 8
0. 0. 0. 0. 1.87688 1.89189 0.0150119
0.1 0.166818 0.166818 1.31181x107 1.71436  1.72465  0.0102909
0.2 0.243182 0.243183 7.43838x107 1.57267 1.57977  0.00710592
0.3 0.306607 0.306609 2.31458x10°  1.4475 1.45242  0.00492628
0.4 0.364655 0.36466  5.59854x10° 1.33544 1.33886  0.00341734
0.5 0.420434 0.420446 0.0000117619 1.23367 1.23604 0.00236307
0.6 0.475717 047574  0.0000225754 1.13968 1.1413 0.00162105
0.7 0.531745 0.531786 0.0000406988 1.05091 1.052 0.00109544
0.8 0.589529 0.589599 0.0000701067 0.964049 0.964769 0.000720142
0.9 0.65 0.650117 0.000116729  0.872592 0.873039 0.000446603
1. 0.714096 0.714286 0.000189426 0.714096 0.714286 0.000189426

Cizelge 5.32 (5.86) Denklemin modifiye edilmis Simpson metoduyla niimerik

yaklasimi
O R 5 I S [ S 15 N 7 19 W 2 8
0. 0. 0. 0. 1.87881  1.89189  0.01308
0.1 0.166818 0.166818 9.00566x10" 1.71581  1.72465  0.00883377
0.2 0.243183 0.243183  5.18081x107 1.57376  1.57977  0.00601482
0.3 0.306609 0.306609 1.63259x10°  1.44831  1.45242  0.00411501
0.4 0.36466 036466  3.99592x10° 1.33604  1.33886  0.00281889
0.5 0.420446 0.420446 8.4911x10° 1.23411  1.23604  0.00192591
0.6 0.475723 0.47574  0.0000164793 1.14 1.1413 0.00130583
0.7 0.531756 0.531786  0.0000300347 1.05113  1.052 0.000872358
0.8 0.589547 0.589599  0.0000522992 0.964202 0.964769 0.000566879
0.9 0.650029 0.650117 0.0000880227 0.872691 0.873039 0.000347236
1. 0.714141 0.714286 0.000144397 0.714141 0.714286 0.000144397
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Cizelge 5.33 (5.86) Denklemin 2-adim metoduyla niimerik yaklagimi

P R R 1% W 15 R 5 B v 5
0. -0.11025 0. 0.11025 1.72678 1.89189 0.165108
0.1 0.0654001 0.166818 0.101418 1.6169 1.72465 0.107751
0.2 0.150854 0.243183 0.0923283 1.51334 1.57977 0.0664327
0.3 0.223614 0.306609 0.0829947 1.41523 1.45242  0.0371964
0.4 0.291223 0.36466 0.0734375 1.32167 1.33886 0.0171846
0.5 0.356762 0.420446 0.0636837 1.23173 1.23604  0.00430294
0.6 0.421974 0.47574 0.0537662 1.1443 1.1413 0.00299713
0.7 0.488071 0.531786 0.0437149 1.05786 1.052 0.00585882
0.8 0.556076 0.589599 0.0335226 0.969866 0.964769 0.00509683
0.9 0.627134 0.650117 0.0229824  0.874205 0.873039 0.00116678
1. 0.706445 0.714286 0.00784108 0.706445 0.714286 0.00784108

Cizelge 5.34 (5.86) Denklemin Adams-Bashforh 3-adim metoduyla niimerik

yaklasimi

O B 5 R TN 1% S S 19 W 20 8
0. -0.314052 0. 0.314052 2.10569 1.89189  0.213799
0.1 -0.116826  0.166818  0.283644 1.93798 1.72465 0.213336
0.2 -0.0106809 0.243183  0.253864 1.78442 1.57977  0.204652
0.3 0.082048 0.306609 0.224561 1.64269 1.45242  0.190268
0.4 0.169096 0.36466  0.195564 1.51069 1.33886  0.171836
0.5 0.253762 0.420446  0.166684 1.38646 1.23604  0.150427
0.6 0.338041 0.47574  0.137699 1.268 1.1413 0.126698
0.7 0.423464 0.531786  0.108322 1.15298 1.052 0.100976
0.8 0.511501 0.589599  0.0780978 1.038 0.964769 0.0732324
0.9 0.604127 0.650117  0.0459899 0.91577 0.873039 0.0427316
1. 0.713268 0.714286 0.00101732 0.713268  0.714286 0.00101732
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Cizelge 5.35 (5.86) Denklemin 3. mertebeden Runge-Kutta metoduyla niimerik

yaklagimi

rooy(n) ) eyl v) Y )
0. 0. 0. 0. 1.88906  1.89189  0.00283361
0.1 0.166818 0.166818 1.3552x10” 1.72287  1.72465  0.0017805
0.2 0.243183 0.243183 1.19842x10®  1.57864  1.57977  0.00112805
0.3 0.306609  0.306609 5.00031x10°  1.45171  1.45242  0.000717713
0.4 0.36466  0.36466  1.5206x107 1.3384 1.33886  0.000456673
0.5 0.420446  0.420446 3.8716x107 1.23575  1.23604  0.000289238
0.6 0.475739 0.47574  8.79199x107  1.14112  1.1413 0.000181267
0.7 0.531784 0.531786 1.84369x10°  1.05189  1.052 0.000111435
0.8 0.589595 0.589599 3.64772x10°  0.964703 0.964769 0.000066171
0.9 0.65011  0.650117 6.90844x10°  0.873002 0.873039 0.000036546
1. 0.714273  0.714286 0.0000126557 0.714273 0.714286 0.000012655

Cizelge 5.36 (5.86) Denklemin varyasyonel iterasyon metoduyla niimerik yaklasimi

0 1) ke ) 1) )

0. 0. 0. 0. 1.8918  1.89189  0.0000888594
0.1 0.166818 0.166818 2.66442x10"7 1.72461 1.72465  0.0000390908
0.2 0243183 0.243183 5.12856x107'° 1.57976 1.57977  0.0000171149
0.3 0306609 0.306609 1.3x10"* 1.45242  1.45242  7.41392x10°
0.4 036466 0.36466  1.53974x10™"° 1.33885 1.33886  3.15659x10°
0.5  0.420446 0.420446 1.21614x10"* 123604 1.23604 1.31025x10°
0.6 047574 047574  7.39035x10"% 1.1413  1.1413  5.24417x10”
0.7 0.531786 0.531786 3.72906x10"" 1.052 1.052 1.98997x107
0.8  0.589599 0.589599 1.63749x10™"° 0.964769 0.964769 6.94139x10™®
0.9  0.650117 0.650117 6.4574x10"°  0.873039 0.873039 2.06116x10
1. 0.714286 0.714286 2.33862x10°  0.714286 0.714286 2.33862x10”
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BOLUM VI
SONUCLAR

Bu ¢aligmada Hukuhara ve kuvvetli genellestirilmis diferansiyellenebilirlik kullanilarak
bulanik diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerinin davranislari ve ayrica gesitli niimerik
metotlarla bulanik diferansiyel denklemlerin niimerik ¢6ziimleri incelenmistir.
Orneklerde de goriildiigii gibi klasik adi diferansiyel denklemlerin baslangi¢ kosullarma
bakilmaksizin  denklemlerde cebirsel degisiklik yapilmistir. Normalde olusan
diferansiyel denklemler klasik olarak birbirinden farksizdir. Baslangic kosullar1
hepsinde ayni olmak suretiyle, her birinin baslangi¢c kosullar1 bulanik say1 olarak
almmistir. Ortaya cikan bulanik diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri yapildiginda,
sekillerde de gorildiigii tlizere her bir bulanik diferansiyel denklemin c¢oziimi
birbirinden farkli davranislar gdstermektedir. Ayrica kullanilan diferansiyellenebilirlik
kavramlarmin ¢oziimlerin davraniglar1 iizerindeki etkisi de degismektedir. Hukuhara
diferansiyellenebilirlik alindiginda ¢éziimlerin destek bdlgesi genisligi artmaktadir, bu
ise ¢oziimlerin kararsiz bir yapiya sahip oldugunu gostermektedir. Fakat, ayn1 bulanik
diferansiyel denklemde kuvvetli genellestirilmis diferansiyellenebilirlik kavrami
uygulandiginda, ¢oziimlerin destek bolgesi genisligi azalmaktadir ki bu da ¢éziimlerin
kararli bir yapiya sahip oldugunu gostermektedir.

Bu ¢alismada bulanik diferansiyel denklemler i¢in yedi niimerik metot verilmistir.
Oncelikle bu metotlarin klasik adi diferansiyel denklemler iizerinde uygulamisi, daha
sonra ise bulanik diferansiyel denklemler {izerindeki uygulaniglar1 verilmistir. Bu
metotlarin bulanik diferansiyel denklemlerin ¢dziimleri iizerindeki hata analizleri alt1
uygulama ile cizelgelerde de goriildiigii tlizere karsilastirmalart yapilmistir. Bu
karsilagtirmalar, her bir niimerik metotlardaki iterasyonlar sonucunda elde edilen ¢t =T

noktasidaki yaklasik ¢éziimlerle, bulanik diferansiyel denklemlerin ¢ = 7" noktasindaki

kesin ¢oziimleri ile arasindaki farkin mutlak degerinde »€[0,1], =0, 0.1,0.2,...,1

almarak c¢izelgeler olusturulmustur.

Burada literatlirdeki metotlar diginda, bulanik diferansiyel denklemlerin niimerik
cOzlimleri i¢in varyasyonel iterasyon metodu verilmistir. Uygulamalarda da gorildigi
gibi, cogu uygulamada He’nin varyasyonel iterasyon metodunun bulanik diferansiyel

denklemlerin niimerik ¢oziimleri lizerinde en az hata veren metot oldugu agiktir. Bu
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metot disinda yine niimerik ¢coziimler lizerinde iyi bir yaklagimi olan diger bir metot ise

3. mertebeden Runge-Kutta metotudur.
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