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OZET

BAZI SAY| DiZILERININ KUATERNIYONLARI VE OZELLIKLERI

INANIR, Fatma Nur
Nigde Omer Halisdemir Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Danigsman : Dr. Ogr. Uyesi Meral YASAR KARTAL

Agustos 2019, 69 sayfa

Bu tez calismasi, “On Fibonacci Quaternions”, “A Note On Fibonacci Quaternions”,
“Some Results On Fibonacci Quaternions”, ”’On Pell Quaternions and Pell — Lucas
Quaternions” adli ¢aligmalarin incelenmesi ile derleme bir ¢alisma olarak yapilmistir.
Fibonacci, Lucas, Pell gibi say1 dizilerinin tanimlar1 ve bazi 6zellikleri verilmistir.
Fibonacci, Lucas, Pell gibi kuaterniyon ¢esitlerinin 6zellikleri ve aralarindaki bagintilar
irdelenmistir. Daha once yapilan ¢alismalardan faydalanilarak Fibonacci, Lucas, Pell ve
Pell - Lucas kuaterniyonlari igin iirete¢ fonksiyonu ve Binet formiilii ve bu yapilarin
sagladig1 ozellikler incelenmistir. Ardindan yiiksek dereceli Kuaterniyonlar igin ortaya
konulan bazi1 6zdeslikler iizerinde durulmustur. Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlari
incelenmis ve bu kuaterniyonlar1 birbirine baglayan iligkiler verilmistir. Fibonacci
kuaterniyonlar1 ve Lucas kuaterniyonlar1 ile Fibonacci ve Lucas sayilari arasindaki
iligkilerin Fibonacci ve Lucas sayilarina baglanarak tiiretildigi aktarilmistir. Bilinen Pell
ve Pell-Lucas sayilart ile iligskili kuaterniyon sayr siniflarinin daha once yapilan

sistematik bir arastirmasi incelenmistir.

Anahtar Sozciikler: Fibonacci, Lucas, Pell sayilari, Fibonacci, Lucas, Pell kuaterniyonlari, Binet

formiilleri, toplam formiilleri, tireteg fonksiyonlar



SUMMARY

QUATERNIONS OF SOME NUMBER SEQUENCES AND THEIR PROPERTIES

INANIR, Fatma Nur
Nigde Omer Halisdemir University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor . Asist. Prof. Dr. Meral YASAR KARTAL

August 2019, 69 pages

This thesis was conducted as a compilation study with the studies of named “On
Fibonacci Quaternions”, “A Note On Fibonacci Quaternions”, “Some Results On
Fibonacci Quaternions”, “On Pell Quaternions and Pell - Lucas Quaternions”.
Fibonacci, Lucas, Pell definitions and some properties of such sequences are given.
Fibonacci, Lucas, Pell quaternion varieties such as the characteristics and relations
between them are examined. Using the previous studies, generating function and Binet
formula for Fibonacci, Lucas, Pell and Pell — Lucas quaternions and their properties are
examined. Then, some identities for the high — grade quaternions are discussed.
Fibonacci and Lucas quaternions are examined and the relationships that connect these
quaternions are given. Fibonacci and Lucas quaternions with the Fibonacci and Lucas
numbers and the relationship between Fibonacci and Lucas numbers have been
transferred by linking. A previous systematic research of the quaternion number classes

associated with known Pell and Pell — Lucas numbers was examined.

Keywords: Fibonacci, Lucas, Pell numbers, Fibonacci, Lucas, Pell quaternions, Binet formulas, total

formulas, generating functions



ON SOz

Bu yiiksek lisans ¢alismasinda, Fibonacci kuaterniyonlari, Lucas kuaterniyonlari, Pell
kuaterniyonlari, Pell - Lucas kuaterniyonlar1 incelenmis ve bu kuaterniyonlarin
birbirleriyle daha once elde edilmis olan baglantilart ve Ozellikleri iizerinde
durulmustur. Bu kapsamda Fibonacci, Lucas, Pell sayilarinin da Fibonacci, Pell, Lucas

kuaterniyonlariyla olan iliskileri agiklanmis, gerekli baglantilar verilmistir.

Yiiksek lisans tez ¢alismamin yiiriitiilmesi esnasinda, ¢alismalarima yon veren, bilgi ve
yardimlarin1 esirgemeyen damigman hocam, Sayin Dr. Ogr. Uyesi Meral YASAR
KARTAL'a en igten tesekkiirlerimi sunarim. Yiiksek lisans tezimin hazirlanmasi
esnasinda bana her tiirlii destegi saglayan degerli aileme minnet ve tesekkiirlerimi

sunarim.
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BOLUM I

GIRIS

Kuaterniyonlar, Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) tarafindan karmasik
sayilarin bir uzantist olarak arastirilmistir. Kuaterniyonlarin pratik olarak kullanimi ise
20. ylzyilin ortalarina kadar diger yontemlere gore daha az olmustur. Kuaterniyon
aritmetigi, bilgisayar bilimleri, fizik ve uygulamali matematik gibi ¢esitli alanlarda
kullanilabilmektedir. Giiniimiizde, geometri, jeoistatik, analiz ve kuantum fizigi gibi
bazi uygulamali bilim dallarinda birgok cebir probleminin ortaya ¢ikmasiyla kuaterner
alanda cebirsel problemler iizerine olan ilgi artmistir. Fibonacci, genellestirilmis
Fibonacci, Lucas, Pell, Pell — Lucas sayilarinin ilgi ¢ekiciligi yaninda bu say1 dizilerinin
kuaterniyonlarina yonelik tanimlanan gesitli kuaterniyon sayi dizileri ve analizi i¢in

aktif arastirmalar yiiriitiilmektedir. Literatiirdeki bazi ¢alismalar agagida verilmistir.

A. F. Horadam “A Generalized Fibonacci Sequence” adli ¢alismasinda genellestirilmis

Fibonacci sayi dizisi ve bazi 6zelliklerini incelemistir (Horadam, 1961).

A. F. Horadam 1963’ te yaptigit “Complex Fibonacci Numbers and Fibonacci
Quaternions” calismasinda kompleks Fibonacci sayilari ve Fibonacci kuaterniyonlar

tizerine yogunlasmistir (Horadam, 1963).

M. R. lyer “A Note On Fibonacci quaternions” adli ¢alismasinda Fibonacci ve
genellestirilmis Fibonacci kuaterniyonlarim1 birbirine baglayan daha fazla iliski

tiiretmek amaciyla galigmalarda bulunmustur (lyer, 1969a).

M. R. Iyer “Some Results On Fibonacci Quaternions” adli ¢alismasinda Fibonacci ve

Lucas kuaterniyonlari arasindaki iligkilerden bahsetmistir (Iyer, 1969Db).

M. R. lyer 1969 yilinda hazirladigi “Identities Involving Generalized Fibonacci
Numbers” ¢alismasinda Fibonacci ve genellestirilmis Fibonacci sayilar ile ilgili bazi

0zdeslikler vermistir (lyer, 1969c).



A. F. Horadam “Pell Identities” adli ¢alismasinda Pell sayilarina, Pell sayilarinin Binet

formiiliine, tirete¢ fonksiyonu ve gesitli 6zdesliklerine deginmistir (Horadam, 1971).

M. N. S. Swamy “On generalized Fibonacci quaternions” adli ¢alismasinda Fibonacci
ve genellestirilmis Fibonacci kuaterniyonlari arasindaki iliskilere deginmis, Fibonacci
ve genellestirilmis Fibonacci sayilarint da kullanarak kuaterniyonlarin  gesitli

Ozelliklerinden bahsetmistir (Swamy, 1973).

A. L., Iakin’ in “Generalized Quaternions of Higher Order” adli ¢alismasinda daha
yiiksek dereceli bir kuaterniyon kavrami ortaya konulmus ve bu kuaterniyon i¢in bazi

Ozdeslikler olusturulmustur (lakin, 1977).

AF. Horadam “Quaternion recurrence relations” adli ¢alismasinda bazi

kuaterniyonlarin rekiirans bagmtilari {izerinde durmustur (Horadam, 1993).

P. Filipponi ve A.F.Horadam “Real Pell and Pell-Lucas numbers with real subscripts”
adli caligmalarinda Pell ve Pell — Lucas sayilarina ve bu sayilarin gesitli 6zelliklerine
sahip polinomsal ifadelere ve ozelliklerine deginmislerdir (Filipponi ve Horadam,
1995).

Z. Cerin ve G.M. Gianella “On sums of squares of Pell — Lucas numbers” adli
caligmalarinda Pell-Lucas sayilarinin karelerinin toplamini, tek Pell — Lucas sayilarinin

karelerinin toplamini, ¢ift Pell — Lucas sayilarinin karelerinin toplamini vermiglerdir

(Cerin ve Gianella, 2006).

Z. Cerin ve G.M. Gianella “On sums of Pell numbers” adli g¢alismalarinda Pell
sayilarinin toplamlarina, ¢ift ve tek Pell sayilarinin toplamlarina deginmislerdir (Cerin

ve Gianella, 2007).

S. Halici “On Fibonacci quaternions” adli ¢alismasinda Fibonacci ve Lucas
kuaterniyonlarini aragtirmis, bu kuaterniyonlar i¢in iirete¢ fonksiyonlar1 ve Binet

formiilleri vermistir. Ayrica bu kuaterniyonlar i¢in toplam formiilleri tiiretmistir (Halici,
2012).



S. Halici 2013’ te hazirladigi “On complex Fibonacci quaternions” adli ¢alismasinda
Fibonacci kuaterniyonlariyla ilgili ¢esitli bagmntilara, Binet formiillerine, {ireteg

fonksiyonlarina deginmistir (Halici, 2013).

M. Akyigit, H.H. K&sal ve M. Tosun “Split Fibonacci quaternions” adli ¢caligmalarinda
boliinmiis Fibonacci, boliinmiis Lucas ve bolinmiis genellestirilmis Fibonacci
kuaterniyonlar1 iizerinde yogunlagsmislardir. Ayrica Fibonacci, Lucas, genellestirilmis
Fibonacci kuaterniyonlar1 arasindaki iliskileri Fibonacci ve Lucas sayilariyla ilgili

0zdesliklerden faydalanarak agiklamiglardir (Akyigit vd., 2013).

C. Flaut ve V. Shpakivskyi tarafindan “On generalized Fibonacci quaternions and
Fibonacci-Narayana quaternions” adli ¢alismalarinda genellestirilmis Fibonacci ve

Fibonacci — Narayana kuaterniyonlarinin bazi &zellikleri aragtirllmistir (Flaut ve
Shpakivskyi, 2013).

C. Flaut ve V. Shpakivskyi “Quaternion Algebras and Generalized Fibonacci-Lucas
Quaternions” adli ¢alismalarinda genellestirilmis Fibonacci - Lucas kuaterniyonlar1 ve
bu kuaterniyonlarin kuaterniyon cebiriyle baglantisin1  vermislerdir (Flaut ve

Shpakivskyi, 2015).

C. B. Cimen ve A. Ipek bilinen Pell ve Pell — Lucas sayilariyla iliskili yeni kuaterniyon
say1 siniflarinin sistematik bir arastirmasini yapmis ve “On Pell Quaternions and Pell-
Lucas Quaternions” adli ¢aligmalarinda sunmuslardir. Bu dortliik sayilar icin rekiirans
bagintilari, toplam formiilleri, Binet formdiilleri gibi ¢esitli sonuglar elde etmislerdir

(Cimen ve Ipek, 2016).

I. A. Giiren ve S. K. Nurkan “Dual Fibonacci quaternions” adli ¢alismalarinda ¢ift
Fibonacci kuaterniyonlarinin ve ¢ift Lucas kuaterniyonlarinin tanimlarini, bu
kuaterniyonlar1 birbirine baglayan iliskileri, Binet formiillerini ve bazi &zdeslikleri

vermislerdir (Giiren ve Nurkan, 2015a).

I. A. Giiren ve S. K. Nurkan tarafindan ¢ift Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlar ile ilgili

caligmalar, Binet formiilleri ve Cassini, Catalan gibi 6zdeslikler “A new approach to



Fibonacci, Lucas numbers and dual vectors” adli ¢aligmalarinda ele alinmistir (Giiren ve
Nurkan, 2015b).

Genel olarak, kuaterniyonik sayi dizilerinin formiil ve 6zdesliklerinin ¢ok karmasik
olabilmesi sebebiyle bu konu {izerinde ¢alisan arastirma gruplari ¢aligmalarini Binet
formiilleri, toplam formiilleri, iirete¢ fonksiyonlari, rekiirans bagmtilart {izerinde

yogunlastirmaktadirlar.

Bu tez c¢aligmasi dort boliimden olugmaktadir. Birinci boliim giris boliimi olup
kuaterniyonlarin kullanim alanlar1 ve kuaterniyonlarla ilgili yapilan calismalardan
bahsedilmistir. Ikinci béliimde tez ¢alismasinda kullanilan Fibonacci, genellestirilmis
Fibonacci, Lucas, Pell ve Pell — Lucas sayilarinin tanimlar1 ve bazi ozellikleri
verilmistir. Ugiincii boliimde Fibonacci, Lucas, Pell gibi baz1 sayr dizilerinin
kuaterniyonlar1 ve bu kuaterniyonlarin daha 6nce elde edilmis olan bazi1 6zellikleri
verilmistir. Elemanlar1 bilinen Pell ve Pell — Lucas sayilarinin kullanilmasiyla
olusturulan kuaterniyonlar incelenmistir. Olusturulan bu kuaterniyonlarin toplam
formiilleri, tirete¢ fonksiyonlar1 ve Binet formiilleri iizerinde durulmustur. Fibonacci
kuaterniyonlar1 ile genellestirilmis Fibonacci kuaterniyonlarini birbirine baglayan
iliskilerden bahsedilmis, Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlar1 arasindaki iliskinin
Fibonacci ve Lucas sayilar1 arasindaki iliski cinsinden elde edildigi goriilmiistiir.

Doérdiincti boliimde ise sonuglar sunulmustur.



BOLUM 11

SAYI DiZIiLERI VE OZELLIKLERI

Tanmim 2.1: Fibonacci say1 dizisi m>2 olmak {izere

I:m = I:m—l + Fm—z (21)

rekiirans bagintis1 ve F,=0,F =1 baslangi¢c sartlar1 ile tanimlanan sayi dizisidir

(Koshy, 2001).

Tanmm 2.2: Genellestirilmis Fibonacci sayr dizisi m>3 ve p,q rastgele tam sayilar

olmak lzere

Hm = Hm—1+Hm—2 (22)

rekiirans bagintis1 ve H, = p,H, = p+q baslangi¢ sartlar1 ile tanimlanan say1 dizisidir

(Horadam, 1961).

Tanm 2.3: Lucas say1 dizisi m>2 olmak tizere

L =L +L_, (2.3)

rekiirans bagintis1 ve L;=2,L =1 baslangi¢ sartlar1 ile tanimlanan say1 dizisidir

(Koshy, 2001).

Tanim 2.4: Pell say1 dizisi

Py =2Py s+ P,y M=2,3,4,... (2.4)

rekiirans bagintist ve p, =0, p, =1 baslangi¢ sartlar1 ile tanimlanan say1 dizisidir

(Horadam, 1971).



Tamim 2.5: Pell - Lucas sayilari dizisi

O, =20,4,+0,., M=2,34,.. (2.5)

rekiirans bagimtist ve Q,=1,0, =1 baslangi¢ sartlar1 ile tanimlanan say: dizisidir

(Horadam ve Mohan, 1985).

Teorem 2.6: Fibonacci ve Lucas sayilarinin Binet formiilleri sirasiyla,

2 = 1 +1 denkleminin ¢dziimleri olmak iizere

1+J§ ve w:—l_zﬁ , A

2
Z_m_ m n 0

Fm: A , Lm:/z- —}—W (26)
Ty

seklindedir (Koshy, 2001).

Ispat: F,=0, F,=1 ve genel formiili F,=F,.+Fn., olarak verilen Fibonacci

dizisinin karakteristik denklemi

A2 —-21-1=0

seklindedir. Denklemin kokleri

1++/5 1-+5
T2 VT
dir.
Fn=Dz"+Yy"
Fm:D{lJrz\/gjm_'_Y(%jm



)
2

m=0 icin 0=D(
2

()

m=1i¢in1=D
2 2

seklindedir.
m =0 i¢in yazilan denklemden D =-Y olur.

m =1 i¢in yazilan denklemde D =-Y yazilir ve Y parantezine alinirsa

)

olur. Buradan

F _Tm_!//m _z_m_wm

RN Ty
Tm_ m
Fm= vV
Ty

seklinde Fibonacci sayilari i¢in Binet formiilii elde edilir. Lucas sayilarinin Binet

formiilii de benzer sekilde elde edilir.

Teorem 2.7: Pell ve Pell — Lucas sayilarinin Binet formiilleri sirasiyla,

=1+ \/E y w=1- \/E , 1> =24 +1 denkleminin ¢Oziimleri olmak {izere



vV Ty 2.7)

seklindedir (Bicknell, 1975).

Tamm 2.8: {a,,8,,a,.....} dizisi igin iireteg fonksiyonu

f(X)=a,+aX+a,x’+..4+a,x"+.... (2.8)
seklinde ifade edilir (Koshy, 2001).
Teorem 2.9: m = 0 i¢in Fibonacci dizisinin iirete¢ fonksiyonu

f(x) = 1_;2 (2.9)

seklindedir (Koshy, 2001).

Ispat: Genel formiilii F,,.,=Fn,,+F, 0lan ve F,=F,=1 baslangi¢ sartlarma sahip

bir Fibonacci dizisinin iireteg¢ fonksiyonu,
> FxX"=9(x)

m=0

olsun.

Z Fm+2Xm: Z Fm+1Xm+ Z Fme
m=0 m=0 m=0
Z Fme_ZZ Z mem—1+ Z mem
m=2 m=1 m=0

X_Z(Zo Fox" = Fox’—Fix) = x( 20 Fax™—Fox°) + ZO Fax"

F=R=1ve > Fx"=g(x)
m=0



idi. Yukaridaki denklemde yerine yazilirsa

x2(9(x) ~1-x) = x(g(x) 1) +g(x)
olur. Buradan gerekli diizenlemeler ile

x9(X) —xg(X) —g(X) = —x "+ x+x7?

gO)(x T =x" =) =x"
elde edilir. Her taraf x? ile garpilirsa

g(x)(x = x T =Dx? = x *x?
olur. Buradan

1

R

seklinde elde edilir. Lucas, Pell ve Pell — Lucas say1 dizilerinin iirete¢ fonksiyonlart da

benzer sekilde yazilabilir.

Asagida Fibonacci sayilar ile Lucas sayilar1 arasindaki bazi iligkiler verilmistir. Bu

iligkiler verilirken Fibonacci ve Lucas sayilarinin

Binet formiillerinden faydalanilmistir. Burada 7,y Fibonacci ve Lucas rekiirans

bagintilarindan elde edilen

A2-21-1=0 (2.10)



denkleminin kokleridir. Bu kokler:

15 _1-46 (2.108)

y VT

seklindedir. Dolayisiyla

S L I el I (2.100)
2 2
—w=1+2£—1_2£ _J5 (2.10c)
o (1+2J§).(1‘2J§) ) (2.10d)
dir.

Teorem 2.10: Fibonacci ve Lucas sayilari arasinda asagidaki iligkiler gegerlidir (lyer,
1969b).

1) FmerLmer + FiorLiner = FamLar (2.11)
i) Fner Liner — Fner Ln—r = F2rLom (2.12)
i) FnirLmer = Fom+ (D™ F oy (2.13)
V) FrrLmir = Fan— (D)™ (2.14)
V) F merLimer+F morLiner = 2F 2m (2.15)
Vi) FmerLmoe—F mrLmer = 2(-0)" " F o (2.16)

Ispat: v) (2.13) ve (2.14) nolu ifadelerin taraf tarafa toplanmas ile (2.15) elde edilir.

vi) (2.13) ve (2.14) nolu ifadelerin taraf tarafa ¢ikarilmasi ile (2.16) edilir.

10



BOLUM 111
SAYI DIiZILERININ KUATERNiYONLARI VE OZELLIiKLERIi

Tamm 3.1: Bir kuaterniyon, hiper karmasik bir sayidir ve asagidaki (3.1) denklemi ile

tanimlanir.

t=to+iti+ Jto+Kts = (to tstata) (3.1)
Burada (to,t5,tots) gercek sayilar olup i, j,k R® Uzaymin ortonormal bazlaridir.

Bir t kuaterniyonu

t=to+U=to+it+ jt,+Kts (3.1a)

seklinde de yazilabilir. t,, t kuaterniyonunun skaler kismi ve u, t kuaterniyonunun
vektorel kismi olmak tizere (to,tytats), t kuaterniyonunun bilesenleri olarak

adlandirilir.

Kuaterniyon ¢arpimi asagidaki kurallar ile tanimlanir (Horadam, 1963).
i2=j’=k?=ijk=—-1, ij=k=—ji, jk =i =—kj, ki = j =—ik (3.1b)
Tamim 3.2: Bir t kuaterniyonunun eslenigi t ile gosterilir ve

t=t,—U=to—ity— jt,—Kta (3.2)
seklinde tanimlanir. t,s kuaterniyonlar i¢in

(t5) = st,(t5) = o (3.20)

seklindedir (Bihan vd., 2011).

11



Tamm 3.3: Bir t kuaterniyonunun normu

[t|=N(t) = \/@ (3.3)

ile tanimlanir. Burada t Kkuaterniyonun normunun 1 olmasi halinde bir birim

kuaterniyon olarak adlandirilir (Halici, 2012).

Tamim 3.4: Bir t kuaterniyonunun tersi t™ ile gosterilir ve

EECI: (34
seklinde tanimlanir (Halici, 2012).

Tamm 3.5: Fibonacci kuaterniyonu,

F. , m Fibonacci says1 Ve i, j,k R® uzaymin bazlar1 olmak iizere

Qn=Fn+iFnit JFm2+KFna (3.5)

seklinde tanimlanir (Horadam, 1963).

Tanmm 3.6: H,, M. genellestirilmis Fibonacci sayist olmak iizere genellestirilmis

Fibonacci kuaterniyonu

Pm:Hm+iHm+l+me+2+ka+3 (36)

seklinde tanimlanir (Horadam, 1963).

Tamm 3.7: Lucas kuaterniyonu, |, , m. Lucas sayis1 ve i, j,k R® uzaymnin bazlan

olmak tzere
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Tm= Lm+iLm+1+ ij+2+kLm+3

seklinde tanimlanir (Horadam, 1963).

Tamim 3.8: Pell sayilarinin kullanimui ile olusturulan Pell kuaterniyonu

QP =Pyt Prd + Prad+ P

seklindedir (Cimen ve Ipek, 2016).

Tamim 3.9: Pell — Lucas sayilariyla olusturulan Pell — Lucas kuaterniyonu

QPLm = qm + qm+1i + qm+2j+qm+3k

seklindedir (Cimen ve Ipek, 2016).

Teorem 3.10: Q. , m. Fibonacci kuaterniyonu olmak tizere

Qm+Qm+1: Qm+2

dir (Halici, 2012).

Ispat: u, Q, Fibonacci kuaterniyonunun vektorel kismi olmak {izere

Qm= Fnt+tu; u :iFm+1+ ij+2+ka+3

seklinde tanimlanirsa

Qm+1= FrnatUu; u:iFm+2+ij+3+Fm+4

olur. Ayrica m > 0 i¢in bu kuaterniyonlar taraf tarafa toplanirsa

13
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Qm+Qm+1: Fm+ Fm+1+i(Fm+1+ Fm+2)+ j(Fm+2+ Fm+3)+k(Fm+3+ Fm+4)

olur. Fibonacci sayilarinin tanimindan

Qm+Qm+1: Fm+2+iFm+3+ ij+4+ka+5

olur.

Qm+Qm+1= Fm+2+u ; u:iFm+3+ij+4+ka+5

Buradan (3.10a) ile

Qm +Qm+l = Qm+2

elde edilir.

Teorem 3.11: T , m. Lucas kuaterniyonu olmak tizere

m+2 = 'm+l m

dir (Halici, 2012).

Ispat: v, Lucas kuaterniyonunun vektérel kismi olmak iizere

Tm =Lpn+V; V= iLm+1+ ij+2+kLm+3

ile tanimlanirsa

Tm+1 =LmatV V= iLm+2+ ij+3+kLm+4

olur. Ayrica m > 0 i¢in bu kuaterniyonlar taraf tarafa toplanirsa

14
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T+ T =Lnt Lna+i(Lna+ Lmva) + J(Lnez + Lmnss) + K(Lmss+ Linea) 3
Lucas sayilarinin tanimindan

T + Tt = Lz T 1(Lea) + J(Limea) + K(Lines)

olur.

Ty +Tog =LmeetV 5 V=ilna+ jLmea+KLms

Buradan (3.11a) ile

Tm+2 = T

m+1

+T,

elde edilir. Pell, Pell — Lucas kuaterniyonlari i¢in de benzer sekilde bagmtilar elde
edilebilir.

Teorem3.12: m>0, z=1+ir+ jr’+kz® ve y =1+iy + jy’ +ky® olmak iizere

Fibonacci kuaterniyonunun Binet formiilii

Q. =%(zrm—w"‘) (3.12)

seklindedir (Halici, 2012).
Ispat: (3.10) da bulunan rekiirans bagmtisinin karakteristik denklemi
A2 =21-1=0

seklindedir. Bu denklemin kokleri
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dir. Ve

Q,=Dz"+Yy"

seklinde olur.

Fibonacci  kuaterniyonunun rekiirans bagintisi  ve baslangig degerleri olan

=(0,112) ve Q,=(1123) kullanilarak son esitlikte yerine yazilirsa asagidaki

ifadeler elde edilir.

m=0 i¢in (0,1,1,2) = D7’ +Yy°

m=1i¢in (1L,1,2,3)=Ds +Yy' .

m =0 i¢in yazilan denklem —z ile ¢arpilir, m =1 i¢in yazilan denklem ile taraf tarafa

toplanirsa

AL1-7,2-7,3-27)=D(c* = 7)+Y (v —7)*

olur. Yukaridaki denklem diizenlenirse

( 12 Pt
(v -1) ]

olarak elde edilir.



vy

2_[1—J§T_6—ZJ§_3—J§

VT2 ) T T2
o))

Yukarida bulunan sayilar, w nin kuvvetleri cinsinden Y nin son ifadesinde yerine

yazilirsa

(Lywy?) Y 4 ol
Y :T sy =1ty + jut+ky =(1,1//,1,y N4 )

olur. Buradan

¥

N3

Y =-

elde edilir.

Yine yukarida m =0 i¢in yazilan denklem —y ile ¢arpilir, m =1 i¢in yazilan denklem

ile taraf tarafa toplanirsa
L1-y,2-y,3-2y) =D(r—y)+Y (v —v)

olur. Yukaridaki denklemde gerekli diizenlemeler yapilirsa
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o iy 2-p,3-2) (1'1_(1_26}2_(1_2@]'3_2(1_2@]}

(T—‘//)1 1+\/§_1—\/§
2 2
[1,1+\/§,3+\/§’2+\/§]
B 2 2
B 5
seklinde elde edilir.
1+J§
T =
2
, (1+\/§]2 6+2J§ 3+J§
N T R

. > (14B)(1+45) (3+45)(145) 8+45
) )58

v 2 2 2 2

Yukarida bulunan sayilar, r nin kuvvetleri cinsinden D nin son ifadesinde yerine

yazilirsa

(1,7,72,73)

J5

D= ,g=1+ir+jz-2+kr3=(l,f,r2,r3)

olur. Buradan

z

N3

D=

elde edilir.

Bulunan D ve Y katsayilarmin Q_=Dz"+Yy" ifadesinde yerine yazilmasiyla
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m

7

T
Qn ET

Sils

olur. Bu ifade % parantezine alinarak, Fibonacci kuaterniyonu i¢in Binet formiilii
5

seklinde elde edilir.

Teorem3.13: m>0, z=1+ir+ jo*+k¢® ve y =1+iy + jy’ +ky*® olmak iizere

Lucas kuaterniyonunun Binet formiilii

To=(zz"+yy")

seklindedir (Halici, 2012).

Ispat: (3.11) rekiirans bagmtisinin karakteristik denklemi
A2-1-1=0

seklindedir. Bu denklemin kokleri

15, 146

, VT

dir. Dolayisiyla (3.11) fark denkleminin genel ¢6ziimii

Tm= DTm+Yl//m

seklinde olur.
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Lucas kuaterniyonunun baslangi¢ degerleri olan T, =(2,1,3,4) ve T, =(1,3,4,7) son

esitlikte yerine yazilirsa asagidaki ifadeler elde edilir.

m=0 i¢in (2,1,3,4)=Ds’+Yy"

m=1icin (1,34,7)=Ds"+Yy" .

m =0 i¢in yazilan denklem —z ile ¢arpilir, m =1 i¢in yazilan denklem ile taraf tarafa

toplanirsa
(1-27,3-7,4-37,7-47) =D(c' - 0) +Y (y — 1)’

olur. Gerekli diizenlemeler ile

) (”J
(1-27,3-7,4-37,7—-47) 2

PN

Y = =
(y—-1)
‘” ( =)
5-45 5-3J5 1-5
(] HLPt] gy
- = -
olarak elde edilir.
_1-\5
2
, (1-\5) 6-205 3-+5
VT2 ) T T2
e (S )

Yukarida bulunan sayilar, ¥ nin kuvvetleri cinsinden Y nin son ifadesinde yerine

yazilirsa

20



Y=(L oy p?y®) y=1vip+jyi+kp’=(1 v, v’ v
olur. Buradan
Y =y

elde edilir.

Yine yukarida m =0 ig¢in yazilan denklem —y ile garpilir, m =1 i¢in yazilan denklem

ile taraf tarafa toplanirsa
-2y, 3—y, 4=3y, T-4y)=D(r-y)+Y (v —y)

olur. Yukaridaki denklem diizenlenirse

O 0 i 0 s W A 0|
D=2 3-y, 4-3y, T-4y) _ 2 2 2 2
(=) (1+J§_1—J§J

2 2

E 5+\/§, 5+3\/§, 5+2\/§J \/5(1’ 1+J§’ 3+\/§’ 2+\/§J
[ 2 2 2 2 =[1, 1+2\/§’ 3+2\/§’ 2+\/§]

N N3

olarak elde edilir.

1+J§
T =
2
) (1+«/§]2 625 3++5

3_ 2 _ 145 i 1+5 3 3+5)(1++5 _8.,.4\/5_
8 )80

v 2 2 2 2
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Yukarida elde edilen sayilar, 7 nin kuvvetleri cinsinden D nin son ifadesinde yerine

yazilirsa
D =(l,r,72,r3) , T=1+ir+ jr* +k° =(Lz‘,z'2,z'3)

olur. Buradan

elde edilir. Bulunan D ve Y katsayilart T =Dz™+Yy" ifadesinde yerine yazilirsa
Lucas kuaterniyonu i¢in Binet formiilii

T,=z" +yy"

seklinde elde edilir.

Teorem3.14: m>1, D=1+7i+7°j+7°k , Y =1+yi+y’j+y’k olmak iizere

i) QP +QP _,=¢"D , (3.14)

i) yQP_+QP . =w"Y (3.15)
dir (Cimen ve Ipek, 2016).

Ispat: i) m>1, D=1+7i+7°j+7°k olmak iizere QP _ ve QP kuaterniyonlari i¢in

TQPm +QPm_1 = T( pm + pm+li + pm+2j + pm+3k)+( pm—l + pmI + pm+1j + pm+2k)

TQPm+QPm—1=(Tpm + pm—l)+(z—pm+l + pm)I +(TperZ + pm+1) J +(Tpm+3 + pm+2)k (316)

elde edilir.
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" =TPyt P

0zdesligi ve gerekli diizenlemeler ile
QP +QP,,=7"D

olur.

i) Benzer sekilde m>1 ve Y =1+yi+w?j+y’k olmak iizere

l//QPm +me_1 = l//( pm + pm+li + pm+2j + pm+3k)+( pm—l + pml + pm+lj + pm+2k)

QP +QP, =W P+ Pyt ) (¥ Pria + P )1+ (W Pria + Pt ) §+(¥ Pris + P JK (3:17)
elde edilir.

Y=Y Pnt Py

0zdesligi ve gerekli diizenlemeler ile

wQP, +QP  =y"Y

olur.

Teorem 3.15: D=1+7i+7*j+7°k , Y =1+wi+y’j+yw’k olmak iizere

QP kuaterniyonunun Binet formiilii

_ z'mD—l//mY
Ty

QP (3.18)

seklindedir (Cimen ve Ipek, 2016).
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Ispat: (3.14) ve (3.15) ile
"D—-y"Y = QP —ywQP
olur. Ve r=1+\/§ , l//=1—\/§ olmak tizere

Dz'm—l//mY _
(r-v)

QP,
elde edilir.

Teorem3.16: D=1+zi+7*j+7°k , Y =1+wi+y’j+yw’k olmak iizere

QPL, kuaterniyonunun Binet formiili

QPL, =+t —"— (3.19)
seklindedir (Cimen ve Ipek, 2016).

Ispat: Benzer sekilde (3.14) ve (3.15) ile

t"D+y"Y =(r+y)QP,+2QP, .

olur.

T+y=2,QP, +QP ,=QPL_,, ile

m+l

elde edilir.
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Tanmm 3.17: S, =74, S, =y,, V.=0i+7,]J+5K , V,=yi+y,j+yk olmak

lizere 7 =S, +\T, ve =S5, +\TV, seklindeki 7,y kuaterniyonlarinin ¢arpimi

W =5.5,+SV, V.S, ~V.V,+VXV, (3.20)

seklindedir. Burada

VV, =t tr¥,+13¥5

\ TX\/T, ~ (TZV/3_ T3V/2)i —(z'll/fg— Tszl) J+ (1'1!//2 - Tzl//l) k
seklindedir (Cimen ve Ipek, 2016).

Tanmm 3.18: QP ve ON

QPm = pm+ pm+1i + pm+2j+pm+3k

QN m=Nmt nm+1i + nm+2j+nm+3k
seklinde iki Pell kuaterniyonu olsun.

QPm i(?N m = (pm+ pm+1i + pm+2j+pm+3k) * (nm+ nm-%—li + nm+2j+nm+3k)

QPm i QN m = (pm i nm) + ( pm-*-j]_i nm+1)i + ( pm+2 i nm+2) J + ( pm-¢-3i nm+3)k (321)
dir (Cimen ve Ipek, 2016).

Tamim 3.19: QP kuaterniyonunun skaler ve vektorel kisimlari sirastyla

SQPm = P VQPm = pm+1i + pm+2j+pm+3k
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ve

QN . kuaterniyonunun skaler ve vektorel kisimlari sirasiyla

SQNm =Nm VQNm = Nmed + nm+2j + NmeK

olmak lizere

QP,QN =Sqe Son, +Sar,Van, TV ar, Son, —Vaor, Vaon, TVar, XV on,, (3.22)

seklindedir (Cimen ve Ipek, 2016).

Teorem 3.20: m> 2 i¢in

i) QP,+QP,=2p, (3.23)
ii) QP +QP,QP, =2p,QP,, (3:24)
iii) QP QP, =6p,,. (3.25)

dir (Cimen ve Ipek, 2016).

Ispat: i) (3.2) ve (3.21) ile

QPm+Q_Pm = ( Pm t pm+1i + pm+2j + pm+3k)+(pm - pm+1i - pm+2j - pm+3k)
= 2pm

olur.

i) (3.23) nolu esitligin her tarafi QP ile carpilirsa

QP.(QP,+QP.=2p,)
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QP2 +QP_QP,_=2p QP,

olarak elde edilir.

iii) QP QP = (P + Pyl + P2+ Prnid) (P Prd = Prviod =P, K)

= pm2 - pm pl‘n+li - pm pm+2j_pm pm+(J( + pmpm+1i - pm+12 pmi2 - pm+2pm+1ij_pm+3pm+lik + pmpm+2j
- pm+1pm+2 JI - pm+22 jz_pm+3pm+2 Jk + pm pm+3k - pm+1pm+3ki - pm+2 pm+3kj_pm+32k2

i’=j"=k’=ijk=-1,ij=k=—]i, jk=i=-Kj,ki=j=-ik ile

QPmQPm = pm2 - pm pm+1i - pm pm+2j_pm pm+3k + pmpm+1i + pm+12 - pm+2pm+1k+ pm+3pm+1j + pmpm+2j
+ pm+1pm+2k + pm+22_ pm+3pm+2i + pm pm+3k - pm+1pm+3j + pm+2pm+3i+ pm+32

olur. Buradan gerekli islemlerin yapilmasiyla
QP QP = P}, + Phs + P + Pha (3.26)
seklinde elde edilir.
Pt P = Pz
esitligi kullanilarak
Po + Pt = Ponit + Proz * Prus = Pons
olur. Bulunan ifadeler (3.26) da yerine yazilirsa
QP QP = Pana + Pamss
elde edilir. Buradan Pell sayilarinin genel formiili ile
QP QP = Poms +(2Pomes + Pomis)
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= p2m+l + 2(2 p2m+3 + p2m+2) + p2m+3
= Popas t 2 Pomiz 4p2m+3 *+ Pomas
= Pomis + 4p2m+3 *+ Pomas

= 6p2m+3
elde edilir.

Teorem 3.21: m=>2 igin,

I) QPm + 2me+1 = QPm+2 (327)
“) QPm_QPm+1i _QPm+2j _QPm+3k =12qm+3 (328)

dir (Cimen ve Ipek, 2016).

Ispat: i) Pell kuaterniyonunun tanimindan

QPm+2QPm+1: ( pm + pm+li == pm+2j + pm+3k)+2( pm+1 + pm+2i = pm+3j + pm+4k)
:(pm+2pm+l)+(pm+l+2pm+2)i+(pm+2+2pm+3)j+(pm+3+2pm+4)k

dir. Pell sayilarinin genel formiiliinden

QPm + 2QPm+1 = pm+2 + pm+3i + pm+4j + pm+5k
= QPm+2

elde edilir.

i) Pell kuaterniyonunun tanimi ve (3.1b) ile

QPm _QPm+li _me+2j _QPm+3k = Pt Prms2 T Prsa T Pros

3
= Z p m-+2s
s=0
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dir.

Un=Prna=Pn V& Pp=2P, 1+ Py
Ozdeslikleri kullanilarak

QP,—QP, i -QP,,I-QP k=12q,.,
ifadesi bulunur.

Teorem 3.22: m > 2 i¢in,

) QP +QP,, =QPL,
i) QP ,—QP, =QPL,
i) QP ,+QP, ., =QPL
iv) 2QP  +QPL, =QPL .,

dir (Cimen ve Ipek, 2016).

Ispat: i) Pell kuaterniyonunun tanimimdan

QPm +QPm+1 = ( pm + pm+1i + pm+2j + pm+3k)+( pm+l + pm+2i + pm+3j + pm+4k)
(pm + pm+l)+( pm+l + pm+2)i +( pm+2 + pm+3) J +( pm+3 + pm+4)k

dir.

qm+1 = pm + pm+1

0zdesligi kullanilarak

QPm + QPm+1 = qm+1 + qm+2i + qm+3j + qm+4k
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olur. Pell — Lucas kuaterniyonunun tanimindan
QPm +me+1 = QPLm+1
elde edilir.

ii) Benzer sekilde (3.8) den

me+l_QPm = ( pm+1 + pm+2i + pm+3j + pm+4k)_( pm + pm+1i + pm+2j + pm+3k)
=(pm+1 - pm)+( pm+2 - pm+1)i +( pm+3 - pm+2) J +( pm+4 - pm+3)k

olur. Ve

n= Pmia~ Pm

0zdesliginden faydalanilarak

QP 1.1 = QP = Uy + Gyl + o J + UK

elde edilir. Pell — Lucas kuaterniyonunun tanimindan
QP,..—QP,=QPL

olarak elde edilir.

iii) Pell kuaterniyonunun tanimmdan

QI:)m—l-i_QF)mﬂ = ( pm—l + pml + pm+lj + pm+2k)+( pm+1 + pm+2i + pm+3j + pm+4k)
:(pm—l + pm+1)+( pm + pm+2)i +( pm+1 + pm+3) J +( pm+2 + pm+4)k

elde edilir. Ayrica

Prn1t Pra=0y
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0zdesligi kullanilarak

QP+ QP = 0y + Gral + Gy J + oK
yazilir. (3.9) ile

QP +QP ., =QPL,

elde edilir.

Iv) (3.8) ve (3.9) dan faydalanilarak

2me + QPLm = 2( pm + pm+li + pm+2j + pm+3k)+ (qm + qm+1i + qm+2j + qm+3k)
=(2pm +qm)+(2pm+l +qm+1)i +(2pm+2 +qm+2) J +(2pm+3 +qm+3)k

yazilabilir.
Uz~ = 2P
Ozdesligi ve Pell — Lucas kuaterniyonunun tanimi kullanilarak

2QF)m + QPLm = qm+1 + qm+2i + qm+3j + qm+4k
=QPL,.,

elde edilir.
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Teorem 3.23: i) Y QP, = %(QPLM— QPL,) (3.33)
s=1

i) il QP,. = %(QPM—QPl) (3.34)
i) £.QP ., =2 (QP,,~QPy) (3.35)

(Cimen ve ipek, 2016).

Ispat: i) i Py = %(qk+m+1— q,) esitliginden faydalanilarak
i=0

M=

ist = (ﬁ ps)+(§:l psﬂ)i +(5§;L ps+z) ] +(

s=1

ps+3) k

s=1

1 1 . ANl .11
=[5(qm—qo)— pOHE(qM—ql)— pl}l +{§(qm+3—qz)— pz} j +{§(qm+4—q3)— pg}k
olur. Buradan gerekli diizenlemeler ile

m 1 . . . . . .
;stzg(qm+l+qm+2l + 0513 +qm+4k_qo —G1—Q,) _qsk_ZpO _Zpll_zpzj _2p3k)

- %(QPLM—QPLO—ZQPO) (3.36)
elde edilir.
QPL,,,=20QP +QPL
ile
£QP, =2 (QPL,,-QPL,)

olarak bulunur. ikinci yol olarak,
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QP,.= y QPL =
Ty 2
ile
m m D -y
>QP =>T="Y¥
s=1 s=1 Ty
dir.
m 1 T mo mo
Sop,=—1 | Dr¥ vy Sy }
s=1 T—WL s=1 s=1
_ n n_q
S e VAL 4
T-y| -1 v-1

D=1+zi+7°j+7k , Y =1l+yi+y’j+y’k , r=1+2 ve l//=1—\/§ olmak tizere

m m__ m m+l m+1 _ _
ZQPS{DT Yy" Dc™-Yy™ Dr-Yy D Y}
s=1

Ty Ty Ty Ty

1
- E(QPm+QPm+1—QP1—QPO)
dir.

QPLm+l = QPm + QPm+1

ile

1145

QP,.= %(QPLmH—QPLl)

elde edilebilir.
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i) QP tanimi ve (3.36) esitligi ile

Eees =[S o) Epafi(Epu i (Epasf

olur.

3

m 1
= Poxiai = E(q2k+2m+2 ~ Poiomez T T ka) Ve gc% Pokioin = E(Zq 2ks2m T 3p2k+2m - pzk)

Ozdeslikleri ile

5=

m 1 1 - 1
%QPZSZE(qu-I—p2m_q0_p0)+5(2q2m+3p2m_p0_2p1)|+5(q2m+2+p2m+2_q2_p2)1+5(2q2m+2+3p2m+2_p2_2p3)k
dir.

qm = pm+1_ pm ! me+2QPm+1:QPm+2

esitlikleri kullanilarak

m 1 ] ) 1 ) )
2QP,, =5( Pamir + Pomezl + Pomiad + p2m+4k)—5(p1 + Pyi+ Py j + PK)

ifadesi bulunur. Buradan

1

_(QP2m+l_ QPl)

mP:
éQZsz

seklinde elde edilir. Ayrica iQPZS icin sirasiyla Pell kuaterniyonunun ve Pell — Lucas
s=1

kuaterniyonunun Binet formiilii olan

:TmD—l//mY ,QPL zz.mD-i-[//mY

P
Q m Z'—[// m 2
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ifadelerinin kullanilmasiyla

m m ZsD _ ZSY
>QP, = f——F—
s=1 s=1 T—Y
yazilabilir.
iQst _ 1 [Drzirz(s—l)_sziwz(sl):l
s=1 T_l// s=1 s=1
2m __ 2m _
= {Drzrz 1_YW2—W2 1}
Ty 77 -1 v -1

dir.

D=1+7i+7°j+7k , Y =1l+yi+y’j+y’k , r=1+2 ve l//=l—\/§ olmak tizere

S%me = _£|:

D" —Yy™ DYy Dt Yyt D—Y}

4 Ty Ty Ty Ty

1
- Z(QP2m+2_QP2m +QP, _sz)

seklindedir. Boylece
QP,+2QP,,=QP..,
esitligi ile

1

3P, =4 (2QP,,.,~ 2QP)

= %(QPZmﬂ - 2QP1)

seklinde de elde edilebilir.
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sy M 1
ii) E) Pokiai = E(q2k+2m+2_ Pokiomez T o t+ p2k)’

n 1
E) Pokszin = E(2q2k+2m + 3p2k+2m — ka)

esitlikleri ile

3

SZ:lQPZS—l = (zl p2$1)+(s ] pzs)i +(Szl p25+1) J +(Szl p25+2)k

1 1 .1 1
= |:§(2q2m2+3p2m2_ p72_2 pl):l—}_[i( p2m+1_ pl):l I +‘:E( p2m+2_ p2):| J +|:_( p2m+3_ p3)i|k

2

olarak elde edilir.

m+1
m

qm = pm+1_ pm ! QPm+2QPm+1:QPm+2 Ve p,m :(_1)

esitlikleri kullanilarak

m 1 1 .11 .1
szlePZHZ E(qum—2+3p2m—2+ p2_2p1):|+|:5(p2m+1_ pl)i|| +[§(p2m+2_ pz)} J +|:§(p2m+3_ pa)}k

Lo 2w 2w

1 . . 1 o
= 5( Pam + Pamaal + Pomea J + p2m+3k)—§(po + Py + Py J+ psk)

1
= E(QPZm _QPO)

elde edilir. Pell kuaterniyonunun Binet formiilii kullanilarak ve

D:1+ri+r2j+2'3k LY =1+l//i+l//2j+l//3k , r:1+\/§, y/=1—\/5 olmak tlizere

m m 251D — ZHY
>QP, ,=>" d
s=1 s=1 T— !//
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1 2m _1q m_q 1 m m
= {Dfﬂ ~Yy L } [Drz#“”—vwzﬂ ”}

Ty -1 w'-1| -y s=1 s=1
_a[ Doy Doyt (DY)(e4y)
4 Ty Ty Ty

bi¢ciminde elde edilir. Boylece

1(szm_QPo)

P .=
Q 2s-1 2

olur.

Teorem 3.24: (Cassini Ozdeslikleri)

D=1+7zi+7?j+7°k ve Y =1+wi+y?j+y’k olmak iizere

i) QP,.QP, ,—QP = (—1)"“{(7 +2?Z/;'/IZYD} (3.37)
ii) QPL, . ,QPL,_ ,—QPL = (—1)'“*1[(T +2)D4Y WZYD} (3.38)

seklindedir (Cimen ve Ipek, 2016).
ispat: i) D=1+zi+72j+7°k , Y =1l+yi+y?j+u’k , r=14+2 , y=1-+2

olmak tizere ve Pell kuaterniyonunun Binet formiiliinden

z'mﬂD—l//mHY J[z‘m_lD—Wm]Y ]_[z’mD—l//mY JZ

QI:>m+1QI:)m—l_(?|:)m2 = (
Ty Ty (4
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_ [z_zm Dz _ z-"”l!//m*lDY _ l//erle_]YD n l//sz 2 sz Dz n Zz-my/mYD _ l//sz 2}

- [ =e" MDY —y YD + 20y DY |
_(/,)
:(_1){(7%2) DY +21//2YD}
(r-v)

—
N

seklinde bulunur.

i) Benzer sekilde Pell — Lucas kuaterniyonunun Binet formiiliinden ve

T:1+\/§ , 1//=1—\/§ olmak tlizere

2
m-+1 m+ m—1 T mD mY
QPLmﬂ(DPmel_QPLm2 :(T D;l// ]Yj(r D—;‘/j ]Y]_[T ;l/l J

y (_1)m+1(12DY 5 z//:YD +2DY J

(_1)m+1[(12 +2) D4Y + V/ZYDJ

seklinde elde edilir.

Teorem 3.25: D=1+r7i+7*j+7°k , Y =1+wi+y?j+y’k olmak iizere

i) QPLZ —QPZ =(-1)"DY (3.39)

ii) n>1, QPL,,,” ~QPL,, ,QPL,, .= % + %(#DY +y YD) (3.40)

dir (Cimen ve Ipek, 2016).

Ispat: i) Pell, Pell — Lucas kuaterniyonlarinin Binet formiilleri ve 7y = —1 olmasindan

faydalanilarak
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z’sz2+2‘[ml//mDY +l//2mY2—rsz2+27ml//mDY —Vlszz
4

QPL; —QP; =

QPL: -QPZ =(-1)"DY
bulunur.

ii) Benzer sekilde,

z'2n+1D _ l//anY Jz _ (Z_Zn—lD _ l//2n71Y J(Z_ZMSD _ l//szrSY j

QPL2n+12 - QPLGlePLzms = (
Ty Ty Ty

- %WL%(T“DY +z//4YD)

ifadesi elde edilir.
Teorem 3.26: Fibonacci sayilar1 ve Fibonacci kuaterniyonlari arasinda

(3.41)

Me

QmQ_m = . F§1+i = 3F 2m+3

seklinde bir iliski vardir (Horadam, 1963).

Ispat: Q Q. =(Fu+iFna+ iFmo+KFns)(Fu—iFna— JFmo—KFms)
= Fzm_iFmFm+1_ jFmFm+2_kaFm+3+iFm+1Fm_i2Fm+1Fm+1_ij Fm+1Fm+2_ika+lFm+3
+ ij+2Fm_ jiFm+2Fm+1_ jZFm+2Fm+2_ ijm+2Fm+3+ka+3Fm_kiFm+3Fm+1_kij+3Fm+2_k2Fm+3Fm+3

(3.1b) ile

QmQ_m: F%_iFmFmA_ijFm+2_kaFm+S+iFm+lFm+ Fm+12_ka+1Fm+2+ ij+1Fm+3+ ij+2Fm

+ ka+2Fm+1+ Fm+22 _iFm+2Fm+3+ ka+3Fm_ ij+3Fm+1+ [ FrosFmeet Fm+32
= Fﬁw+i(_FmFm+l+ Fm+1Fm_Fm+2Fm+3+ Fm+3Fm+2)+ j(_FmFm+2+ Fm+1Fm+3+ Fm+2Fm_ Fm+3Fm+1)
+ k(_FmFm+3_ Fm+1Fm+2+ Fm+2Fm+l+ Fm+3Fm) + |:m-+—12 + |:m+22 + Fm+32

2 2 2 2
=FntFna tFn2 T Fmis
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2
F m-+i

M

0

dir. Buradan

F2n+l =F :

n+1

+F?

0zdesligi ve bazi diizenlemeler ile
N 3 )
QQO = % Fni= 3F 2m+3

elde edilir.

Teorem 3.27: Q,, Fibonacci kuaterniyonu igin

Q7 =2FuQ,~Q,Q,,
esitligi gecerlidir (Horadam, 1963).

fspat: Q2 =Q,Q,
:Qm(Fm+iFm+1+ ij+2+ka+3)
=Qm(2Fm_Fm+iFm+l+ ij+2+ka+3)

:Qm(ZFm_(Fm_iFm+1_ ij+2_ka+3))
:Qm(ZFm_Q_m)
= 2F nQu~QuQu

Boylece
Q2 =2FnQ,—Q,Q.

elde edilir.
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Teorem 3.28: Q,, # 0 olmak iizere Fibonacci kuaterniyonu i¢in

2Fn=Q,+Q, (3.43)

esitligi gecerlidir (Horadam, 1963).
Ispat: 2F,,=F,+Fn

= Fm+Fm+iFm+1_iFm+1+ ij+2_ij+2+ka+3_ka+3

= Fm+iFm+l+ ij+2+ka+3+Fm_iFm+1_ij+2_ka+3
:(Fm+iFm+l+ ij+2+ka+3)+(Fm_iFm+l_ ij+2_ka+3)

=Q,+Q,
seklindedir.

Tanim 3.29: H ={Qm :Qu=(Fy F s Fnezs Fnia) i F e M. FibbONacci sayase)
| W -z
H ={Bm:Bm=(_ _];W,ZEC}
Z W

seklinde tanimlanan H ve H kiimeleri arasinda

n+1Fm. —Fmn2—iFn.
Qm:(anFm+1’Fm+2yFm+3)—)Bm_[F F 1 F 2 F 3)

Fm+2_iFm+3 Fm_iFm+l

seklinde tanimlanan doniisiim bir izomorfizmdir. Dolayisiyla

1 0) . i O 0 -1 0 —i
E= A= S = K= . olmak tizere
0 1 0 —i 1 0 -1 0

Bm= FmE + Fm+lj+ Fm+2‘]+ Fm+3K (344)
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seklinde yazilir. B, kuaterniyon matrisinin determinanti sifirdan farkli oldugundan

tersi vardir ve H' kiimesinde bulunur(Halici, 2012).

Teorem 3.30: Fibonacci kuaterniyonu Q  icin iirete¢ fonksiyonu

G(x,t)=t+|+Jitj[1_);k(t+2)

seklindedir (Halici, 2012).
ve baslangic sartlar

Ispat: Genel formiilii Q,.=Q,..,+Q,
Q,= (11 2,3)olan Fibonacci kuaterniyonu i¢in iirete¢ fonksiyonu

gont%G(x,t)

olsun.

Qm+2tm = %Qm-ﬂtm + %thm

Ms

0

t‘z(éont"‘ —Qt°-Qyt) = t‘l(éont"‘ —Q )+ éontm

n

(3.45)

Q,=(0112),

Q,=(0112), Q,=(1L23)ve 3 Q t"=G(xt) ifadeleri yukaridaki denklemde
m=0

yerine yazilirsa

t2(G(x,1)-(0,1,1,2) - (1,1, 2,3)t) =t (G(x,t) —(0,1,1,2)) + G(x,t)

olur. Her taraf t®ile carpilirsa

G(x,t)—(0,1,1,2) —(t,t, 2t,3t) =tG(x,t) — (0, 1,1, 2t) + t°G(x, t)
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elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa
G(x,t)(1-t—t")=(0,1,1,2) + (1,1,2t,3t) - (O,t,t, 21)
olur. Buradan

G(xt)(1-t—t") = (t11+t,2+1)
(t,L1+t,2+1)
1-t—t?

t+i+@Q+t)j+(2+t)k
1-t—t?

G(x,t) =

G(x,t)=

oldugu goriiliir.

Teorem 3.31: Lucas kuaterniyonu T, i¢in iirete¢ fonksiyonu

-t)+@A+2)i+B+t)j+(4+3t)k
1-t-t?

L(x,t) = (3.46)

seklindedir (Horadam, 1963).

Ispat: Genel formiili T,o=Tma+Tm Ve baslangic sartlan T,=(2,134),

T.=(3,4,7) olan Lucas kuaterniyonu igin tirete¢ fonksiyonu
ZOT mtm = L(X1t)
olsun.

Z Tm+2tm = Z Tm+1tm+ ZTmtm
m=0 m=0 m=0

STt =Y Tht™ + X Tut"
m=2 m=1 m=0
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ATt = Tot'~Tit) =t (X Tat"=Tot") + 2 Tt"

T0=(2134), T.=@34,7) ve iTmtmzL(x,t) ifadeleri yukaridaki denklemde
m=0

yerine yazilirsa

t2(L(x,1)—(2,1,3,4) - (1,3,4,7)t) =t (L(x,t) - (2,1,3,4)) + L(x,t)
olur. Her taraf t®ile ¢arpilirsa

L(x,t)—(2,1,3,4) — (t,3t,4t, 7t) = tL(x,t) — (2t,t,3t, 4t) + t°L(X, 1)
elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

L(xt)(1-t—t*) = (2,1,3,4) + (t,3t,4t, 7t) — (2t,t,3t, 4t)

olur. Buradan

L) (1-t—t*)= (2,14 2t,3+1,4+31)

(2-t,1+2t,3+1t,4+3t)

L(X,t) = _
1-t—t
L(x 1) = 20+ d* Z?i +t(3t+2 t)j+(4+3bk

oldugu goriiliir.

Teorem 3.32: Pell kuaterniyonu QP i¢in iirete¢ fonksiyonu

t+i+(2+t)j+(5+2t)k

3.47
1-2t —t? (347)

P(x,t) =

seklindedir (Cimen ve Ipek, 2016).

44



Ispat: Genel formiili QP ,=2QP, ,+QP_ ve baslangi¢ sartlart QP,=(0,12,5),

QP, =(12,5,12) olan Pell kuaterniyonu igin iireteg fonksiyonu

> QP "= P(x,1)
olsun.

gonm+2tm = 2 iOQPerltm_'_ iOQPmtm
3 QP t"?= 2% QP t"*+ 3 QP t"
m=2 m=1 m=0

(X QP,t" QP ~QP,t) =2 (3 QP "~ QPt) + = QP,t"
QP,=(0,1,2,5),QP,=(12512) e mi;OQPmt”‘ =P(x,t) ifadeleri yukaridaki
denklemde yerine yazilirsa

t?(P(x,t)-(0,1,2,5) - (1, 2,5,12)t) = 2t {(P(x,t) —(0,1,2,5)) + P(x,t)

olur. Her taraf t®ile ¢arpilirsa

P(x,t)—(0,1,2,5)—(t, 2t,5t,12t) = 2tP(x,t) — (0, 2t, 4t,10t) + t’P(x,t)

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

P(x,t)(1-2t~t?) = (0,1,2,5) + (t, 2t, 5t,12t) - (0, 2t, 4,10t)

olur. Buradan

P(x,t)(1-2t—t*)=(t,12+1,5+21)

(t,,2+t,5+2t)

POt = 1-2t—t2
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t+i+(2+t)j+(5+2t)k
1-2t—t?

P(x,t) =

oldugu goriiliir.
Teorem 3.33: Pell - Lucas kuaterniyonu QPL  icin iirete¢ fonksiyonu

1-t+@+t)i+(3+t)j+(7+3t)k (3.48)
1-2t—t?

PL(x,t) =
seklindedir (Cimen ve Ipek, 2016).

Ispat:  Genel formiilii QPL,.,=2QPL_ ,+QPL_ ve baslangic sartlar
QPL,=(@1137), QPL,=(37,17) olan Pell - Lucas kuaterniyonu igin {ireteg

fonksiyonu
> QPL,_t™ = PL(xt)
m=0

olsun.

0

2 QPL,qt" =23 QPL,t"+ X QPL, "

m=

> QPL t"™?=23 QPL t™'+ ¥ QPL t"
m=2 m=1 m=0

t( ZOQPLmtm —QPLt°—QPLt" =2t gOQPLmtm —QPLt% + ZOQPLmtm

QPL,=(113,7), QPL,=(13,7,17) ve i QPL,t" =PL(x,t) ifadeleri yukaridaki
m=0

denklemde yerine yazilirsa
t2(PL(x,t)-(1,1,3,7)-(1,3,7,17)t) = 2t *(PL(x,t) —(1,1,3,7)) + PL(x,t)

olur. Her taraf tile carpilirsa
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PL(x,t)—(1,1,3,7) —(t,3t, 7t,17t) = 2tPL(x,t) — (2t, 2t, 6t,14t) + t*PL(x,1)
elde edilir. Gerekli diizenlemelerden sonra

PL(x,t) (l— 2t —t? ) =(L13,7) +(t,3t,7t,17t) — (2t, 2t, 6t,14t)
olur. Buradan

PL(X,)(1-2t—t*) = (1-t,1+1,3+1,7 +31)
(-t 1+t,3+t,7+3t)
1-2t—t°

1-t+@L+t)i+B+t) j+(7+3t)k
1-2t—t?

PL(x,t) =

PL(x,t) =

oldugu goriiliir.
Teorem 3.34: m,neZ ve Q.. kuaterniyonu i¢in lirete¢ fonksiyonu

_Q,+Q, X

3.49
1-x—x° (3.49)

seklindedir (Halici, 2012).

Ispat: Genel formiilii Quimz=Qrmu+ Q.. 0lanbir Q. kuaterniyonu igin

> Q,..x"=G(X)

m=0

olsun.

z Qn+m-¢—2Xm = Z Qn+m+1xm+ z Qn+me
m=0 m=0 m=0

o0

0 P . 0
2 QX" =2 QX"+ X QX"
m=2 1 m=0

m=.
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X A(E QX" =QpoX’ = Q) = X (X QX" = Qo) + X QX"
m=0 m=0 m=0
Her taraf x?ile ¢arpilirsa

z Qn+mxm _Qn _Qn+lX =X Z Qn+mxm_ XQn + XZ Z Qn+me
m=0 m=0 m=0
olur.

i Q,..x" =G(x) ifadesi yukaridaki denklemde yerine yazilirsa

m=0

G(x)—Q,—Q, . x=XG(X) - xQ, + X’G(X)
olur. Gerekli diizenlemelerden sonra
G(x)(l— X — x2) =Q,+x(Q,.-Q,)
olur. Buradan

Q.=Q,1—Q,

esitligi ile

G(X) (1— X— x2) =Q,+xQ,,

olur. Ve

G(X) — Qn + Xanl

1—x—x?

elde edilir.
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Tamm 3.35: Q = (QZ Qlj (3.50)
Q. Qg
matrisine Fibonacci kuaterniyon matrisi denir (Halici, 2012).
Teorem 3.36: (Cassini 6zdesligi) m >0 i¢in
QniQma—Qn=(-1)"(2Q, - 3k) (3.51)

dir (Halici, 2012).

ispat: Q - [QZ Qlj | det(Q) = Q,Q, ~Q’ = ~(2Q,~ %)
Q, Qg
QZ =Q,= [gz gj ' det(Qz) = Qle—Q§ = (2Q1_3k)

sz(Fm—1+iFm+ ij+l+ka+2)(Fm+1+iFm+2+ ij+3+ka+4)_(Fm+iFm+l+ ij+2+ka+3)2
Q"=Qp=(-1)" (2Q,-3K)

elde edilir.

Tamm 3.37: Q_ Fibonacci kuaterniyonu

) Q" =Q ,,=(-1)" (=F ntiF murt JF 5 + KF mi3) (3.52)

i) Q"+ (Q*m) =2(-1)"" F, (3.53)

FntJF ., mtek

3.54
iFm+1+ka+3;inﬁ: ( )

i) %(QMQ‘”‘):{

esitliklerini saglar (Halici, 2012).
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Tammm 3.38: Q, Fibonacci kuaterniyonu igin asagidaki esitlikler gegerlidir (Halici,

2012).

I) g(:)QI :Qm+2_Q1
i) ini =Quna— (1011

i) 3 Q= Qun - Q

Teorem 3.39: p,, ve Q. kuaterniyonlar: arasinda

Pn+0Q, = pPQ,+0dQ,.,

seklinde bir iliski vardir (lyer, 1969a).

ispat: p,, ve Q,, kuaterniyonlarmimn tanimindan

Pnt0Q,=[Hn+iHmna+ iHm2+KHnal+AFn+iF na+ JFne+KF nal
dir. Burada

Hn=(pP-0)F,+0Fn.

(Horadam, 1963), ifadesinin kullanilmasiyla

PntdQ,=[(p-a)F +dF nd+il[(pP—F i +AF me2] + JI(P—A)F 1\ + AF ezl
+K[(p—0)F .3+ AF meal + A[F m +iF mia+ JF mi2+ KF myal

olur. Buradan

(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)

Pm+qu: me_qu+qu+l+ime+1_inm+l+inm+2+ijm+2_qum+2+ qum+3+kam+3

—KQF i3+ KQF s+ QF m+ QI F myg+ G F iz + OKF o
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elde edilir. Yukaridaki denklem p parantezine ve q parantezine alinirsa

Pm+qu: p(Fm+iFm+l+ ij+2+ka+3)+q(_Fm+Fm+1_iFm+1+iFm+2_ ij+2+ ij+3_ka+3
+ka+4+Fm+iFm+1+ ij+2+ka+3)

olur. Q,, kuaterniyonunun tanimu ile

Pm+qu: me+q[(_Fm+ Fm)+ Fm+1+i(_Fm+1+ Fm+1+ Fm+2)+ j(_Fm+2+ Fm+2+ Fm+3)+k(_Fm+3+ Fm+3+ Fm+4)]

elde edilir. Buradan

Pm+qu = me+q[Fm+l+iFm+2+ ij+3+ka+4)]

dir. Q,,,, kuaterniyonunun tanimu ile

Pm + qu = me + qu+1

olur. Boylece

Pn+dQ,=pQ,+dQ,.,

elde edilir. Veya

Pm = me + q(Qm+1_Qm)

seklinde de ifade edilebilir. Q,, kuaterniyonunun genel formiiliinden

Pm = me+qu—1

olarak diizenlenebilir.
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Teorem 3.40: p,, ve Q,_ kuaterniyonlar: arasinda

(3.59)

PnQn—PnQ,=2(FuP,—H,Q,)

seklinde bir bagint1 bulunmaktadir (lyer, 1969a).

PmQ_n1_P_QO:(Hm+iHm+l+me+2+ka+3)(Fm_iFm+l_ij+2_ka+3)

Ispat:
_(Hm_iHm+l_me+2_ka+3)(Fm+iFm+1+ ij+2+ka+3)

= HmFm_iHmFm+l_ jHmFm+2_kHmFm+3+iHm+1Fm_izH maF mis = T H maF e
~iKH ntF st iH meoF o JiH mF ma= § HmizF 2= iKHmoF mis KH oo = KiH P o
—kjH m+3Fm+2_k2H misFmia=HmnFm=iHoF na— THwF n—KH mFm+3+iHm+1Fm+i2H miF e
HiTH meaF o+ KH it F o+ JHmeoFnt JiH moFmat ) HmeoF ez KH mizF mea® KH nooF
+KiH .o 1 K H meaF e K HimesF e

(3.1b) den

PmQ_m_P_QO: HmFm_iHmFm+1_ meFm+2_kH mFm+3+iHm+1Fm+ Hm+1Fm+1_kH mstF me2
+ JHmaF miat JHm2Fm+ KH n2F ma+ HmezFmee = 1H m2F mes + KH misF = JH misF na
+HiH P et HmsF s = HnF o= THoF = JHoF o —KHoF s+ H P o = HinaF o
+KH miaF m2— IHmaF ms+ JHm2Fn—KH noF ma— HmeeF oz H TH me2F mea + KH miaF oy

+ JH m+3Fm+1_iHm+3Fm+2_ H m+sF me3

dir. Tiim terimler ayr1 ayr i, J,K parantezine alinirsa

PmQ_m_P_QO= HmFm+ Hm+1Fm+1+ Hm+2Fm+2+ Hm+3Fm+3_ H mFm_ Hm+1Fm+1_Hm+2Fm+2_H m+3Fm+3

+ I(—H mFm+]_+ H m+1Fm_ H m+2Fm+3+ H m+3F m+2 H mF m+1+ H m+lFm+ H m+2Fm+3_ H m+3Fm+2)
+ J(_H mF m+2+ H m+1F mi3 T H m+2Fm_ H m+3F m+1_H mFm+2_ H m+1F ms3 T H m+2Fm +H m+3F m+1)
+ k(_H mFm+3_ H m+lF m+2+ H m+2F mat H m+3Fm_ H mF m+3+ H m+lFm+2_ H m+2Fm+1+ H m+3F m)

olur. Gerekli diizenlemeler ile

PmQ_m_P_QO = I(—2H mFm+1+2H m+1Fm)+ J(_ZH mFm+2+2H m+2Fm)+k(_2H mFm+3+2H m+3Fm)

= —2|H mF m+1+ 2|H m+1F m + _21 H mF m+2 + ZJH m+2Fm - 2kH mFm+3+ 2kH m+3F m

dir. Yukaridaki denklem ayr1 ayr1—2H ,, ve —2F ,, parantezlerine alinirsa

52



PmQ_m _P_QO = —2H m(IF m+1+ JF m+2+kF m+3) + 2Fm(IH m+1+ JH m+2 + kH m+3)

olur. Burada Q,, ve P, kuaterniyonlarinin tanimindan faydalanilarak

PrQp—PaQn=—2Hm(Qu—F ) +2Fn(Pr—Hm)

yazilir. Buradan

PrQn—PnQp=—2H:Qn+2H nF +2F P —2F oH
=-2H QO+2Fum
=2(F.P,—H,Q,)

olur. Boylece

Pm(g_m_P_QO = 2(Fum -H QO)

iliskisi saglanir. Ayrica yukardaki esitligin her iki tarafinin P,Q,, # O ile boliinmesiyle

PuQn~PuQu _ 2(FrPn—H,Q,)
PnQn PnQn

elde edilir.

PnQn PnQu_ Z(Fmpm H QO]

PQO PQO PQO PQO
Q_Ezz[ﬂ_mJ
Qm Pm Qm Pm

Gerekli islemler ile
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Qn_2Fm_Pn_2Hn

Qm Qm Pm Pm

olur. Buradan

Qm_sz =F)_m_ZHm

Qn P (360
iliskisi de elde edilebilir.
Teorem 3.41: p,, ve Q,_ kuaterniyonlar: arasinda
PrQu+PuQp = 2(P ,Fn+ QuHn—PnQ,) (3.61)

seklinde bir bagint1 bulunmaktadir (lyer, 1969a).

ispat: PmQ_m+P_QO:(H m+iHm+1+ me+2+ka+3)(Fm_iFm+1_ ij+2_ka+3)
+(Hm_iHm+1_me+2_ka+3)(Fm+iFm+l+ ij+2+ka+3)

=HnFn=THunF ni= iHoF m2 = KHnFmis+iH m+1Fm_i2H mitF mes = T H miaF i = IKH miaF e
+me+2Fm_jiHm+2Fm+1_jZHm+2Fm+2_ijm+2Fm+3+kHm+3Fm_kiHm+3Fm+1_kjHm+3Fm+2_k2Hm+3Fm+3
+HauFntiHoF gt THoF not KHoF nea=1H maF = i1°H neaF no = TH meF o= KH maaF e
= [Hn2Fo— JiHmoFma— I HuoFme— KHnoF o= KH P n = KiHnoF na—KiH moF o —k*HmsF s

(3.1b) den

PoQu* PrQu=HiF n=iH oF 1= IHF o= KHoF s+ iH P o+ HonF = KH P o+ JH P s
+ JHm2F ntKHmeF miat HimeoF me2 = 1HmioF mis tKH miaF = TH meaF g FTH meaF oot HimaF s
+HnFntiHoF pat THoF not KHF me=1H naF ot H P g = KH P o+ TH miaF s
= JHn2FntKHn2F nat HmeF mee = 1H mioF mis=KH meaF = TH meaF matIH miaF ot HimisF e

olur. Tiim terimler ayr1 ayrt i, j,K parantezine alinirsa,
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PmQ_,n+P_n1Qm: HoFn+HoaF oot HoeF et HusF st HoF ot HuaF nat HiooF mee t HimesFmes
+i(—H oF iyt HmaF o= HineoF meat HmsFmo T HoF s = HmaF o= HmoF mest HinaaF o)
+JHaF ot HinaFmat HimeeF = HimaF natHaF net HmaFmes = HimeoF = HimsaF )
+K(=HnF miz= HmaF 2+ HmezF mat HmaF ot HaoF nes = HmaF mee ™ Hme2F = HimeaF )

olur. Buradan

PmQ_erP_QOZ 2H mFm+ 2H m+1F m+1+2H m+2Fm+2+2H m+3F m+3_2iH m+2Fm+3+ 2|H m+3Fm+2
+2JH m+1F m+3_2jH m+3F m+1_2kH m+1F m+2+2kH m+2F m+1

elde edilir. Yukaridaki ifadenin skaler kismi toplam formiilii kullanarak yazilirsa

. 8
PQO i PQO B 22(:) Hm:iF i = 2IH me2Fmis + 2iH mioFmiz + ZJH m+lFm+3_ ZJH m+3F m+at—2kH m+1F mi2 T 2kH ms2F ma

olur. (3.1b) den

~ - 3 . - - ..
Pran+ PQO = 2% H m+iFm+i _ZJkH m+2F m+3_2ij m+3Fm+2_2ikH m+1F m+3_2kiH m+3F m+1+_2|JH m+1F m+2_21|H m+2Fm+1

olur. Yukaridaki ifadenin vektdrel kismu ayrt ayrnn —2iH,,, , -2jH,,, ., —2kH,

parantezlerine alinirsa

~ - 3 . - - - - .
PQO + PQO = 2;} H m+iFm+i —2iH m+1(J Fm+2 + k Fm+3) -2 JH m+2(l Fm+l+ k Fm+3) —2kH m+3(IF m+l+ J Fm+2)
olur. Boylece

~ - 3 - - - - -
PQO + PQO = 2% H miF msi — 2iH m+1(J Fmit kF m+3) - ZJH m+2(l Froat kF m+3) —2kH m+3(|F m+1+ JF m+2)
elde edilir. Ayrica (3.1b) ifadesi kullanilarak
PmQ_m+P_QO = 2H mFm+ 2H m+1(Fm+1+ ij+3_ ka+2) + 2H m+2(F mi2 T ka+1_iFm+3) +2H m+3(F m+3 ij+1+ iFm+2)

olur.

55



Pmam +;ran = 2H mFm_Z(_H m+1F mil J H m+1Fm+3+kH m+1F m2 H m+ZFm+2 - k H m+2Fm+1+ I H m+2Fm+3_H m+3F m+3+ J H m+3Fm+1_i H m+3F m+2)

(3.1b) den

Pmam+EQO = 2H mFm_Z(izH m+1Fm+1+ IkH m+1F m+3+ I] H m+1F m+2+ JZH m+2':rrvr2+ JI H m+2Fm+1+ ]kH m+2Fm+3+k2H m+3Fm+3+ kl H m+3Fm+1+ kJ H m+3Fm+z)

dir. Buradan

PmQ_m+P_QO:ZHmFm_z[iHm+1(iFm+1+ij+2+ka+3)+me+2(iFm+1+jFm+2+ka+3)+ka+3(iFm+1+ij+2+ka+3)]
= 2H mFm_Z(iH m+l+ JH m+2+kH m+3)(iFm+1+ ij+2+ka+3)

=2HnFn—2(P,—Hmn)(Q,—Fn)
=2HnFn—2(P,Q,~PuFn—HmnQ,+HnFm)
=—2(P,Q,~PnFn—HnQ,)
=2(P,Fn+HnQ,—PuQ,)

olur. Dolayisiyla

PrQu+ PrQp = 2(P,Fn+QuHm— PaQ,)

dir.

P. Ve Q,, # 0iken yukaridaki ifadenin her tarafinin p,Q  ile boliinmesiyle

PmQ_m +P_QO — 2 Fum + HQO _ PQO
PQO PQO PQO PQO PQO

elde edilir. Buradan

%4_&—2

Ao
Q. Pn Q. Pan

olur. Gerekli diizenlemeler ile
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Qm_ZFm _ 2Hm_P_m_2

Qm Pm

olur. Buradan

-2 _p_
Qm Fm=2Hm Pm_l_l

Q, Pm

__2 e~

Qm Fm+l:2Hm Pm _1
Q, Pm

dir. Veya

__2 — g

Qm Fm+1=_ Pm 2Hm+1 (362)
Qn Pm

seklinde de ifade edilebilir.

Teorem 3.42: p,, ve Q,_ kuaterniyonlar: arasinda

PrQn—PnQu = 2(F P+ HnQp—2H nF ) (3.63)
seklinde bir iliski vardir (lyer, 1969a).

Ispat: p,, ve Q,, kuaterniyonlarmin tanimiyla

PrQu=PaQu=HuFn+iHoF nat IHoF nat KHoFmat iHnaF ot iH o et T H P et IKH P
+ [HmoF nt JiHmoFmat I HmoFmot KHnoF natKH P o KiH mgF ot K H eF gt KCH P s
~HanFntiHoF nat JHoF oot KHoFmest THnaF =1 H P o= H maF o = 1KH naaF s
+ [HumoF o= JiHmeoF wa= I HueoF o= KHmiaF st KH maF o= KiH ndF s = KiH P o =K HmaF s

olur. Ve

i2=j’=k?=ijk=—-1ve ij=k =—ji, jk =i =—kj,ki= j =—ik ile
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PrQu—PrQu= HuF o tiHoF nat IHoF ot KH nF st iH maF o= H maF i+ KH P o= PH maFna
+ JHme2F n—KH me2F ma= Hme2F me2 HiH m2F ms T KH mesF i+ JH masF s = 1H meaF meo = HmeaF s
“HuoFntIHoF nit JHoF no T KHoF ms T TH naF o+ HinaF o = KH maF o+ THmeaF e
+ JHme2F m+KHmez2F mor+ HmeoF me2 =1 H me2F mes K H P = TH medF s TH P e+ HinesFnes

elde edilir. Ayr1 ayri i, j,k parantezlerine alinarak,

PnQp, _P_mQ_m: (HoFn=HnaFna=HmoFme = HmsF na—HuoF ot HoaF nat HinF neet HindF i)
+i(H F matHmaF o HmeF nis= HmsdF mz t HoF maat H P o = HimsoF s T HimisF me2)
+Jj(H,F m2~ HmtF st HmeoF ot HinsF g T HoF ot HinaF et HinoF o= HimisF met)
+K(H F st HmaF o= HmsoFmat HiwsF it HaoFnes = HimaF niot HineoF oot HimeaF )

elde edilir.

PQO_P_mQ_m = i(ZHmFm+1+2H m+lFm)+ J(ZH mFm+2+2H m+2Fm)+k(2H mFm+3+2H m+3Fm)
= 2iH oF 114+2iH maF m + 2TH oF o+ 2JH oF o+ 2KH nF s + 2KH 5F 1

Yukaridaki ifade ayr1 ayr1 2F, ve 2H_ parantezine alinarak
PnQn _P_mQ_m =+2F n(iH mia+ JHmi2 + KHmia) + 2H n(iF mia+ JF mi2 + KFmia)
haline gelir. P, ve Q,, kuaterniyonlariin tanimiyla
P Qu~PnQy=+2F, (P, —H,) +2H,(Q, - F,)
dir. Buradan

PuQ,— PnQ, =2F,P, —2F,H, +2H, Q, —2H_F

m

=2(F,P,+H,Q,-2H_F,)

olur. Dolayisiyla
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PQO_P_mQ_m = 2(le:)m + HQO _ZHmFm)
elde edilir.

Teorem 3.43: Fibonacci kuaterniyonlar1 ve Lucas sayilar1 arasinda

Q2m71+Q§1 = 2Q2m71_3|—2m+2 (364)

seklinde bir iliski vardir (lyer, 1969a).

iSpat: sz—1+ Qi = Qm—lQm—1+ QQO
=(Fra+HFnt IFnatKFno) (FoaHiFn+ IFna+KF o)+ (FatiFnat iFmo+KF ) (FntiFmat JFnotKFna)
= (FoaHiFnaFnt JFnaFnatKFnaFnoHiFaF st i'FaF n i FaF oot KFoF o
+ JFnaFnat JIFnaF ot I'FraFnat KEnaF o+ KE noF it KiF noF 0t KE nioF na+k°F neaF )
+(FA+IFnFnat JFnF ot KFnFniatiF naF ot i2FmaF miat i FnoFmee T KF P
+ JFmF ot IFmoF nat I FaoFmeo+ KE niaF matKE naF ot KIE naF nat KE naF o+ K noF i)

i7= j2=k?=ijk=-1 ve ij=k=—ji, jk =i =—kj, ki = j = ik ile

Q%+ Q. =(F:  +iFnsFn+ IFnsFmatKFnaFnotiFaFna— FoF ot KFaFna— iFaFmo
+ JFmaFma—KFnaFn— FnaFmnt IFnaFmez+ KF maFnat ij+3Fm_iFm+2Fm+1_ Fmi2F mi2)
+(FatiFnFnat JFnFmetKFnFmstiFnaFn— FmuF mat KF muFme = JFmaFmis
+ JFne2F = KFnoF na= Fne2Fmeo H1F mi2F mis+ KF nisF i+ JF meaF ma = IF meaF mez = F misFmes)

olur. Ve elde edilen bu ifade i, j,k parantezine alinirsa

Q’ +Q =Fiy-Fi~F2i-Fho+tFi~Fiu—Fi,—Fl4
+I(F i Fnt+ FoFnatFnaFme = FreoF mat FoF nat FnaF ntF meF me = FmisF i)
+j(F paFma—FuFm2t FoaFnat FuoFnt FoFme— FnaaF mist FrnsoFm+ FossF )
+K(FntF miz+ FnFma=FnaF o+ FoeoF nat FoFmet FoaF me = FnioF mat FnaFm)

seklinde olur.
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Qan_l_I_Qan = Fﬁ]—l_ZFrznﬂ_zFﬁHZ_ Fr2n+3+ i(ZFm_lFm+2FmFm+1)+ j(ZFm_lFm+1+2FmFm+2)+k(2Fm—1Fm+2+2FmFm+3)
=Foa-Fhu—(FratFad) —(FrotFaa) +2(F \Fut FuF na)+2J(F, sFnat FuF i) + 2K(F naF ezt FoF i)

F =FF..+F.F

m’ n+l-m m-1" n—-m

0zdesliginden faydalanilarak

QL+ Q. =Fi—Fiy—(FAa+F2ao) —(F2otF2.s) + 2iFon+ 2 Fomia+ 2KF e

yazilir.

Q;_1+Qr2n :_[(F|-2n+1_ F%—l)+(|:2m+1+ F2m+2)+(F%+2+Fﬁ1+3)]+2i|:2m+2j F2m+1+2k|:2m+2

F,F,=F*-F* F=FF,_. +F F _veF, =F?

n+2' n1 7= Tner m' n+l-m m-1" n-m n+1

2
+F,

Ozdeslikleri ile

sz,l"'Qi =—Fam+ Fams+ Faomsl + 21IF on+ 2 JF o+ 2KF 2mez

olur.

Qi_l"‘Qi} =(F,,+ Fama) + (Fam2+ Fomia) + (=F 2miz+ Fomis)] + 2IF 2+ 2 JF 2mia + 2K F 2msz
=—{Fam2+ Fomat+ Fomial + 21F 2+ 2 JF omis + 2KF omiz

Fomi2+2F omial + 21F om+ 2 J F 2mia + 2KF 2my2

= —[F2m+2+2(|:2m+2+ F2m+3)]+2i Fom+2]Famit+2KF .z

=—3F 2m:2+ 2F 2m:3)]+ 21IF om + 2 JF omia + 2KF 2ms2

=38F 2mi2+ 2(F 52t Fom)] + 21F 20+ 2 JF 2mia + 2K F 22

=—5F 2m2+ 2F 2mi) ]+ 2IF 2m + 2 JF 2mis + 2KF 2me2

—I5(F ., + F2mi) + 2F 2mi)] + 21F om + 2 JF 2mas + 2KF 2ma2

=—5F om+ 7Fam)] +2iF 2m+ 2 JF omas + 2KF ome2

=—5F 2m+ 7(Fom+ Fand)]+2iF 2n+ 2 JF omis + 2KF omiz

12F y+ 7F 2mal + 21 F om+ 2 JF 2mia + 2KF 2my2

={12F sn+ (9= 2)F oma] + 2iIF om + 2 JF 2mis + 2KF 2ma2

=—12F om+9F 2m1—2F om-a + 2IF om + 2 JF oms1+ 2KF ez

=—3(4F 2n+3F 2m1) — 2F 2] + 2IF o + 2 JF 2mia + 2KF 22

=—3(F2n+3F 2n+3F 2m1) = 2F 2ma] + 21F 2m + 2 JF omus + 2KF 2z
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=—3(F2m+3F 2m:1) = 2F 2m1] + 2IF om + 2 JF 2mis + 2KF 2me2
=3(Fon+ L+ 2)F 2me1) = 2F am-al + 2IF om+ 2 JF omea + 2K F omaz
=—3((F .+ Fom:) + 2F 2mi) = 2F 2m-al + 21F om + 2 J F 2mas + 2KF omez
=—3(F2mi2+ Foma+ Fami) = 2F oma] + 21F om + 2 JF 2mia+ 2K F 22
=—3(F2ms+ Fomi) = 2F om-i + 2IF 2m+ 2 JF omus + 2K F omi

0zdesligi kullanilarak

sz_l"‘ sz =—8Lomi2—2F ama] + 2IF om + 2 JF 2+ 2KF 2ms2

yazilir.

sz_l"'Qi =—3Lom2+ 2F oma+21F 2+ 2 JF o+ 2KF oz
=—3Lami2+ 2(F 5 s+ 1F 2m + JF 2me1 + KF 2ms2)

Boylece Fibonacci kuaterniyonunun tanimindan

Qiq7]_+ sz = 2Q2m,1_3|_2m+2
elde edilir.
Teorem 3.44: Fibonacci ve Lucas sayilarmin arasindaki iligskilerden faydalanilarak

Fibonacci kuaterniyonlari Fibonacci ve Lucas sayilarina bagli olarak asagidaki gibi
ifade edilebilir (lyer, 1969b).

) Qn—1Q,,1— Q> —KQ3=Lms (3.65)
i) Q7. — Q2 =Q,Tn=(2Q,,—3Lams) +2(-1)"(Q,—3K) (3.66)
i) Q,, ,Qp 3+ Q0 Qs =B6F nQp s~ 9F 2z +2(—1) " (Q, — 3K) (3.67)
iV) QurLmer = Qo Lmer = FarT 2m (3.68)
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Teorem 3.45: Fibonacci ve Lucas sayilart arasindaki iliskiler kullanilarak Lucas
kuaterniyonlar1 da Fibonacci ve Lucas sayilarina bagh olarak asagidaki gibi ifade
edilebilir (lyer, 1969b).

I) Tm_iT m+l JT m+2_kT m+3 —15F mi3 (369)
i) ToerFoer = TmrFmr = F2rT 2m (3.70)
III) Tm+rFm_TmFm+r:(_1)m+1FrT0 (371)

ispat: I) Tm_ iTm+l_ JT m+2 kTm+3 = (Lm+ I Lm+l+ ij+2+ kLm+3) _i(Lm+l+ I Lm+2+ ij+3+ kLm+4)
- j(l_m+2+ [ Lt J Lt k Lm+5) - k(Lm+3+ [ Lt J Lmst k Lm+6)

=Lnt [ Lnat ij+2+kLm+3_iLm+1_ 2 Lmi2™ IJ L™ ikLm+4

- ij+2_ jiLm+3_ j2 Lnsa— jkLm+5_kLm+3_kiLm+4_kj Lm+5_k2Lm+6

(3.1b) ile
= Lm+i|—m+1+ J Lm+2+k|_m+3_ I Lm+1+ Lm+2 - kLm+3+ ij+4
- ij+2 + kLm+3+ Lmia— [ Lm+5_ k Lm+3_ ij+4+ i Lm+5+ Lm+6
=Lnt I-m+2 + Lt Linss
olur.

L, ,+L,,=5F 0zdesliginden faydalanilarak

Tm - iTm+1 - ij+2 - kTm+3 = 5Fm+1 + SF m+5
=5(F,.,+F,..+F.3)

m+1 m+4 m

=5(F,,+F,.,+F,s+F.5)

m+1 m+2 m+3 m

= 5(F m+3 + Fm+3 + F m+3)
=15F m+3

elde edilir.
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Teorem 3.46: Fibonacci kuaterniyonlart ve Lucas kuaterniyonlar1 arasinda asagidaki

iliskiler gegerlidir (lyer,1969b).

) QuLln+TuFn=2Q,, 3.72)
i) QuLn—TnFn=2(-1)"Q, (3.73)
i) Q,+Tm=2Q,., (3.74)
iv) Tw—Q,=2Q,, (3.75)

Ispat: iii) Q, +Tn=F, +iF,,, + jF,., +KF, s+ L, +iL , + jL,., + KL, 4

= (Fm + Lm) + i(Fm+1 + Lm+l) + j(Fm+2 + Lm+2) + k(Fm+3 + Lm+3)

Ozdesligi ile

Q,+T, =2Fna+2F, ., +2jF

m+3 + 2kI:m+4
= 2(gm+1

olur.

iV) Tm_Qm: I-rn +iLm+1+ ij+2 +kLm+3_Fm _iFm+1_ JF +2 —kF,

m m+3

= (Lm_ Fm) + i(Lm+1 - I:mﬁ-l) + j(Lm+2 - Fm+2) + k(Lm+3 - Fm+3)

0zdesligi ile
Tm _Qm = (2F mi1~ Fm— Fm) + i(2Fm+2 - I:m+l - Fm+1) + j(ZFm+3 - Fm+2 - Fm+2) + k(ZFm+4 - Fm+3 - Fm+3)

olur. Buradan
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Tm _Qm =2(Fna—Fn) +2i(Fm+2 - Fm+1)+2j(|‘m+3 - Fm+2)+2k(Fm+4 - Fm+3)
=2F na+2iF, +2jF . +2kF, .,
= 2(mel+ II:m + ij+1 + ka+2)

=2Q m-1

olarak bulunmustur.
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BOLUM IV

SONUCLAR

Bu tez calismast “On Fibonacci Quaternions”, “A Note On Fibonacci Quaternions”,
“Some Results On Fibonacci Quaternions”, “On Pell Quaternions and Pell — Lucas
Quaternions” adli ¢aligmalarda bulunan kuaterniyonlar incelenerek hazirlanmis ve
derleme bir ¢alisma olarak sunulmustur. Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlarinin tireteg
fonksiyonlar: ve Binet formiilleri kullanilarak bazi toplam formiillerinin tiiretilebildigi
goriilmiis ve genellestirilmis Fibonacci sayilari ile ilgili bazi yazarlar tarafindan elde

edilen sonuclar verilmistir.

Fibonacci kuaterniyonlar1 ve Fibonacci, Lucas sayilar1 arasindaki iligkiler, Lucas
kuaterniyonlar1 ve Fibonacci, Lucas sayilar1 arasindaki iligkiler aktarilmis, Fibonacci ve

Lucas kuaterniyonlar1 arasindaki var olan bazi iliskiler verilmistir.

Pell ve Pell — Lucas kuaterniyonlar1 incelenmis ayrica bu dortlii sayilar sinifinda
rekiirans bagintilari, toplam formiilleri, Binet formiilleri ve iirete¢ fonksiyonlar1 dahil

olmak tizere ¢esitli sonuclar lizerinde durulmustur.

Dort boliimden olusan bu tez ¢aligmasinin birinci boliimiinde kuaterniyonlar ile ilgili
yapilan ¢aligmalara ve kuaterniyonlarin kullanim alanlarina deginilmis ve giris boliimii
olarak aktarilmistir. Ikinci béliimde tez calismasinda kullanilan  Fibonacci,
genellestirilmis Fibonacci, Lucas, Pell ve Pell — Lucas say1 dizilerinin tanimlar1 ve bazi
ozellikleri incelenmistir. Ugiincii boliimde yukarida ad1 gegen caligmalarda kullanilan
Fibonacci, Lucas, Pell gibi bazi say1 dizilerinin kuaterniyonlar1 ve 6zellikleri verilmistir.
Bilinen Pell ve Pell — Lucas sayilarinin kullanilmasiyla olusturulan kuaterniyonlarin ve
Fibonacci, Lucas kuaterniyonlarinin toplam formiilleri, iireteg fonksiyonlart ve Binet
formiilleri incelenmistir. Genellestirilmis Fibonacci kuaterniyonlar1 ile Fibonacci
kuaterniyonlar1 arasindaki iligskilerden bahsedilmis, Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlari
arasindaki iliskinin Fibonacci ve Lucas sayilar1 arasindaki iligki cinsinden elde edildigi

goriilmiistiir. Son boliim olan doérdiincii boliimde de sonuglar verilmistir.

65



KAYNAKLAR

Akyigit, M., Kosal, H. H. and Tosun, M., “Split Fibonacci quaternions”, Adv. Appl.
Clifford Algebr. 23, 535-545, 2013.

Bicknell, M., “A premier on the Pell sequence and related sequences”, The Fibonacci
Quarterly, 13 (4), 345-349, 1975.

Bihan, L. N., Ell, T. A. and Sangwine S. J., “Fundamental Represantations and
Algebraic Properties of Biquaternions or Complexified Quaternions”, Adv. Appl.
Clifford Algebras, 21, 607-636, 2011.

Bolat, C., “k-Fibonacci, k-Lucas Sayilarinin Ozellikleri ve Uygulamalar1”, Yiiksek
Lisans Tezi, Selcuk Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, Konya, s. 1-62, 2008.

Cerin, Z. and Gianella, G. M., “On sums of Pell numbers”, Acc. Sc. Torino-Atti Sc.
Fis., 141, 23-31, 2007.

Cerin, Z. and Gianella, G. M., “On sums of squares of Pell-Lucas numbers”, Integers
Electron. J. Comb. Number Theory 6, 15, 1-16, 2006.

Cimen, C. B. and Ipek, A., “On Pell quaternions and Pell-Lucas quaternions”, Adv. in
Appl. Clifford Algebras, 26 (1), 39-51, 2016.

Filipponi, P. and Horadam, A. F., “Real Pell and Pell-Lucas numbers with real
subscripts”, Fibonacci Quart., 33, 5, 1995.

Flaut, C. and Savin, D., “Quaternion Algebras and Generalized Fibonacci—Lucas
Quaternions”, Adv. Appl. Clifford Algebras, 25 (4), 2015.

Flaut, C. and Shpakivskyi, V., “On generalized Fibonacci quaternions and Fibonacci—

Narayana quaternions”, Appl. Clifford Adv. Algebr., 23 (3), 673— 688, 2013.

66



Giiren, I. A. and Nurkan, S. K., “Dual Fibonacci quaternions”, Adv. Appl. Clifford
Algeb., 25, 403-414, 2015a.

Giiren, I. A. and Nurkan, S. K., “A new approach to Fibonacci, Lucas numbers and dual
vectors”, Adv. Appl. Clifford Algebr., 25, 577-590, 2015b.

Giirlebeck, K. and Sprossig, W., “Quaternionic and Clifford calculus for physicists and
engineers”, Wiley, New York, 1997.

Halici, S., “On complex Fibonacci quaternions”, Adv. Appl. Clifford Algebr. 23, 105-
112, 2013.

Halici, S., “On Fibonacci quaternions”, Adv. Appl. Clifford Algebr., 22 (2), 321-327,
2012.

Hoggatt, V. E. Jr., “Fibonacci and Lucas numbers”, The Fibonacci Association,

University of Santa Clara, Santa Clara, 19609.

Horadam, A. F. and Mohan J. M., “Pell and Pell — Lucas Polynomials”, Fibonacci
Quarterly, 23 (1), 7-20, 1985.

Horadam, A. F., “Quaternion recurrence relations”, Ulam Quart., 2, 23-33, 1993.

Horadam, A. F., “A Generalized Fibonacci Sequence”, Amer. Math. Monthly, 68, 455-
459, 1961.

Horadam, A. F., “Complex Fibonacci Numbers and Fibonacci Quaternions”, Amer,
Math. Monthly, 70, 289-291, 1963.

Horadam, A. F., “Pell identities”, Fibonacci Quart., 9, 245-252, 1971.

lakin, A. L., “Generalized quaternions of higher order”, The Fib. Quarterly, 15, 343-
346, 1977.

67



Iyer, M. R., “A note on Fibonacci quaternions”, The Fibonacci Quart., 3, 225-229,
1969a.

Iyer, M. R., “Some results on Fibonacci quaternions”, Indian Statistical Institute,
Calcutta, India, Apr., 1969b.

Iyer, M. R., “Identities involving generalized Fibonacci numbers”, the Fibonacci
Quarterly, Vol. 7, No. 1, 66-72, Feb., 1969c.

Korkmaz, H., “Fibonacci sayilar1 ve ticgensel graflar”, Yiiksek Lisans Tezi, Balikesir

Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, Balikesir, s. 1-46, 2016.

Koshy, T., “Fibonacci and Lucas numbers with applications”, Wiley Intersection, New
York, 2001.

Lucas, E., Theorie des Numbers, Gauthier-Villar, Paris, 1961.

Swamy, M. N. S., “On generalized Fibonacci quaternions”, Fibonacci Quat., 11 (5),
547-549, 1973.

Vajda, S., “Fibonacci and Lucas numbers and the Golden section”, Ellis Horwood

Limited Publ., England, 1989.

68



0Z GECMIS

Fatma Nur INANIR, 24.01.1989 tarihinde Adana’ da dogdu. Ilk, orta ve lise 6grenimini
Adana’da tamamladi. 2007 yilinda girdigi Cukurova Universitesi Matematik
Boliimii’nden Haziran 2011°de mezun oldu. 2012 yilinda Cukurova Universitesi Egitim
Fakiiltesi’nde formasyon egitimini aldi. 2016 yili Subat ayinda Nigde iline baglh
Diindarli Anadolu Lisesi’ ne matematik 6gretmeni olarak atandi. 2016 Eyliil ayinda
Nigde Omer Halisdemir Universitesi’nde yiiksek lisans &grenimine basladi. Halen

Diindarli Anadolu Lisesi’nde gorev yapmaktadir.

69






