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OZET

LINEER VE LINEER OLMAYAN INTEGRAL DENKLEMLERIN VE
INTEGRO-DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN COZUMLERININ
VARYASYONEL ITERASYON METODU iLE HESAPLANMASI

ASLAMA, Rukiye
Nigde Universitesi
Fen Bilimleri Enstitlisii

Matematik Anabilim Dali

Danigsman : Yrd. Dog. Dr. Mehmet Tarik ATAY

Mayis 2011, 72 sayfa

Lineer ve lineer olmayan integral ve integro-diferansiyel denklemler modern
matematigin 6nemli bir dalidir ve miihendislik, mekanik, fizik, kimya, astronomi,
ekonomi, potansiyel teori gibi pek cok uygulama alaninda ortaya ¢ikan problemlerin
cozlimilyle ilgilenir. Lineer ve lineer olmayan integral ve integro-diferansiyel
denklemlerin niimerik ve yari-analitik ¢6zlimiinde kullanilan Adomian Decomposition
Metodu (ADM), Diferansiyel Transform Metodu (DTM), Homotopy Perturbation
Metodu (HPM), Galerkin metodu, Taylor- Chebhsyev collocation metotlar1 gibi pek ¢cok
metod vardir.

Biz bu ¢aligmada son donemde onerilmis olan ve pek c¢ok c¢esitli dogrusal ve dogrusal
olmayan diferansiyel denklemler, sinir-deger ve baslangic-deger problemleri,
diferansiyel denklem sistemlerine basariyla uygulanmis olan analitik yaklasim teknigi
olan Varyasyonel iterasyon metodunu (VIM), lineer ve lineer olmayan integral ve

integro-diferansiyel denklemleri hesaplanmada kullandik.

Anabhtar sozciikler: Lineer ve lineer olmayan integral ve integro-diferansiyel denklemler, Varyasyonel

Iterasyon Metod
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SUMMARY

COMPUTATION OF SOLUTIONS OF LINEAR AND NON-LINEAR INTEGRAL
EQUATIONS AND INTEGRO-DIFFERENTIAL EQUATIONS USING
VARIATIONAL ITERATION METHOD

ASLAMA, Rukiye
Nigde University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor : Asst. Prof. Dr. Mehmet Tarik ATAY

May 2011, 72 pages

Linear and non-linear integral and integro-differential equations are an important branch
of modern mathematics and deal with the solution of the problems arising frequently in
many applied areas which include engineering, mechanics, physics, chemistry,
astronnmy, electrostatics, potantial teori, etc. There ara several numerical or semi-
analytical methods available for solving linear and non-linear integral and integro-
differential equations. For example, Adomian Decmposition Mehtod (ADM),
Differential Transform Method (DTM), Homotopy Perturbation Method (HPM),
Galerkin Method , Taylor- Chebhsyev collocation method.

In this work, recently proposed analytical approximation solution technique Variational
Iteration Method (VIM), which has been succesfully applied to various kinds of linear
and nonlinear differential equations, boundary-value and initial-value problems and
differential equations systems, is used for solving of linear and non-linear integral and

integro-differential equations.

Key Words: Linear and non-linear integral and integro-differential equations, Variational Iteration

Method

v



TESEKKUR

Bu tezin hazirlanmasinda emegini esirgemeyen, enerji ve bilgisini comert¢e paylasan
tez danigmanim, degerli hocam Yrd. Do¢. Dr. Mehmet Tarik ATAY’ a tesekkiirlerimi
sunarim. Ayni zamanda en umutsuz anlarda beni yiireklendiren ve bana maddi-manevi

her anlamda destek olan sevgili esim Mustafa ASLAMA” ya tesekkiirler...



ICINDEKILER

OZE T o, iii
SUMMARY oot iv
TESEKKUR oo, v
ICINDEKILER DIZINT ..o vi
CIZELGELER DIZINI ..o e, VD
BOLUM LGIRIS o oo, 1
1.1 Integral Denklemler — ..............ccoviieiiiiii i 1

LT Tanim oo e ]
1.2 Integral denklemlerin gesitleri  .............ccooviiiiiiiiiniiiiieeeeeeeeeeeeeee 3
1.2.1 Volterra integral denklemleri  .............cociiiiiiiiivcvieee. 3

1.2.2 Fredholm integral denklemleri ... 4
1.3 Integro-Diferansiyel Denklemler — .............ccooiiiuiiiiiiiiiiiiieeieeieea, 5
1.4 Integral Denklem ve Integro-Diferansiyel Denklemler Konusunda Yapilmis
Niimerik ve Yart Nimerik Calismalar ..., 7
1.5 Calismanin AMACI  ......eiiiii i e e, 11
BOLUM IL. TEMEL ANALITIK METOTLAR  ........oooiiiiiiiiiiiiiiineeennas 12
2.1 Integral Denklemlerin Coziimiinde Kullanilan Temel Analitik Metotlar ..... 12
2.1.1 Seri ¢OZUM MEtOdU ..o 12
2.1.2 Ardigik yaklagimlar metodu ..o, 14

2.1.3 Ardisik yerine koyma metodu ..., 16
2.1.4 Direk hesaplama metodu ..., 17
2.1.5 Volterra integral denklemin baslangi¢ deger diferansiyel denkleme

doniistiirerek ¢OZUIMEST  ....voiiiiii i 19

2.2 Integro-Diferansiyel Denklemlerin Coziimiinde Kullanilan Temel Analitik

MetOtlar oo 19
2.2.1 Volterra integral denklemine doniistiirme metodu  .....................c 21
2.1.2 Fredholm integral denkleme doniistiirme metodu — ................coeueen. 23
2.2.2 Direk hesaplama metodu — .........ooiiiiiiiiii 24
2.2.3 Seri ¢OzZUM MEtodU ..o 26

2.2.4 Volterra integro-diferansiyel denklemi baslangi¢c deger diferansiyel denkleme

dONUStUrerek COZIME  ....iiti i e e e e 28
BOLUM III. VARYASYONEL  ITERASYON METODU ..o, 30
3.1 VIM LItEratlifll oottt e e e e e e e e e e e e e e e 30

vi



3.2 Varyasyonel iterasyon teOTIST  ....euviriertentiettentente et eiteaeeeenneaneenaennns 30

3.2.1 Varyasyon hesabinda birinci problem ..., 30
3.2.2 FonKsiyonel ..o 32
3.2.3 Fonksiyonelin birinci bileseni  ............cooooiiiiiiiiiiii 32
3.2.4 Varyasyonel iterasyon metodu  ...........ocoiiiiiiiiiiiiii e 33

BOLUM 1IV. LINEER VE LINEER OLMAYAN INTEGRAL VE INTEGRO-
DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN ANALITIK METOTLAR VE VARYASYONEL

ITERASYON METODUYLA COZUMLERI ..o, 37
4.1 Integral DenkKIemler — ............oooiiiiiiii i 37
4.1.1 Analitik metotlarin formiilasyonu ... 37
4.1.1.1 Ardisik yaklastm metodu ..., 37

4.1.2 Analitik metotlarla ¢oziimler ............ ... 37
4.1.3 VIM formillasyonu  ........coiiiiiiiii e 38
4.1.4 VIM ¢OZUMICTT ..ottt e e e e 39

4.2 Integro-Diferansiyel Denklemler — ...............cccoiiiiiiiiiiiiiiiieieaiien.n, 42
4.2.1 Analitik metotlarin formiilasyonu ... 42
4.2.1.1 Volterra integral denkleme doniistiirme metodu  .................. 42

4.2.1.2 Fredholm integral denkleme doniistiirme metodu .................. 42

4.2.1.3 Seri yoluyla ¢6ziim metodu ..o 42

4.2.1.4 Ardisik yaklasim metodu ... 42

4.2.1.5 Direk ¢oziim metodu ... 44

4.2.2 Analitik metotlarla ¢ozimler ..., 44
4.2.3 VIM formilllasyonu  .......ooiiiiiiii e 52
424 VIM ¢OzZUMICTT ... i 53
BOLUM V. TARTISMA VE SONUCLAR ..ottt 65
KAYNAK L AR 66

Vil



Cizelge 4.1
Cizelge 4.2
Cizelge 4.3
Cizelge 4.4
Cizelge 4.5
Cizelge 4.6
Cizelge 4.7

CiZELGELER DiZiNi

(4.15) denkleminin VIM ve gercek ¢oziimlerinin karsilastirilmasi.........

(4.101) denkleminin VIM ve gercek ¢oziimlerinin karsilagtirilmasi
(4.112) denkleminin VIM ve ger¢ek ¢oziimlerinin karsilagtiriimasi
(4.125) denkleminin VIM ve gercek ¢ozlimlerinin karsilagtiriimasi
(4.133) denkleminin VIM ve gercek ¢ozlimlerinin karsilagtiriimasi

(4.145) denkleminin VIM ve ger¢ek ¢oziimlerinin karsilagtiriimasi

(4.146) denkleminin VIM ve ger¢ek ¢ozlimlerinin karsilastirilmasi.......

viil



BOLUM I
GIRIS
Bu calismanin ilk boliimiinde lineer ve lineer olmayan integral denklem ve integro-
diferansiyel denklemlere yer verilmis, bunlarla 1ilgili temel tanim, teoremler ve
orneklere yer verilmistir. Boliimiin sonunda lineer ve lineer olmayan integral ve
integro-diferansiyel denklemlerle ilgili su ana kadar yapilmis onceki niimerik ve yari

niimerik ¢aligsmalara ve ¢alismanin amacina yer verilmistir.

Boliim II de lineer integral ve integro-diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde literatiirde

kullanilan temel analitik metotlar ve bu analitik metotlarla ilgili 6rnekler verilmistir.

Boliim III de Varyasyonel iterasyon metodu (VIM) tanitilmastir.

Bolim IV de lineer ve lineer olmayan integral denklem ve integro-diferansiyel

denklemlerin analitik ¢6zlimleri ve VIM ¢oziimleri verilmistir.

Boliim V da tartisma ve Onerilere yer verilmistir.

1.1 integral Denklemler

1.1.1 Tanim

Belirlenmek istenen bilinmeyen u(x) fonksiyonunun integral isaretinin altinda oldugu

denklemlere integral denklemleri denir. Bu tip denklemlerin genel gosterimi agagidaki

gibidir.
B(x)

u(x)=f(x)+4 I K(x,t)u(t)dt . (1.1)
a(x)

Burada u(x) bilinmeyen, K(x,t) ve f(x) ise bilinen fonksiyonlardir. x ve ¢ reel
degiskenler olup ((a(x),f(x)) araliginda degerler almaktadir. A ise sayisal bir

parametredir.



Integral denklemleri fizik, kimya, biyoloji ve miihendislik alanlarinda dogal olarak
ortaya ¢ikmaktadir. Bu alanlardaki uygulamalar sonlu [a, b] araliginda baslangig-deger

problemleri olarak karsimiza ¢ikar.

Ornekl.1 u/(x)=2xu(x), x>0 ve u(0)=1 (1.2)

baslangi¢ deger problemini ele alalim.

M:qu(x), (1.3)
dx

dgiskenlere = ayirma  metodu (1.3) te verilen denkleme uygulanirsa;

du (X) = 2xdx (1 4)
u(x) '

In‘u(x)‘Jrc1 = 2dex :>1n‘u(x)‘+cl = 2%)62 +c,

In ‘u (x)‘ =x"+c,

u(x)= et =y (x)= e“c,
u(0)=1 jcin ; c,=0

ulx)=e" . (1.5)

Verilen (1.2) diferansiyel denklemi 0’dan x’ e kadar, x’ e gore integre edilir ve

baslangi¢ degeri uygulanirsa,

X

| u’(t)dt=j£2tu(t)dt PN u(x)=1+j|i2tu(t)dt, (1.6)

u(x)—u(0)= j.Ztu(t)dt < u(x)= 1+j|£2tu(t)dt (1.7)

integral denklemi elde edilir. Baslangigta verilen (1.2) denklemi ve buldugumuz (1.7)

denklemi integral denklemlerdir. Bulmak istedigimiz u(x) fonksiyonu lineer olarak

integral isaretinin altinda ¢ikiyorsa bu siniflamay1 yapabiliriz.



1.2 integral Denklemlerin Cesitleri
1.2.1 Volterra integral denklemleri

A sayisal bir parametre, f(x) ve K(x,7) bilinen fonksiyonlar, u(x)bilinmeyen

fonksiyon olmak iizere,
¢(x)u(x):f(x)+/1j.K(x,t)u(t)dt (1.8)

denklemi Volterra denkleminin standard formudur. K(x,z) fonksiyonuna Volterra

denkleminin ¢ekirdegi denir. integralin alt limiti olan “a” degerini “0” olarak se¢mek

genelligi bozmaz ve bundan sonra a =0 olarak alinacaktir.

o ¢(x):0 isef(x)+/1]iK(x,t)u(t)dt =0 (1.9)
denklemi I.Cesit Volterra Integral denklemi,
o ¢(x):1 ise u(x):f(x)+/1jK(x,t)u(t)dt (1.10)

denklemi II. Cesit Volterra integral denklemi olarak isimlendirilir.

Teorem 1.2.1

b
L,(a,b) uzay, J. f?(x)dx integralinin mevcut olmasi halinde [a,b] iizerinde f(x) in

a

kuadratik olarak integre edilebildigi uzay olmak iizere Q {0<x, t<a } bolgesi olsun.
K(x,t) cekirdegi L, (€),) uzayma, f(x)fonksiyonu L,(0,a) uzaymna ait olan ve (1.10)
ile verilen ikinci gesit Volterra integral denkleminin L, (0,a) uzayinda bir ve yalniz bir

tek ¢oziimii vardir. (1.10) Volterra integral denkleminde ¢dziimiin varligi ve tekligi

f(x) ve K(x,t) fonksiyonlari lizerine yiiklenen siirekli olma kosulundan daha genel

varsayimlar altinda gergeklenir. Daha detayl bilgi i¢in Krasnov, Kiselev ve Makeronko

(Ceviri) [1], incelenebilir.

Lineer olma 6zelligine gore tanim verelim.



1.2.1.1 Lineer volterra integral denklemleri

Integral isaretinin altindaki bilinmeyen u(x) fonksiyonunun derecesi “1” ise lineer

Volterra integral denklemi olarak adlandirilir. Lineer Volterra integral denkleme 6rnek

asagida verilmistir.

3

o u(x):x+éI(x—t) u(t)de . (1.11)

1.2.1.2 Lineer olmayan volterra integral denklemleri

Integral isaretinin altindaki bilinmeyen u(x) fonksiyonunun derecesi “1” den farkli ise

lineer olmayan Volterra integral denklemi,olarak adlandirilir. Lineer olmayan Volterra

integral denkleme 6rnek asagida verilmistir.

o u(x):ex+j£tu2(t)dt. (1.12)

1.2.2 Fredholm integral denklemleri

A sayisal bir parametre, f(x) ve K(x,7) bilinen fonksiyonlar, u(x) bilinmeyen

fonksiyon olmak iizere,
b
¢(x)u(x):f(x)+/1_[K(x,t)u(t)dt, a<x,t<b (1.13)

denklemi Fredholm integral denkleminin standard formudur. Burada x ve ¢ reel

degiskenler olup ( a, b ) araliginda degerler almaktadir.
K(x,t) fonksiyonuna Fredholm integral denklemin ¢ekirdegi denir. K(x,?) cekirdegi
xt diizleminin bir Q= {(x, y)‘ a<x<ba<t< b} karesinin iizerinde tanimlanmistir ve

b b
stireklidir veya stireksizlik noktalarinda, ”|K(x,t)|2dxdt iki katli integralinin sonlu bir

degeri vardir.



b
o $(x)=0ise f(x)=A[K(x,0)u(t)dt (1.14)
denklemi I.Cesit Fredholm integral denklemi,
b
o ¢(x):1 iseu(x):f(x)+/1J‘K(x,t)u(t)dt (1.15)
denklemi II. Cesit Fredholm Integral denklemi,
b
o f(x)inse u(x):J.K(x,t)u(t)dt (1.16)

denklemi homojen Fredholm Integral denklem olarak adlandirilir.
Lineer olma 6zelligine gore tanim verelim.
1.2.2.1 Lineer fredholm integral denklemleri

Integral isaretinin altindaki bilinmeyen u(x) fonksiyonunun derecesi “1” ise lineer

fredholm integral denklemi olarak adlandirilir. Lineer Fredholm integral denkleme

ornek asagida verilmistir.

4
. u(x)=—l+secxtanx—ljxu(z)dz. (1.17)
4 29

1.2.2.2 Lineer olmayan fredholm integral denklemleri

Integral isaretinin altindaki bilinmeyen u(x) fonksiyonunun derecesi “1” den farkli ise

lineer olmayan fredholm integral denklemi olarak adlandirilir. Lineer olmayan

Fredholm integral denkleme 6rnek asagida verilmistir.

. u(x):—i+secxtanx—%_{[(x—t)u3(t)dt. (1.18)



1.3 integro-Diferansiyel Denklemler
1.3.1 Tamim

Volterra, 1900 yillarinin basinda, niifus bliylimesini arastirirken yeni bir tiir denklem

ortaya ¢ikarmistir. Bilinmeyen u(x) denklemi esitligin bir tarafinda siradan tiirevli

olarak, diger tarafinda integral isaretinin i¢inde bulunur. Fizik, miihendislik ve
biyolojide pek ¢ok problem ya da olay Integro-diferansiyel denklemlere yol agar. Bilim
adamlar1 ve arastirmacilar 1s1 transferi, genel difiizyon siireci, ndtron diflizyonu ve
tireme oranlarinin artis ve azalisiyla biyolojik tiirlerin bir arada varlig1 gibi bir ¢cok bilim

uygulamalari ilizerinde integro-diferansiyel denklemleri arastirdilar.

Integro-diferansiyel denklemlerde bilinmeyen u(x) fonksiyonu veya tiirevleri integral
isaretinin altinda, diger u(x) fonksiyonu tiirevi ise integral isareti disinda bulunur.

Integro-diferansiyel denklemleri Fredholm ve Volterra integro-diferansiyel denklemleri
olarak ikiye ayrilir. Bu ayrim integrasyon limitlerine gbre yapilir. Asagida bunlara

ornekler vardir.
o u’(x)=—x +/1j£(x —Hu(t)dt, u(0)=0, u'(0)=1, (1.19)
( Volterra integro-diferansiyel denklemi)
o u’(x)=—sinx—1+j.u(t)dt, u(0)=1, (1.20)
0
( Volterra integro-diferansiyel denklemi)
o u’(x)=1—%x+j.xtu(t)dt, u(0)=1, (1.21)
0
( Fredholm integro-diferansiyel denklemi)
o u’'(x)=e —x+j.xtu’(t)dt, u(0)=1, u'(0)=1. (1.22)

( Fredholm integro-diferansiyel denklemi)

Fredholm ve Volterra integro-diferansiyel denklemleri integral denklemlerde oldugu

gibi lineer olma o6zelligine gore de ikiye ayrilir. Bu ayrim ise integral isareti altindaki

bilinmeyen u”(¢f) fonksiyonunun derecesine gore yapilir. Integral isareti altindaki



bilinmeyen u"(¢) fonksiyonunun derecesi “1” ise lineer Fredholm integro-diferansiyel
denklemi ve lineer Volterra integro-diferansiyel denklemi, u"(¢) fonksiyonunun

derecesi n>2 ise lineer olmayan Fredholm integro-diferansiyel denklemi ve lineer

olmayan Volterra integro-diferansiyel denklemi elde edilir.

(1.19), (1.20), (1.21) ve (1.22) ile verilen denklemler lineer olup, asagida lineer olmayan

Fredholm ve Volterra integro-diferansiyel denklemlere 6rnekler asagida verilmistir.

o u’(x)=-x —%4‘ jﬁ (x—u’()dt, u(0)=1, u’(0)=0, (1.23)
o u(x) =1—%x2 + [ (0)dt, u(0)=1. (1.24)

1.4  Integral Denklem ve integro-Diferansiyel Denklemler Konusunda Yapilms

Niimerik ve Yar1 Niimerik Calismalar

Lineer ve lineer olmayan integral ve integro-diferansiyel denklemler pek cok alanda
ortaya c¢ikmaktadir. Bu alanlara 6rnek olarak miihendislik, mekanik, fizik, kimya,
astronomi, biyoloji, ekonomi, potansiyel teori, elektrostatik [2-7], akigkanlar mekanigi,
polimer madde arastirmalari, niifus dinamikleri, termoelastisite gibi alanlardir. Fiziksel
bir sistem diferansiyel anlamda modellendiginde, olusan sistem en sonunda bir
diferansiyel denklem, integral denklem veya integro-diferansiyel denkleme

doniismektedir.

Integral ve integro-diferansiyel denklemlerin hesaplanmasinda analitik, yar1 analitik

veya niimerik olarak ¢6zlim bulan metotlar vardir.

Birinci tipten Volterra integral denklemlerin ¢6ziimiinde block-pulse fonksiyonlari
kullanilarak direk ¢6ziim metoduyla ¢oziilmesine drnek calisma Babolian ve Mansouri’

nin [8] calismasidir.

2.tipten Fredholm integral denklemlerini block-pulse fonksiyonlarindan tiiretilen
triangular ortogonal fonksiyon kullanarak ¢dzen Babolian, Marzban ve Salmani’ nin [9]

calismasidir.



Yasa bagli populasyon modelleri teorisinde ve bazi sinirli ve sinirsiz araliklarda bir gesit
yari-lineer diferansiyel denklemlerde ortaya ¢ikan soyut (abstract) integral denklemlerin
¢Oziim oranlarinin artis ve azalisini arastiran ve yasa bagli populasyon modelleri
teorisinde asimptotik exponential ¢dziimlerin lineer olmayan integral denklem ve bazi
diferansiyel denklemlerde sonuglarinin kullanisli oldugunu bulan Gyéri ve Hartung’ un

[10] ¢alismasidir.

Maleknejad ve Kajani [11] lineer Integro-diferansiyel denklemlere hybrid

fonksiyonlarimi kullanarak Gallerkin metoduyla ¢6ziim buldular.

Ikinci tipten lineer olmayan Fredholm integral denklemlerinde Haar wavelets metodunu

kullanarak niimerik ¢6ziim bulan Babolian ve Shahsavaran’ in [12] calismasidir.

Siirli aralik sistemlerinde ikinci tipten Fredholm integral denklemlerini projeksiyon
metodu ve Nystrom-type metodunu kullanarak yaklasik ¢6ziim bulan ve hata analizi

yapan De Bonis ve Laurita’ nin [13] ¢aligmasidir.

Lineer Volterra integral denklem sistemlerinin ¢6ziimiinde kuvvet serisi kullanilmasina
ornek olarak Tahmasbi ve Fard’ in [14] calismasida goriilebilir. Taylor seri acilim
metodunu Volterra integral denklemlere uygulanmasina 6rnek olarak Sezer’ in [15]
calismasi, ikinci tip integral denklemlere uygulanmasina 6rnek Ren, Zhange ve Qiao’
nun [3] calismasi, lineer olmayan Volterra-Fredholm integral denklemlere

uygulanmasina 6rnek Yalginbas’ 1n [16] caligsmasi verilebilir.

Pratik bir matris metodu olan Chebsyhev polinomu metodunu lineer olmayan ikinci tip
Volterra integral denklemleri icin kullanan Maleknejad ve digerlerinin [17]
calismasidir. Aynmi metodu yiiksek dereceli linecer Fredholm-Volterra integro-
diferansiyel denklemini bilinmeyen katsayili lineer cebir denklem sistemine benzeyen
matris denklemine doniistiirerek ¢6ziim bulan Akyiiz ve Sezer’ in [18] calismast olup
bu metodun yaklagimiyla karisik sartlar altinda verilen integro-diferansiyel denkleme

¢Oziim bulmak i¢in kullanan Akytiz’ {in [19] c¢aligsmasidir.



Fredholm integral ve integro-diferansiyel denklemler i¢in pratik bir matris metodu olan
Taylor polinomu metodunun kullanilmasia 6rnek c¢alisma Sezer ve Giilsu’ nun [20]

calismasidir.

Taylor polinomu metodunu gelistirerek baglangic sinir sartlar1 altinda sabit katsayili
yiiksek dereceli Fredholm integro-diferansiyel denklemlere ¢6ziim bulunmasina 6rnek

Kurt ve Sezer’ in [21] ¢alismasidir.

Yiiksek dereceli lineer olmayan Volterra-Fredholm integro-diferansiyel denklemleri
Taylor agilimina dayanan bir metodla matris denklemine ¢evirerek niimerik ve analitik

yolla ¢6ziim bulunmasina 6rnek Darania ve Ivaz’ in [22] calismasidir.

Yalginbag ve Sezer [23] karisik sartlar altinda yiiksek dereceli degisken katsayili
Fredholm-Volterra integro-diferansiyel denklemelere yaklasik ¢6ziim bulmak igin

Taylor collocation metodunu kullandilar.

Deprem miihendisligi, hasar tespiti ve enerji kaynaklarinin belirlenmesinde 6nemli yere
sahip olan ve Lamb’ 1n arastirmasina dayanan yarim uzayda elastik dalga yayilimi
problemlerini genellestirilmis Fourier transform metoduyla ve onun integral

denklemlere uygulamalariyla ¢6zen Touhei’ nin [24] calismasidir.

Lineer olmayan terimleri lineerlestirmeden baslangi¢ sinir sartlarinda analitik fonksiyon
katsayil1  Volterra integro-diferansiyel denklemi Tau metodu ile ¢ozen Ebadi ve

digerlerinin [ 25] calismasidir.

Sinir deger problemleriyle verilen yiiksek dereceli integro-diferansiyel denklemelerin
Adomian Decomposition Method (ADM) ile ¢oziilmesine 6rnek Wazwaz’ in [26]
calismasidir. Ayn1 metotla ikinci derece lineer integral denklemlerin ¢oziimiine 6rnek

Golbabai ve Kerameti’ nin [27] ¢aligsmas1 verilebilir.

Ayrilabilir ¢ekirdekli volterra integral denklemlerinin ¢6ziimiinde  Diferansiyel
Doéniisiim Metodunun ( Differential Transform Method ) kullanilmasi 6rnegine Odibat’

n [28] calismasi verilebilir. Taylor agilimina dayanan bu metodun lineer ya da lineer



olmayan integral ve integro-diferansiyel denklemlere uygulamalari da Arikoglu ve

Ozkol’ un [29] ¢alismalarinda yer almaktadir.

Lineer olmayan integro-diferansiyel denklemelere Homotopy perturbation metodunun
(HPM) uygulanmasimma Ornek Biazar ve digerlerinin [30] c¢alismasidir. Bu metodu
degistirerek lineer olmayan integral denklemlere uygulanmasina 6rnek Ghorbani ve
Saber-Nadjafi’ nin [31] ¢alismasi, Fredholm integral denklemlere uygulayan Golbabai

ve Kerameti’ nin [32] ¢alismasidir.

Bunun yami sira tekil integral denklemlerin ¢oziimiiniin varligr tekligi konusunda
yapilan calismalar da vardir [33]. Zayif tekil g¢ekirdekli lineer integral denklemlerin
coziilmesi O6rnegine Chen ve Lin’ in [34] calismasi, Abel integral denklemin Taylor
acilimina gore lineer denklem sistemine doniistiiriileek ¢6ziilmesi 6rnegine Huang ve

digerlerinin [35] ¢calismas1 verilebilir.

Varyasyonel tabanli analitik bir ¢ézlim teknigi olan Varyasyonel iterasyon Metodu (
VIM ) He [36-42] tarafindan Onerilmistir. Bu yontemle ¢esitli dogrusal ve dogrusal
olmayan diferansiyel denklemler, sinir-deger ve baslangic-deger problemleri,
diferansiyel denklem sistemleri ¢oziilebilmektedir. Sweilam [43] ise bu metodu lineer
ve lineer olmayan sinir sartlarinda verilen dordiincii dereceden integro-diferansiyel

denklemlerin ¢oziimiine uyguladi.

Bu metodu Shakeri ve Denghan [44] biyolojide bir arada yasayan tiirlerde ortaya ¢ikan
lineer olmayan ikili integro-diferansiyel denklem sisteminin ¢6ziimiinde kullandilar.

Viscoelastik akimin matematiksel modellemesi ve fizik, matematik ve miihendisligin
diger dallarinda ortaya ¢ikan baglangig-sinir deger problemlerinin ikili integro-
diferansiyel denklem sistemine cevirerek ¢oziilmesi ve n. derece i¢in genellestirilmesi

ornegine Hesaaraki ve Jalilian’ 1n ¢aligmasi verilebilir [45].
Ikili Volterra integro-diferansiyel denklem sistemlerinin Varyasyonel iterasyon

Metoduyla (VIM) ile ¢oOziilmesine ornek Saberi-Nadjafi ve Tamamgar’ in  [46]

calismasidir.
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Metodun ¢esitli integral denklemelere uygulanmasina 6rnek Xu’ nun [47] ¢alismasidir.
Ayni metodun n. dereceden integro-diferansiyel denklemlere uygulanmasina 6rnek
Shang ve Han’ 1n [48] caligmasidir. Metodun ¢6ziimiinde yakinsakliginin incelenmesine

ornek Saadati ve digerlerinin [49 ] ¢calismasidir.

1.5 Calismanin Amaci

Bu ¢alismanin amaci Varyasyonel Iterasyon Metodu (VIM) olarak adlandirilan ve son
donemde Onerilmis olan ve pek ¢ok lineer ve lineer olmayan adi diferansiyel denklem,
kismi tiirevli denklem ve pek cok uygulama ile ilgili diferansiyel denklem ¢6ziimiinde
basariyla uygulanmis olan bu yari analitik yaklasim metodunu integral ve integro-

diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerinin hesaplanmasinda kullanmaktir.
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BOLUM 11

TEMEL ANALITiK METOTLAR

2.1 integral Denklemlerin Céziimiinde Kullanilan Temel Analitik Metotlar
2.1.1 Seri ¢6ziim metodu
Seri ¢6ziim metodu Volterra integral denklemlerin ¢6ziimiinde kullanilan bir metottur.

Asagidaki Volterra integral denkleminde
u(x)= f(x)+2 j K(x,Hu(t)dt, 2.1)
0

K(x,t) integral denklemin ¢ekirdegi, A parametre olmak {izere; (2.1) denklemi icin adi

diferansiyel denklemlere sabit nokta etrafinda uygulanan seri ¢6ziim metoduna benzer

bir metod kullanilir. #(x) in analitik fonksiyon olmasi kosuluyla x=0 noktasinda

u(x) in Taylor a¢ilimi, a, daha sonra belirlenecek katsayilar olmak tizere;

u(x) = Z a,x" (2.2)
n=0

formundadir. (2.1) in her iki tarafinda u(x) yerine (2.2) seri agilim1 yerlestirilir,

> ax" = f(x)+4 j K(x,t)(Zant"jdt (2.3)

n=0 0 n=0

esitligin her iki tarafinda birkag terime kadar agildiginda,

a, +ax+a,x’+ax’ +...= f(x)+ ﬂfK(x,t)aodt +ﬂjK(x,t)a1tdt +
0 0

VA K(x)aydi+ Af K (x,)aldi .., 2.4)
0 0

n>0, i¢gin ¢" formunda ¢ok sayida siradan belirli integrali toplama indirgenmistir.

f(x) fonksiyonunun Taylor a¢ilimi yapildiktan sonra (2.4) teki integraller hesaplanir.
Esitligin iki tarafinda aym kuvvetli x katsayilar1 esitlendiginde a,, a,, a,,...

katsayilar1 bulunur. Elde edilen katsayilar (2.2) nolu esitlikte yazildiginda; ¢oziim seri
halde elde edilir. Bu seri ¢oziimii, bilinen bir fonksiyona denk geliyorsa; integral

denklemin kapal1 formda analitik ¢6ziimii bulunmus olur.
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Ornek 2.1.1 u(x)=1 +T(t —x)u(t)dt

Integral denklemini seri ¢6ziim metoduyla ¢dzelim.

0
u(x) = Zanx" :
n=0

(2.5)

(2.6)

(2.6) da verilen u(x) seri agilimi1 (2.5) te verilen esitligin her iki yaninda yerlestirilirse;

Zax —1+j(t—x)(2az )dt .

n=0
Seri agilim1 yapilir, esitligin sag taraftaki integral hesaplanirsa;

n=0

ianx":l%rji i ! xZa t")dt—lJr(Za J.t"”dt xz J.t dr),
n=0 o n=0

o0

N no_ N L 77+2 n+1
;anx —l+(nzz(;an(n+2x Z

=0

_(Z (n+1)(n+2) Ja,x')

elde edilir. Buradan seri terim igeren ifadeler agilip diizenlenir,
1 1 1 4

a,+ax+a,x’ +ax’ +.=l-—ax’ ——ax’ ——ax*+...
2! 3! 12

ve esitligin her iki tarafinda ayni1 dereceden x katsayilari esitlenir,

a,=1,
a, =0,

1
az——a,
a,=0,

1
boar

ve n >0 i¢in genelleme yapilirsa,

—()m

a,,,, =0,

2.7)

2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

elde edilir. Sonug olarak elde edilen katsayilar (2.6) ile verilen seri ¢ozlimiinde yazilirsa,
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kapali formda
u(x)=cosx

¢Ozlimii elde edilir.

2.1.2 Ardisik yaklasimlar metodu

(2.12)

(2.13)

Bu metod Fredholm integral denklem ve Volterra integral denklemlerin ¢dziimiinde

kullanilan bir metottur. Asagidaki gibi verilmis ikinci dereceden Fredholm integral

denkleminde

u(x)=f(x) +/1j).K(x, Hu(t)ydt, a<x<b,

(2.14)

integral isaretinin altindaki bilinmeyen u(¢) fonksiyonunu a <x <) araliginda secilen

herhangi bir u,(x) fonksiyonuyla degistirir ve hesaplamaya baslariz. Dolayisiyla ilk

yaklasim u,(x),

u,(x) = £ () + A[ K (x, Oy (£)dlt

ikinci yaklagim olan u,(x) ¢oziimii ise;

u,(x)=f(x)+ ﬂj.K(x, Hu,(t)dt ,

(2.15) denkleminde u,(x) yerine u,(x) degerinin konmasiyla bulunur.

Bu sekilde ilerlendiginde

u, (x) = f(x)+/1j K(x,0u, (Odt , n>1

(2.15)

(2.16)

(2.17)

n. ¢ozlim bulunur. Dolayisiyla (2.14) de verilen Fredholm integral denkleminin istenilen

adimdaki ¢6ziimii bulunabilir. Bu islem adimlar1 formiilasyon edilirse;

® u,(x), baslangic fonksiyonu,

o u,(M)=fW+A[KEOu,, (Od, n=1

genel ¢oziim ise,

(2.18)



o u/(x)=lim, , u (x) (2.19)
seklinde ifade edilebilir. Yeterince biiyiik n degerlerinde bulunacak u(x) genel ¢oziimii
u,(x) ¢oziimiinden bagimsiz olacaktir. Burada u,(x) ¢oziimi f(x), K(x,t) ve u,(x)

fonksiyonlariin stirekli olmasi durumunda siireklidir.

X

Ornek 2.1.2 u(x)=1+x-— j (x—1)u()dt (2.20)

0

integral denklemini ardisik yaklasim metoduyla ¢6zelim. Genel iterasyon formiili,
b
u,(x)= f(0)+ A K(x,0m, ,(0dt,  n>1 (2.21)

olmak iizere baslangi¢ fonksiyonu olarak;
u,(x)=1 (2.22)
almip (2.20) de yerlestirilir ve bu sekilde (2.21) de verilen genel iterasyon formdiiliine

gore ilerlenirse;

X 2
ul(x):1+x—j(x—t)dt:1+x—x? (2.23)
0
x| di—1ex XX 2.24
u,(x)=I+x—-|(x—¢ tydt=1+x———-——+— .
() J (=t (1) ARy (2.24)
X x2 x3 x4 xS x6
u3(x)=1+x—_([(x—t)u2(t)dt=1+x—2—!—§+4—!—§—a (2.25)
elde edilir. Boylece, n. yaklagim,;
2 4 6 3 5 7
w()=1-—+ -2 4 x4 a1 (2.26)
21 4! 6! 315 7!
ve u(x) =limu, (x) formiiliini kullanirsak;
n (—l)k 22k n (—l)k 2k
u(x) =lim +
0=l T & ey
=COS X +Ssin x (2.27)

tam ¢Ozlimii elde edilir.
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2.1.3 Ardisik yerine koyma metodu

Bu metot Fredholm integral denklem ve Volterra integral denklemlerin ¢dziimiinde

kullanilan bir metottur.

Bu metodu uygularken x —>¢ ve t—¢ adlandirmas: yapilir ve integral denklem

yeniden yazilir. Asagidaki gibi verilmis ikinci dereceden Fredholm integral

denkleminde

b
u(x)= f(x)+ 1 j K(x,Out)dt, a<x<b (2.28)
x —t ve t — ¢, adlandirmasi yapilinca;
b
u(t)= f(1)+A j K(t,8,)u(t, )dt, (2.29)

elde edilir. (2.29) nolu integral denklemde elde edilen u(z) ¢Ozimi (2.28) deki

integralde yazilirsa,

u(x) = f(x)+/1j).K(x, £)( f(t)+ﬂiK(t,t1)u(tl)dtl)dt

b b b
= f(x)+ A4 j K(x,0) f(t)dt + A2 j K(x,1) j K(t,8)u(t,)dt,dt (2.30)
elde edilir. Ayrica (2.28) de x — ¢, ve t — t, degerleri yerlestirilirse;
b
u(t)) = £(t)+ A K (8,1, )u(t,)dt, (2.31)

elde edilir. (2.31) den elde edilen u(f) degeri (2.30) esitliginin sag tarafina
yerlestirilirse;
b b b
u(x) = £ (X)+ A[ Ko, t) f (@)t + 27 [ [ K e, K (6,8) £ ()t
bbb

+ 2 [ [ [ K GeOK (1)K (1 )u(t, )dtydtdt (2.32)

aaa

buradan u(x) ¢oziimiiniin seri haldeki yazilimi soyle elde edilir.

u(x) = £ () + [ K(x,0) f(O)dt+ 2 [ [ K(x, 0K (1,8, f (8,)dt,

aa
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+A° j j j K, 0K (t,t)K(t,1,) f (t,)dtdidt +... (2.33)

aaa

Bu metot tek katli oldugu kadar ¢ok katli integraller yoluyla, integral denklemin

¢Ozliimiinii seri formunda olusturur. (2.33) ile verilen formuliin seri ¢oziimi igin,

<M oldugu durumlarda, eger AM(b—a)<1 ise bu seri ¢oziimii [a,b]

araliginda gecerlidir.

1
Ornek 2.1.3 u(x)——x+1+ j xtu(t)dt (2.34)
0

1
2
integral denklemini ardisik yerine koyma metoduyla c¢ozelim. Burada A =%,

f(x)= %x +1, K(x,t)=xt degerlerini genellestirilmis (2.33) denkleminde yerine

yazalim.

<

~

=

N

Il

=

+

+
N | —
S — —

=

~

|

o~

+

—_

~

+
7\
o | —
—
LS}
S — —
© C— —

—~

=

~

SN

—~

=

N
/_\

N

+

[S—

S~

S

+

=lx(l+l+i+i+..)+l+—x(l+l+—+—+...] (2.35)

7 1 1
ux)=—x——+I1+—x
12 5/6 4 5/6

—x+1 (2.36)

tam ¢Oziimii elde edilir.
2.1.4 Direk hesaplama metodu

Bu metot Fredholm integral denklemlerin ¢dziimiinde kullanilan bir metottur. Ikinci

tipten Fredholm integral denkleminde
b
u(x) = f(X)+ A[KCe,u®dt | g<x<p (2.37)

integral denklemin ¢ekirdeginin dejenere (ayristirilabilir) oldugunu varsayalim. Boylece
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K(x,t) = g(x)h(?) (2.38)

formundaki ¢ekirdek (2.37) de yerlestirilirse;

b
u(x) = f(x)+Ag(x) j h(t)u(t)dt (2.39)
elde edilir. Bu durumda (2.39) iin sag tarafindaki integral sabit bir & nilimerik degerine
esit olsun.
b
a = j h(tu(t)dt (2.40)

(2.40) denkleminde esitligin sag tarafindaki integral sadece tek degiskene baghdir.
(2.39) denklemi i¢inde (2.40) yerlestirilirse,

u(x)=f(x)+Aag(x) (2.41)
elde edilir. & degerinin hesaplanmastyla (2.41) denklemi tam olarak hesaplanacagindan
(2.40) icinde (2.41) yerlestirilerek & degeri hesaplanir. Burada not etmek gerekirse,
direk metot kapali formda analitik ¢6zlim verir. (o degerinin bulunmasina bagli olarak)
Buna ek olarak bu metot, ¢ekirdegin yapisina bagli olarak cebirsel denklem sistemleri
olusmasina yol acgar. Sabit say1 ¢ nin bulunmasinda cebirsel denklem 3. veya daha
yiiksek dereceden olursa, bulunmasi zorlasir. Bu tip bir zorluk lineer olmayan integral

denklemlerde ortaya ¢ikabilir.

1
Ornek 2.1.4 u(x)=x’ —f—jx +1+ J. xtu(t)dt integral denklemini direkt hesaplama
0

metoduyla ¢cozelim.
1

o= j tu(t)dt (2.42)
0

niimerik degeri almsin. Integral denklemde o yazildiginda;
u(x)=x2—f—§x+l+xa (2.43)

elde edilir. (2.43) denklemi (2.42) denkleminde yazildiginda,

1

’ 4 3 2 3
a=j(t3 _£t2+t+t20{)dt= t——ét_+t_+t_a
0 12 4 123 2 3

0

1 25 1 «a
=-(————4+—+—
(4 3 2 3)
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1

=— 2.44
T (2.44)
elde dilir. Bu « degeri (2.43) de yazildiginda;
, 25 b
=X -——x+1+— 2.45
u(x)=x = X T (2.45)

tam ¢oziimii elde edilir.

2.1.5 Volterra integral denklemi baslangic deger diferansiyel denkleme

doniistiirerek ¢ozme

Bu metot Volterra integral denklemlerin ¢oziimiinde kullanilan bir metottur. Elde edilen
baslangi¢ deger problemlerini ¢ozerken ilerleyen adimlarda bilinmeyen katsayilar

bulunarak ¢6ziim tamamlanacaktir.

Bu metodu uygulamak igin;
u(x)=f(x)+ /IJ. K(x,t)u(t)dt (2.46)
0

Volterra integral denkleminde iki taraftan tiirev aliriz. Bu noktada esitligin sag

tarafindaki integralin tiirevini alirken asagida verilen Leibnitz Kurali uygulanir.

Leibnitz Kurah 2.1.1

Bir D bolgest i¢indeki R{a<x<b, ¢, <t<t } dikdortgeninde G(x,t) ve %—G stirekli
X

fonksiyonlar ve «(x) ve AB(x) integrasyon limitleri a<x<b araliginda siirekli

B(x)
tiirevlenebilir olsunlar. Bu durumda j G(x, t) dt integalinin tiirevi
o(x)

a " _ dp da oG
Ea!x)G(x,t)dt = G(x,ﬁ(x))g—G(x,a(x));+az[)adt (2.47)

formiilasyonu ile bulunur.

Bu tiirev alma islemi (2.46) denkleminde integral isareti kalmaymcaya kadar,

tamamiyla bir diferansiyel denkleme ulagincaya kadar strdiiriiliir. Tiirev alirken her
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adimda, u(x)i¢inde ve u(x) tirevlerinde x =0 yazilarak baslangi¢ sartlar1 elde edilir.

Daha sonra elde edilen diferansiyel denklem klasik yontemlerle ¢oziiliir.

Ornek2.1.5 u(x) =x—x +%x3 —éx“ +I(x—t)u(t)dt (2.48)
0

Volterra integral denklemini baslangic deger diferansiyel denklemine doniistiirerek

cozelim. (2.48) denkleminde iki taraftan tiirev alinirsa, ( Leibnitz Kurali uygulanir. )

u’(x):1—2x+%x2—%xg'—j!ju(t)dt (2.49)
integral isaretinden kurtulmak i¢in (2.49) denkleminde tekrar tiirev alinip diizenlenirse,
u”(x):—2+x—x2 —u(x), (2.50)
u”(x)+u(x)=—2+x—x2 (2.51)

elde edilir. Gerekli baslangic degerleri (2.49) ve (2.50) esitliklerinde x=0 degeri

konarak bulunur. Buradan

u(0)=0, u’(0)=0, (2.52)
elde edilir. (2.51) ve (2.52) de verilen baslangi¢ deger diferansiyel problemi
u”(x)+u(x):—2+x—x2, u(0)=0, u’(0)=0 (2.53)
seklindedir. Once homojen kismi ¢dzelim.

u”(x)+u(x) =0 (2.54)
sabit katsayil1 diferansiyel denklem i¢in karakteristik denklem yazilirsa;

P +1=0 (2.55)
olur ki; kokler

n=+4i, r=-i, (2.56)

elde edilir.Bu durumda, homojen kismin ¢éziimii,

u (x)=Acosx+Bsinx. (2.57)

Burada A ve B baslangic degerleri kullanilarak bulunacak sabitlerdir. (2.53) denklemine
(tekil) 6zel ¢oziim bulmak icin

Lt](x):ahtﬁx%r/?,x2 (2.58)
formunda ¢o6ziimiin varligimi kabul edelim. «, £, Asabit sayilardir. (2.58) o6zel

¢Oziimiinii (2.53) de yerlestirir ve benzer x derecesine sahip terimler esitlenirse;
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a=0, f=1,1=-1 (2.59)
elde edilir. Bu durumda genel ¢6ziim,
u(x)=uh(x)+up(x)=Acosx+Bsinx+x—x2. (2.60)

(2.52) deki baslangi¢ sartlar1 buldugumuz genel ¢oziime yerlestirilirse,

A=0, B=0 (2.61)
elde edilir. Bu durumda (2.48) in ¢oziimdi,

u(x) =x—x (2.62)
elde edilir.

2.2 integro-Diferansiyel Denklemlerin Coziimiinde Kullanilan Temel Analitik

Metotlar

Bu boliimde verilen metotlar,

K(x,0)=Y g (x)h (t) (2.63)
k=1

sonlu toplami ile wverilen ayrilabilir c¢ekirdekli integro-diferansiyel denklemlerin

¢oziimiinde kullamlmaktadir. Genel anlamda K (x,7)=g(x)A(¢) seklinde ayrilmayan

cekirdekli integro-diferansiyel denklemlerde ise Taylor agilimi yapilarak ayrilabilir

cekirdekli integro-diferansiyel denklem elde edilir.
2.2.1 Volterra integral denkleme doniistiirme metodu

Verilen bir Volterra integro-diferansiyel denklem kolayca Volterra integral denkleme

dontistiiriilerek de ¢oziilebilir. Bunun icin Volterra integro-diferansiyel denklemde
K (x,t) = K(x—t) sart1 aranir. Bundan sonra verilen integro-diferansiyel denklemin her
iki tarafindan baslangi¢ sartlar1 kullanilarak 0’ dan x’ e kadar integral alinir. Bu islem
esitligin sol tarafinda tiirevsiz olarak u(x)elde edilinceye kadar siirdiiriiliir. Burada

coklu integrallerle karsilasilacagi i¢in

”jj F0x))dx..dx, Zﬁi(x—t)"‘ o), o

(2.64) te verilen baglangic deger problemini Volterra denklemine doniistiiriirken

kullanilan tek integrale doniistiirme formiilii uygulanir.
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Ornek olarak;

1) ﬁf(t)dtdt :I(x—t)f(t)dt, (2.65)

X X X

2) { | ! F(O)dtdtdt =% [(x=t) f@)e (2.66)

0 0
verilebilir. Elde edilen Volterra integral denklem Boliim 2.1 deki volterra integral

denklemin ¢6ziimiinde kullanilan metotlardan biri ile ¢oziiliir.

Ornek 2.2.1 u’(x):l—j.u(t)dt, u(0)=0 (2.67)

0
Volterra integro-diferansiyel denklemini integral denkleme doniistlirerek cozelim.
Baslangic sartlarini dikkate alarak 0’ dan x’ e kadar bir kez her iki tarafin integralini

alalim.

X

u(x)zx—f(x—t)u(t)dt (2.68)

0
standard volterra integral denklemi elde edilir. Bundan sonra ardisik yaklasim metodunu

kullanarak ¢6ziim yapalim. Baslangi¢ fonksiyonu olarak,

u (x) =0 (2.69)
almdigmda,

u (x)=x, (2.70)
w(¥)=x-1, @1
w () =x -2 2.72)

x3 xS x7 n el x2k—l
un(x)zx—¥+§—ﬁ+....:kil(—l) (Zk—l)!’ nx1 (2.73)
u(x) =limu, (x), (2.74)
u(x) =sinx (2.75)

tam ¢oziimii elde edilir.
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2.1.2 Fredholm integral denkleme doniistiirme metodu

Verilen bir Fredholm integro-diferansiyel denklem kolayca Fredholm integral denkleme
dontistiiriilerek de ¢oziilebilir. Bunun i¢in Fredholm integro-diferansiyel denklemde
esitligin sag tarafindaki integral isareti altindaki bilinmeyen fonksiyon u(x) in sadece
u(x) olarak bulunmasi; yani tiirevli hali bulunmamasi sart1 aranir. Bundan sonra verilen
integro-diferansiyel denklemin her iki tarafindan baslangi¢ sartlar1 kullanilarak 0’ dan
x’ e kadar integral alimir. Bu islem esitligin sol tarafinda tiirevsiz olarak u(x)elde

edilinceye kadar siirdiiriiliir. Boylece Fredholm integral denklemi elde edilir.

Ornek olarak;
1

w'(x)=e —x+x[w)d, u©0)=1, u/(0)=1 (2.76)
0

integro-diferansiyel denkleminin her iki tarafindan 0’ dan x’ e kadar, baslangi¢ sartlar

kullanilarak integral alinirsa;

U UETN Ny
u(x)=e —3!x +3!x .([tu(t)dt (2.77)

integral denklemi elde edilir. Elde edilen Fredholm integral denkleme ise Boliim 2.1 de

verilen metotlardan biri uygulanarak ¢éziim elde edilir.

Ornek 2.2.2 u/(x)=—xsinx+ cosx+(l —%)x + J.xu (t)dt, u(0)=0, (2.78)
0

Fredholm integro-diferansiyel denklemini integral denkleme doniistlirerek cozelim.
Baslangic sartlarini dikkate alarak 0’ dan x’ e kadar bir kez her iki tarafin integralini

alalim.

2 2
T\x ¢

u(x):xcosx+(1—3)7+%£u(t)dt (2.79)

standart fredholm integral denklemi elde edildi. Bundan sonra direk hesaplama

metodunu kullanarak ¢6ziim yapalim.
a=[u(t)d, (2.80)
0

(2.79) denkleminde (2.80) ile verilen @ sabiti yazilir.
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2 2

T\x" x
=xcosx+|l—-—— |—+—a 2.81
u(x) XCOS X ( 2j2 5 (2.81)

(2.81) denkleminin (2.80) de yazilmasutyla,

T
a=—-1 2.82

5 (2.82)
elde edilen o degeri (2.81) de yazilirsa,

2 2
u(x)=xcosx+ A N G
2)2 2\2
=XCOSX (2.83)

tam ¢Oziimii elde edilir.
2.2.2 Direk hesaplama metodu

Bu metot integral denklemlerde bahsedilen direk hesaplama metoduna benzemektedir

ve Fredholm integro-diferansiyel denklemlerin ¢6zlimiinde kullanilan bir metottur.

u"(x):f(x)+j.K(x,t)u(t)dt, uk(O)zbk, 0<k<n-1, (2.84)

0

baslangi¢ degerleri ile verilen integro-diferansiyel denklemi
K(x,t)zg(x)h(t), (2.85)

ayrilabilir ¢ekirdekli oldugundan

1

u" (x) = (x)+g(x) [A(t)u(t)dt, (2.86)

0
elde edilir. (2.86) denkleminde esitligin sag tarafindaki integral sadece tek degiskene
baglidir. Bu durumda (2.86) da sag taraftaki integral sabit bir & niimerik degerine esit

olsun.

o= j h(tyu(t)dt (2.87)

(2.86) denkleminde (2.87) ile verilen o yazilirsa,
u" (x)=f(x)+g(x)a. (2.88)
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u(x) i elde etmek i¢in baslangi¢ degerleri kullanilarak (2.88) nin her iki tarafindan 0’
dan x’ e kadar integral alinir. Buradan

u(x):p(x,a) (2.89)
elde edilir. (2.89) daki denklem (2.87) de yerlestirilerek denklem ¢oziildiigiinde o

sabitinin degeri bulunur. Bulunan « sabitinin (2.88) de yerlestirilmesiyle tam ¢oziim

bulunur.
1

Ornek 2.2.3 u”(x) = %—%er [(x=t)u(r)dr, u(0)=0, u(0)=0 (2.90)
0

Fredholm integral denklemini direk hesaplama metoduyla ¢ozelim. Integralli ifadeyi

parcalarsak;

9 1 1 1
u”(x):Z—§x+x£u(t)dt—!tu(t)dt (2.91)

sag taraftaki integraller, sabit bir & ve £ degerine esit olsun.

a=[u(t)dt, (2.92)

B=[u(t)dt, (2.93)

(2.91)de a ve B yerine yazilir ve

u”(x):2—1x+xa—ﬂ (2.94)
4 3

baslangi¢ sartlar1 kullanilarak 0’ dan x’ e kadar her iki tarafin iki kez integrali alinirsa;
9 x x

u(x)=—x——+—a-[fx, 2.95

()=gx-gr7eF (2.95)
1 3 2
u(x)=2x2 ——x2+x—a—x—ﬂ, (2.96)

elde edilir. (2.96) da verilen denklem (2.92) ve (2.93) de yazilirsa,
69 =26—-124, (2.97)

16203 = 48 +389. (2.98)

(2.97) ve (2.98) denklemlerinin ortak ¢oziimiinden;
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1 1
3 B p (2.99)

elde edilen o ve S degerleri (2.100) de yazildiginda,
u(x):x2 (2.100)

tam ¢Oziimii elde edilir.
2.2.3 Seri ¢6ziim metodu

Bu metot integral denklemlerde bahsedilen seri ¢oziim metoduna benzemektedir.

Volterra integro-diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde kullanilan bir metottur.

" ()= £ (1) + [K (v.0)u()de, u (0)=b,, 0<k<n-1 @2.101)

0
baslangic degerleri ile verilen integro-diferansiyel denklemi ayrilabilir ¢ekirdekli

oldugu kabul edilerek,

X

u" (x)= f(x)+g(x)J.h(t)u(t)dt (2.102)

0

elde edilir. u(x) in analitik fonksiyon olmasi kosuluyla x=0 noktasinda u(x) in

Taylor acilimi, a, daha sonra belirlenecek katsayilar olmak tizere;

u(x)= iakxk (2.103)

formundadir. (2.102) nin her iki tarafinda u(x) yerine (2.103) seri agilim1 yerlestirilirse;

(;axj _ () g(x)ih(t)(gaktkjdt, (2.104)

f(x) fonksiyonunun Taylor agilimi yapildiktan sonra n>0, ¢"formunda integraller
hesaplanir. Esitligin her iki tarafinda birka¢ terime kadar ag¢ilim yapilir. Esitligin iki

tarafinda ayn1 kuvvetli x e ait katsayilari esitlendiinde a,, a,, a,,... katsayilari

bulunur. Elde edilen katsayilar (2.103) esitliginde yazildiginda; ¢6ztim seri halde elde
edilir. Bu seri ¢6ziimii, bilinen bir fonksiyona denk geliyorsa; integral denklemin kapali

formda analitik ¢6ziimii bulunmus olur.

26



Ornek 2.2.4 u’(x) =1-2xsinx+ Iu (t)dt, u(O) =0 (2.105)

0

Volterra integro-diferansiyel denklemini seri ¢6ziim metoduyla ¢ozelim.

u(x)= ianx” (2.106)

n=0
(2.105) icinde (2.106) da verilen u(x) seri agilimi esitligin her iki yanina yerlestirilir ve

sinx ’ in Taylor acilim1 yapilirsa;

0 0 2n+1 x 0
zinawf’1:1—2x[§:( 2ns 1) J+£(ﬂ ag"j (2.107)

n=l1 n=0
elde edilir. Baslangig sartlarina gore,
a,=0, (2.108)

n>0, t" formunda integral hesaplanip her iki taraftan birkag terime kadar agilir.

x3 xs
a, +2a2x+3a3x2 +4a4x3 +...=l—2x(x—;+;+...]
x2 .x3 .x4
+[a17+a2?+a3?... . (2109)

Her iki tarafta ayni dereceli x katsayilari esitlenirse,

a, =1,
a, =0,
__1
“=Tor
a, =0,
_1
ST

genelleme olarak;

a, =0, n>0, (2.110)
n 1

=(-1) ——— 2.111

a2n+l ( ) (271 +1)' s ( )

elde edilir. Bulunan katsayilar (2.106) seri agiliminda yazildiginda,

3 5 7
X X X

M(X)— - Z—a+
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=XCOSX (2.112)

kapali formdaki ¢6ziim elde edilir.

2.2.4 Volterra integro-diferansiyel denklemi baslangi¢ deger diferansiyel denkleme

doniistiirerek ¢ozme

Bu metot integral denklemlerde bahsedilen Volterra integral denkleminin baslangig-
deger diferansiyel denkleme doniistiirerek ¢oziilmesine benzemektedir. Volterra

integro-diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde kullanilan bir metoddur . Cekirdegin

K (x,t)=K(x—1t) formunda aynlabilir gekirdek oldugu Volterra integro-diferansiyel

denklemlerde bu metot kolaylikla uygulanir.

Volterra integro-diferansiyel denklemi diferansiyel denkleme doniistiiriirken; Bolim
2.5 te verilen Leibnitz Kuralina gore tlirev alinir. Bu tiirev alma islemi denklemde
integral isareti kalmayincaya kadar bir diferansiyel denkleme ulagincaya kadar

stirdiiriiliir. Tiirev alirken her adimda, u(x) i¢inde veu(x) tiirevlerinde x=0 yazilarak

baslangi¢ sartlar elde edilir.

Daha sonra elde edilen diferansiyel denklem klasik yontemlerle ¢oziiliir.

Ornek 2.2.5 u’(x) = ¢~ [u(t)dr, u(0)=1 (2.113)
0

Volterra integro-diferansiyel denklemini baglangic deger diferansiyel denklemine
dontistiirerek ¢ozelim. (2.122) denkleminde iki taraftan Leibnitz Kuralina gore tlirev

alalim.

u”’(x)=e"—u(x) (2.114)
(2.114) diizenlenir ve x =0 verilerek baglangic deger sartlari

u”(x)+u(x):ex, u'(0)=1, u(O)zl (2.115)
ile verilen baglangic deger diferansiyel problemi elde edilir. Homojen kismin
¢Ozlimiiniin,

u (x)=Acosx+Bsinx (2.116)

0zel ¢Oziimiin ise,
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u (x)=cae’ (2.117)
formunda oldugunu kabul edelim. (2.117) de verilen 6zel ¢oziim (2.115) de yazilarak
¢oziildiiglinde

up(x):e‘”, (2.118)

0zel ¢oziimii elde edilir.
(2.116) ve (2.118) birlestirilirse genel ¢oziim
u(x)=Acosx+Bsinx+e" (2.119)

elde edilir. (2.115) deki baslangig sartlar1 buldugumuz genel ¢6ziime uygulanirsa,
A==, B=— (2.120)
elde edilir. Bu durumda (2.113) iin ¢6ziimii,

u(x):%cosx+%sinx+ex (2.121)

elde edilir.
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BOLUM I11

VARYASYONEL ITERASYON METODU VE TEMEL ANALITIK
METOTLAR

3.1 VIM Literatiirii

Varyasyonel iterasyon yontemi, varyasyonel tabanli analitik bir ¢6zlim teknigi olup, He
tarafindan Onerilmistir [36-38]. Bu yontemle cesitli dogrusal ve dogrusal olmayan
diferansiyel denklemler, sinir-deger ve baslangig-deger problemleri, diferansiyel
denklem sistemleri ¢oziilebilmektedir. Yontemin ¢esitli matematiksel uygulamalari [43]
ve [50-57] aras1 galigmalarda yer almaktadir. Metodun yakinsakligini inceleyerek
diferansiyel denkleme ¢6ziim bulan ¢alismalar da vardir [58]. Yontemin bu basarili

uygulamalari, mevcut ¢alisma i¢in se¢ilmesinin baslica nedenleridir.
3.2 Varyasyonel iterasyon Teorisi
3.2.1 Varyasyon hesabinda birinci problem

Ug degiskenli bir f fonksiyonumuz oldugunu ve (a, y,) dan (b, y,) e giden bir y(x)

fonksiyonunu

b

[ f1x, 30, ' (0)d, (3.1)

bir maksimum veya minimum olacak sekilde segmek istedigimizi varsayalim. Denklem
(3.1)’ 1 maksimum veya minimum yapan y fonksiyonuna stasyoner fonksiyon denir. Bu
boliimde problemi, ilgili bir diferansiyel denklemi ¢6zmek igin stasyoner fonksiyon
bulmaya indirgeyecek bir kosul tiiretecegiz.

v =u(x), denklem (3.1) icin stasyoner fonksiyon olsun. Yani u(x),

b

[ 10x, v, 1dx

ifadesini maksimize ve minimize eder. u fonksiyonunu bulmak i¢in bir kosul elde
etmek isteyelim, boyle bir kosulu gelistirmek i¢in

(x) = u(x) + gu(x) (3.2)
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seklindeki fonksiyonlari ele alacagiz. Burada & sabit ve u(x) [a,b] araliginda siirekli
olan ve su kosullar1 saglayan fonksiyondur.

m(a) = pu(b)=0 (3.3)
Boyle bir x# fonksiyonuna kabul edilebilir fonksiyon denir. Denklem (3.2) de yer alan
fonksiyon (a, y,) ve (b, y,) noktalarindan geger.

Denklem (3.2) denklem (3.1) de yerine koyulursa,

b

jf [, u(x), ep(x), u’(x), ep’ (x)]dx (3.4)

a

elde edilir. Herhangi bir kabul edilebilir fonksiyon u(x) i¢in, u(x) problemin sabit bir

¢Oziimii oldugundan bu integral ¢’ nun bir fonksiyonu olarak diistiniilebilir.
b
I(¢) = ff [x,u(x) + ep(x), u’(x) + &1 (x) Jdx (3.5)

u(x) problemin bir ¢oziimii oldugundan, integral (3.5) ¢ =0 iken maksimum veya
minimum degere sahiptir. /(¢) tek degisken olan ¢’ nun fonksiyonu oldugundan,
& =0 iken /’(¢)=0 olmasini bekleriz.

dl

—..=0 (3.6)

=0
dl / de nu hesaplayalim ve &=0 degerini yerine koyalim.

T e o

(3.7)
/ ax 0g 0Oy oe 0y O¢
dx
s 0 (3.8)
0 0
=5 L)+ )] = () (39
e O
oy 0
=)+ e ()] = () (3.10)
e O¢
oldugundan
d] I af L9 I (x)dx (3.11)
y oy
¢ = 0 yerine koyarsak,
d] J’ (X)+ /(x)]dx (312)

esitligin saginda, ikinci terimin kismi integrali alinirsa
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I sf, ((x)dx = f,y'(x)g I . (jf,mx)dx (3.13)

t(a) = u(b) =0 oldugundan

d
dx 9y’

j y@ﬁ—j )p(x)dx . (3.14)

Denklem (3.14) iin denklem (3.12) de yerine koyulmasiyla
d[

—j[af ()5 ol =0. (3.15)

E=

bu integral su sekilde yazilabilir.

of d o
j[ay - (a ) u(x)]dx = 0. (3.16)

4 [ab] araliginda tiirevi siirekli olan ve a ile b de yok olan herhangi bir fonksiyon

oldugundan denklem (3.16) da a< x <b igin koseli parantez igindeki ifade sifira esit

olmalidir.
o 4. =0. (3.17)
oy dx 0y

Bu denkleme Euler denklemi denir ve aranilan kosul bu denklemdir. Denklem (3.1)

i¢in stasyoner fonksiyon; denklem (3.17) yi saglamalidir.

3.2.2 Fonksiyonel

Denklem (3.1) de goriilmekte olan, bagil degiskenler (fonksiyonlar) ve tiirevlerine bagl
integral ifadelerine fonksiyonel denir. Bir fonksiyonel I, y vektor uzayindan R reel
say1 alaninda bir operatordiir.

ILy—> R (3.18)

2.2.3 Fonksiyonelin birinci bileseni

Denklem (3.2) de goriilmekte olan &u(x) fonksiyonu u(x) konfiguasyonunda bir
degisimi ifade eder ve su sekilde gosterilebilir.

Su(x) = gu(x) (3.19)
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ou ifadesine u(x) fonksiyonunun birinci degisimi denir. Bu durumda denklem (3.1) de

goriilmekte olan fonksiyonun degisimi denklem (3.19)’ un yardimiyla su sekilde

gosterilebilir.
b
51 = j [ia“u + Su’Jdx . (3.20)
. v
Bu denklemde yer alan du” ifadesi i¢in
du d
0(—)=—:u 3.21
( dx) dx( ) (3.21)
bagintis1 kullanilabilir. Varyasyon (degisimi) gésteren 6 operatdrii igin bazi 6zellikler
asagidaki gibidir.
O(F, £ F,)=0oF, £JF,, (3.22)
O(F\F,) = F{oF,  F,0F,, (3.23)
F2 F2
S(FI)" =n(FI)"" 6F, . (3.25)

Fonksiyonelin birinci degisimini gosteren (3.20) deki ifade, denklem (3.21) ve kismi
integral tekniginden yararlanilarak tekrar yazilir ve oI =0 bagintis1 uygulanirsa ve

ou(a) = ou(b) =0 smir kosulu ile
f 5f , of d of
! =L su + Su’ldx = j5[ o (5 )]dx =0 (3.26)

ifadesi elde edilir ve Euler denklemi ayn1 sekilde buradan da elde edilebilir.
3.2.4 Varyasyonel iterasyon metodu

Varyasyonel iterasyon yontemi He [61] tarafindan gelistirilmis olup cesitli dogrusal
olmayan problemlerin ¢dzlimiinde etkin bir sekilde kullanilabilen ve hassas ¢oziimlere
hizli bir sekilde yakinsayan iteratif bir yontemdir. Yontemin detaylar1 He [61],

calismasinda anlatilmaktadir.
1978 yilinda Inokuti ve digerleri [60], dogrusal olmayan problemleri ¢cézmek igin (6zel

olarak kuantum mekanigindeki problemler ) genel bir Lagrange carpani yontemi

Onermislerdir.
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Lagrange carpani ve varyasyon hesabinin detaylari icin Ramos [59] calismasi
incelenebilir. Onerilen yontemin ana o6zelligi sdyledir: Matematik problemi
dogrusallastirilmis halinin ¢oziimii baslangi¢ tahmini olarak kullanilarak belirli bir

noktada daha yiiksek hassasiyetle bir tahmin elde edilebilir.

Asagidaki genel dogrusal olmayan bir sistemi ele alalim.
LU + NU = g(x). (3.27)
Burada L dogrusal olan ve N dogrusal olmayan operatorlerdir.

uy(x)’ mn LU =0 sisteminin bir ¢6ziimii oldugu varsayilarak belirli bir nokta icin bu

deger asagidaki gibi diizeltilebilir.

1
Wiy (D = g (D) + [ ALy + Nuy = g)dx (3.28)
0

Burada A4 genel Lagrange carpanidir ve varyasyonel teori yardimiyla elde edilir.
Denklemin asagidaki 2.terim ise diizeltme olarak adlandirilir. He bu yontemi asagidaki

sekilde iteratif yonteme doniistiirmiistiir. [61]

1, (%) =1, (%) + [ A{Lu, + Nu, — glex. (3.29)
0

Burada u,(x) muhtemel degiskenlerle bir baslangi¢ tahmini ve u,, du, =0 kosulunu
saglayan smirlt varyasyon olarak diisiiniilebilir. Herhangi bir x, icin bu denklem

asagidaki sekilde yeniden yazilabilir.
Uy (o) =, (%) + f A{Lu, (S) + Nu, (&) - g($)ids (3.30)
0

denklem (3.30) bir diizeltme fonksiyonelidir. Varyasyonel iterasyon yonteminin ¢esitli
dogrusal olmayan problemlerin ¢6ziimiinde nasil etkin olarak kullanildig1 [38-42] aras1
calismalarda etkin olarak gosterilmistir. Dogrusal problemlerde ise Lagrange carpani
tam olarak tanimlanabildiginden genel ¢oziim tek bir iterasyonla elde edilebilir.

V' +wy=f(1), (3.31)
f(t) = ASinwt + Bsin wt , (3.32)

bunun diizeltme fonksiyoneli asagidaki gibi yazilabilir.
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Yun(O) =y, (0)+ Il{yn ")+ w'y, ()= [(2)}dS, (3.33)

(0)=0 kosulunu saglayacak sekilde bu diizeltme fonksiyonelini stasyoner hale

getirirsek,
0y, (t)=06y,(t)+ fﬂ{y,, “(0)+wy, (1) f(1)}d¢. (3.34)

Asagidaki stasyoner kosullar meydana gelir.
Sy, A (t)+w' A(r) =0,

8y, 1 A7)

=t :O’

o0y:1-A(7)

=0, (3.35)

Burada Lagrange carpani asagidaki sekilde elde edilir.

/1=lsinw(r—1). (3.36)
w

Sonug olarak asagidaki iterasyon formiilii elde edilir.

Yun () =3,(0) +%fsin w(z=D*{p,” () + W'y, (1)~ f(1)}dS . (3.37)

Eger denklem (3.31)’ in homojen ¢6ziimii baslangi¢ tahmini olarak kullanacak olursak;

¥, =C,coswt +C,sinwt. (3.38)

Denklem (3.37) deki iterasyon formiiliinden

Vo) =C coswt + C,sin wt — itcos wt + (sint +sinwt). (3.39)

2w w? =1

Bu sonug¢ denklem (3.31) in genel ¢oziimiidiir.

Bununla birlikte eger diizeltme fonksiyoneline sinirli varyasyon uygulayacak olursak
tam ¢0zlim sadece ardigik iterasyonlarla elde edilebilir. Denklem (3.31)” iin homojen

oldugunu varsayarak diizeltme fonksiyonelini tekrar yazalim.

Yun () =y, (6) + I Ay, (@) + Wy, ()}dr, (3.40)
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burada y, smirh fonksiyon olarak diisiiniilebilir ve 6y, =0 olacak sekilde yukaridaki

diizeltme fonksiyonelinin stasyoner kosullar1 yoluyla Lagrange carpanmi asagidaki gibi
olur.
A=1—-t, (3.41)

lagrange carpaninin yerine konmasiyla iterasyon formiilii su formu alir.

Vaa (O =3,0+ [ =0, @)+ Wy, (2)}d7. (3.42)

Ornegin y(0)=1 ve »’(0)=0 baslangig kosullar1 ve y, = y(0) =1 baslangi¢ tahmini ile

baslarsak sirasiyla asagidaki yaklasik ¢oziimleri elde ederiz.

n(®=1 —%wztz, (3.43)
. _l 2,2 l 4,4

y,(t)=1 2!wt +4!wt , (3.44)
__l 2.2 l44 _nL 2n,2n

y,()=1 2!wt +4!wt F e +(-1) (2n)!w ", (3.45)

buradan

lim, , y,(t) =coswt

¢oziimii elde edilir ki bu ¢oziim problemin gercek ¢oziimiidiir.

Yukarida goriildiigli tlizere tahmin ¢Ozlimleri Lagrange ¢arpimini  yaklasik
tanimlamasindan oOtiirii gérece olarak daha yavas bir sekilde gercek ¢ozlime yakinsar.
Gergekte denklem (3.41) {in, denklem (3.37) nin 1. mertebeden tahmini oldugunu

asagidaki bagintidan gorebiliriz.

/1=lsinw(r—t)zr—t—lwz(r—tf. (3.46)
w 3!

Dogrusal olmayan problemler i¢in lagrange ¢arpimini basit bir sekilde elde edebilmek

acisindan dogrusal olmayan terimler sinirli varyasyonlar olarak diisiiniilebilir.
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BOLUM IV

LINEER VE LINEER OLMAYAN iINTEGRAL VE INTEGRO-DIFERANSIYEL
DENKLEMLERIN ANALITiK METOTLAR VE VARYASYONEL
ITERASYON METODUYLA COZUMLERI

4.1 integral Denklemler
4.1.1 Analitik metotlarin formiilasyonu
4.1.1.1 Ardisik yaklasim metodu

Fredholm ve Volterra integral denklemlerinin her ikisine de uygulanabilir. Volterra

integral denklemi i¢in u,(x) gibi bir baslangi¢ fonksiyonu alinir. Burada u,(x) 0, 1, x

olarak alinabilir. Ardisik olarak
u,(x)= f()+A[K (x,0),, (t)dt,  n>1, (4.1)
0

formiilasyonunun uygulanmasiyla;
u(x) =limu, (x) (4.2)

u(x) ¢oziimi elde edilir.

4.1.2 Analitik metotlarla ¢6ziimler

Ornek 4.1.1 u(x) = x+j(t—x)u(t)dz (4.3)

Volterra integral denklemini g6z 6niine alalim.

Burada ardisik yerine koyma metodunu uygulayalim. Baglangic fonksiyonu olarak,
uy (x)=x (4.4)

alalim. Baslangi¢ fonksiyonun
u,(x)= f()+A[ K (x,0 ), (t)dt, — n=1, (4.5)
0

ardisik olarak (4.5) te verilen formiilasyona gore u (x) te yerlestirilirse;
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ul(x):x+;|g(t—x)tdt:x—éx3, (4.6)

u,(x)=x+ I (t—x)(¢ —%)dt

I I (4.7)
3! 5!

0 1 1
u,(x)=x+|(t—x)t—=1t +—=")dt
’ { 6 120

=X——X +—x ——x', (4.8)

genelleme yapilirsa;

u(x)= i(_—l)l'xz'”l , n>0 4.9)
n=0 .

= (2n+1)
tam ¢Ozlimii elde edilir. Dikkat edilirse (4.3) denkleminden elde edilen analitik ¢6ziim

Xu [47], calismast tam ¢Oziim ile aynidir.
4.1.3 VIM formiilasyonu

Varyasyonel Iterasyon ydntemine (VIM) gére lineer olmayan bir diferansiyel denklem
asagida belirtildigi gibi diisiiniilebilir.
Lu+ Nu=g(x). (4.10)

Burada L lineer operatdr, N lineer olmayan operator ve g(x) ise homojen olmayan bir
terimdir. u, (x) >in Lu =0 sisteminin bir ¢6ziimii oldugu varsayilarak belirli bir nokta

icin bu deger asagidaki gibi diizeltilebilir.

U gielitmis (1) =u, (1) + ﬁ,(LuO + Nu, — g))dx . (4.11)

O C— —

Burada A genel Lagrange carpanidir ve varyasyonel teori yardimiyla elde edilir.
Denklemin sagindaki 2. terim ise diizeltme olarak adlandirilir. Bu yontem agagidaki

sekilde bir iteratif yonteme doniistiiriilebilir.
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u,, (xo):un(xo)+]0/1(Lu0+Nu0—g))dx. (4.12)

0

Burada u, (x) muhtemel degiskenlerle bir baslangi¢c tahmini ve u,, éu, =0 kosulunu

saglayan sinirli varyasyon olarak diistiniilebilir. Herhangi bir x, i¢in bu denklem

asagidaki sekilde yeniden yazilabilir.

u,, (x)=u, (x)+j£/1(Lun (&)+Nu, (£)-g(£))dé. (4.13)

Bu denklem bir diizeltme fonksiyonelidir. Integral denklemlerde ise A Lagrange
carpaninin sorunun i¢inde verildigini kabul edip, uygun bir baslangi¢ yaklasimi ile

baslanir. Ardisik iterasyonlarda dnceki iterasyon yazilarak tam ¢éziime ulasilir.

u, (x)=f(x)+ lj.K(x,t)un (t)dt, n=0, (4.14)

formiilasyonu uygulanir. Sonu¢ olarak integral denklemlerdeki VIM formiilasyonu

ardisik yaklasim metoduyla benzerlik gostermektedir.

4.1.4 VIM coziimleri

Ornek 4.1.2 u(x)=x+j(t—x)u(z)dz (4.15)

Volterra integral denklemini gbz oOniine alalim. Burada diferansiyellenebilir birv(x)

fonksiyonu yardimiyla diferansiyel denklemler i¢in VIM formiilasyonundan integral
denklemde kullanilan VIM formiilasyonu (ardisik yaklagim metoduna benzeyen) elde

edildi.

Burada baslangi¢ sartlar1 olmadigindan her iki taraftan Leibnitz Kuralina gére x’ e gore

iki kez tiirev alinirsa;

w(x)=1+(t—x)u(n)|_+ ];—u(t)dt = l—j-u(t)dt, (4.16)
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u”’(x)= (u’(x)) = (1 —j‘u(t)dtJ =—-u(x), (4.17)

0

bu denklem diizenlenirse;
u”(x)+u(x)=0. (4.18)

Buradan Varyasyonel iterasyon formiilii

u,, (x)=u,(x)+ jf(t - x) (w,”(t)+u,(t))dt (4.19)
seklinde yazilir. Iterasyona gegis adimi igin v(x) tammlayalim.

v(x) :I(t—x)u(t)dt , (4.20)
V() =(t—x)wo)|_+ J{—u(t)dt = —jfu(t)dt , (4.21)
V7(x)= (v’(x))’ = [—jfu(t)dt] =—-u(x), (4.22)
buradan

v”(x)+u(x)= 0, (4.23)

elde edilen (4.23) denklem v(x)’ in (4.18) denkleminin 6zel bir ¢éziimii oldugu
anlamina gelir. Burada u, baslangic ve simnir sartlarin1 saglayan baslangi¢ ¢6ziimii

olmak iizere, basit bir sekilde iterasyon formiile edilirse;

u,, ,(x)=u,(x)+v, (x) (4.24)
elde edilir.
u, (x)zu(0)+u’(0)x:x (4.25)

baslangi¢ yaklagimi alinir. Buradan iterasyon

X

w,, (X) =uy(x)+v, (x)=x+ I(t —x)u, (t)dt (4.26)

0

formiile edilir. Ardisik sonuglar,

u,(x) = x+]i(t—x)u0(t)dt = x+j£(t—x)tdt = x—%x3, (4.27)

uz(x):x+.I(t—x)u](t)dt:x+:[(t—x)(t—ét3)dt
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1 1

3 L5
TR T (4.28)
x x 1 1
uy (x) =x+ | (¢ —x)u,()dt = x+ (t—x)(t——t3+_t5jdt
3 { ’ ! 6 120
XX (4.29)
3150 T
. (_l)n 2n+l
B ’ 4.30
“(x) nz;‘(znﬂ)!x (4.30)

kapali formda elde edilen ¢oziimdiir. Integral denklemlerde VIM formiilasyonu, temel

analitik metotlarda verilen ardisik yaklasim metoduna benzemektedir.

Bu sebeple integro-diferansiyel denklemlerde Varyasyonel iterasyon metodunu (VIM)

kullanarak ¢6ziim bulmak etkin ve farkli bir yoldur.

Cizelge 4.1 (4.15) denkleminin VIM ve ger¢ek ¢oziimlerinin karsilastiriimasi
x Degerleri VIM Co6ziimleri Gergek Coziimler Hata Analizi
u,(x), n=3 u, (x) Ju, (x) —u, (x)
1.1 0.8912009331150794 0.8912073600614354 0.0000006427
1.2 0.9320250514285715 0.9320390859672263 0.0000140345
1.3 0.9635294064087302 0.963558185417193 0.000028779
1.4 0.9853937955555556 0.9854497299884601 0.0000559344
1.5 0.9973911830357143 0.9974949866040544 0.000103804
1.6 0.9993885663492064 0.9995736030415051 0.000185037
1.7 0.9913464429960318 0.9916648104524686 0.000318367
1.8 0.9913464429960318 0.9738476308781951 0.000530854
1.9 0.9454393662896826 0.9463000876874145 0.000860721
2 0.9079365079365079 0.9092974268256817 0.00136092
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4.2 Integro-Diferansiyel Denklemler
4.2.1 Analitik metotlarin formiilasyonu

Burada bir sonraki boliimde yer alan Orneklerin ¢oziimlerinde kullanilan analitik

metotlarin formiilasyonuna yer verecegiz.
4.2.1.1 Volterra integral denkleme doniistiirme metodu

Verilen bir Volterra integro-diferansiyel denklem kolayca Volterra integral denkleme

dondistiiriilerek de ¢oziilebilir. Bunun icin Volterra integro-diferansiyel denklemde

K (x,t) = K(x—t) sart1 aranir. Bundan sonra verilen integro-diferansiyel denklemin her

iki tarafindan baslangic sartlar1 kullanilarak 0’ dan x’ e kadar integral alinir. Burada
coklu integrallerle karsilasilacagi i¢in Bolim 2 (2.6) da verilen c¢oklu integrali tek

integrale doniistiirme formiilii uygulanir.
4.2.1.2 Fredholm integral denkleme doniistiirme metodu

Verilen bir Fredholm integro-diferansiyel denklem kolayca Fredholm integral denkleme
dontstiirilerek de ¢oziilebilir. Bunun i¢in Fredholm integro-diferansiyel denklemde

esitligin sag tarafindaki integral isareti altindaki bilinmeyen fonksiyon u(x) in sadece
u(x) olarak bulunmasi; yani tiirevli hali bulunmamasi sart1 aranir. Bundan sonra verilen

integro-diferansiyel denklemin her iki tarafindan baslangi¢ sartlar1 kullanilarak 0’ dan

x’ e kadar integral alinir. Boylece Fredholm integral denklemi elde edilir.
4.2.1.3 Seri yoluyla ¢oziim metodu

Bu metotta Volterra integro-diferansiyel denkleme ya direk seri ¢6ziimii uygulanir ya da

Volterra integral denkleme dontistiirdiikten sonra seri ¢dztiimiine uygulanir.

e Standard Formda bir Volterra integro-diferansiyel denklemini ele alalim.

u"(x)=f(x)+g(x)fh(t)u(t)dz, u" =b,, 0<k<(n-1), (4.31)
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u(x) in analitik bir fonksiyon oldugu kabul edilerek;
u(x)= Zakxk =ayx’ +ax' +... (4.32)
k=0

a, daha sonra belirlenecek bilinmeyen katsayilar olmak iizere u(x) fonksiyonu x=0
noktasinda seriye agilir. u(x)seri halde verilen Integro-diferansiyel denklemde yerine

yazilirsa;

(iakxk j” = f(x)+g(x)j[i at* jdt (4.33)

elde edilir. Buradan Taylor agilimi yapilip, sag tarafta verilen integral hesaplanir. Daha
sonra esitligin her iki tarafinda aymi kuvvetli x katsayilar esitlenir. Verilen baslangi¢

sartlarindan;

a,=u(0), a, =u’(0), a, :%u”(O), a,,...,a, (4.34)

katsayilar1 belirlenerek u(x) ¢oziimii elde edilir.

e Volterra integral denklemine déniistiirerek Seri ¢6ziim metodunda;

Volterra integral denklemine dontistiirerek elde edilen Volterra integral denklemi
u(x):f(x)+i]£K(x,t)u(t)dt (4.35)
0
formundadir. Burada u(x) in analitik bir fonksiyon oldugu kabul edilerek;
u(x) = ianx” , (4.36)
=0

a, daha sonra belirlenecek bilinmeyen katsayilar olmak tizere u(x) fonksiyonu x =0

n

noktasinda seriye agilir. u(x) seri halde verilen (4.36) da yerine yazilirsa;

> ax"=f(x)+4 j K(x,t)(Zant"]dt, n>0 (4.37)

n=0 0 n=0

elde edilir. Buradan Taylor agilim1 yapilip, sag tarafta verilen integral hesaplanir.

@y +ax+a,x’ +..= f()+ A K (xt)aydt + A[ K (xt)adt + A K (x,0)at’dt+... (438)
0 0 0

Daha sonra esitligin her iki tarafinda ayni dereceli x katsayilar esitlenir. Bilinmeyen a,

katsayilar1 belirlenerek u(x) ¢oziimii elde edilir.
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4.2.1.4 Ardisik yaklasim metodu

Integro-diferansiyel denklemlerde ardisitk yaklasim metodu integral denkleme
doniistiirme yaptiktan sonra uygulanir. Fredholm ve Volterra integral denklemlerinin

her iksine de uygulanabiir. (4.35) teki Volterra integral denklemi i¢in u,(x) gibi bir

baslangi¢ fonksiyonu alinir. Burada u,(x) 0, 1, x olarak alinabilir. Ardisik olarak,

un(x):f(x)+/1j£K(x,t)uH(t)dt, nx1, (4.39)

formiilasyonunun uygulanmasiyla,

u(x) = li_l’)l;}un (x) , (4.40)

u(x) tam ¢oziimii elde edilir.
4.2.1.5 Direk ¢oziim metodu

Fredholm Integro-diferansiyel denklemine direk ¢dziim metodu integral denkleme

doniistiirme yaptiktan sonra uygulanir.

K(x,t)zg(x)h(t) (4.41)

a = [ h(t)u(t)dt, (4.42)

a

seklinde ayrilabilir ¢ekirdek ve o niimerik bir deger olmak {iizere;

b

u(x)= £ (x)+ g (x) [ h(t)u(t)dt, (4.43)

a

fredholm integral denkleminde o yazilirsa;
u(x)= f(x)+ ﬂag(x) (4.44)
elde edilir. Burada o y1 bulmak icin (4.42) denklemi icinde (4.44) denklemi yazilir.

Elde dilen  niimerik degerinin (4.44) te yerlestirilmesiyle u(x) ¢6zliimii elde edilir.

4.2.2 Analitik metotlarla ¢oziimler

Ornek 4.2.3 u”(x)=-8 —%(f —x*) +I(x —Hu(t)dt ; u(0)=0, u’(0)=2 (4.45)
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Volterra integro-diferansiyel denklemini géz oniine alalim. Birinci adim olarak verilen
integro-diferansiyel denklemi Standard Volterra Integral denklemine déniistiirelim.
Baslangic degerlerini ve Bolim 2 deki (2.64) tek integrale indirme formiiliinii

kullanarak 0’ dan x’ e her iki taraftan iki kez integral alalim.

w(x)=2- 8x—— ———)+” x—t)u (1) dedt
00 (4.46)
=2- 8x—%(x7——) 1!)'(x—t)zu(t)dt,
tekrar integral alirsak;
4 5 X X X
u (x)=2—8x—1(x——x?)+”j(x £ (1) dedrds
A (4.47)
PNV IIR D SN S B P
=2x—dx’ -~ (- 30)+3'J'(x tyu(t)dt,

elde edilen denklem Standard Volterra Integral denkemi olup; simdi seri yoluyla ¢dziim

metodunu kullanalim.

<
—

=
N—"

I
[
]

k\.

(4.48)

n=0

serisi (4.47) nin her iki tarafinda yerlestirilir,

2 1 x T 2
ax" =2x—4x" ——(——-— x—t) O at")dt
2.4, XGn 30> !( P a)
6
=2x—4x" _l(x__x —)
320 30

1 x 0 0 0 o0
+§ j (x3 Dat" =33 a ™ +3x) a "= a " jdt , (4.49)
"0 n=0 n=0 n=0 n=0

ve sag taraftaki integral hesaplanirsa,

(4.50)

= 6 n+4
+5[§;((n+1)(n+2)(n+3)(n+4))a”x j
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elde edilir. Buradan seri terim igeren ifadeler agilip diizenlenir,

5 6
a, +ax+a,x’ +ax’ +..=2x—4x’ L [ +—a0x4+La1x5
3120 30) 4! 120
+ ! a,x’ + ! a,x® + (4.51)
360 840 T T '

esitligin her iki tarafinda ayn1 dereceli x katsayilar1 esitlenir,

a, =0,
a, =2,
a, =—4,
a, =0,
4
a, =ﬁ=0,
a; 1
5 :E_@: gesees

ve genelleme yapilirsa,
a,=0, n>2 ve n#0 igin, (4.52)
sonug olarak; elde edilen katsayilar (4.48) seri ¢oziimiinde yazildiginda,
u(x)=a, +ax+a,x* +a,x* +...

=2x—4x" (4.53)
¢Oziim olarak elde edilir. (4.45) denklemi Wazwaz [62], alistirmalardan alinmistir. Bu

denklemden elde edilen analitik ¢oziim Wazwaz [62], alistirma cevaplari kismindaki

gercek ¢ozlimle aynidir.

Ornek 4.2.4 4" (x)=—x+ %xz - J. (x=tu(t)dt,
: 0

u0)=1L, uw'(0)=-1, u”(0)=0, u”’(0)=1 (4.54)
Volterra integro-diferansiyel denklemini g6z oniine alalim. Birinci adim olarak verilen
integro-diferansiyel denklemi Standard Volterra Integral Denklemine déniistiirelim.
Baslangic degerlerini ve Boliim 2 (2.68) de verilen tek integrale indirme formiiliinii

kullanarak 0’ dan x’ e her iki taraftan iki kez integral alalim.

r77 x2 l 3 e
w(x) =1-"-+—x —H(x—t)u(t)dzdt

X s
=1-"+ox 2!l(x O u(t)dt (4.55)
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u’(x)=x—— + —x Jv.jij.(x —u(t)dtddt

3

x
ey 6j(x Y u(@) (4.56)
x2 x4 xs X XXX
"(X)=—-142 2 42 —tu(t)deddedt
u’(x) YRR !'([I[I[(x Yu(?)
xZ x4
— O u(t)dr, 4.57
2 24 120 24I(x )'ul®) &7
3 X X X X X
X
I T S — Hu(t)dtdtdrdrdt
e N M!MOC ()
3 5 6
P j<x—t) u(t)dt, (4.58)

6 120 720 120

standard Volterra integral denklemi elde edilir. Simdi Ardisik Yaklasim Metodunu

kullanarak ¢6ziim yapalim Baslangi¢ fonksiyonu olarak,
u, (x) =0 (4.59)

alinsin. Baglangi¢ fonksiyonunu formiilasyona gore u(x) te yerine yazarak ardigik

ilerlenirse;
)C3 )C5 x6

ux)=l-x+———+— 4.60

() 6 120 720° (4.60)
x3 xs

u(x)=l-x+—-— x—t)u (t)dt

(%) 6 120 720 1201( yu ()
3 5 7 9 11 12

S I I O . , (4.61)

6 120 5040 362880 39916800 479001600

3 5
X X

u,(x)=l-x+—-
() 6 120 720 120

j (x—1)’u, (t)dt

9 11 1
x3 xs x7 X X X }

=l-x+—- + - + -
6 120 5040 362880 39916800 6227020800

15 17 18
X X X

+ - +—, (4.62)
1307674368000 355687428096000

ve genelleme yapilirsa;

2k-1 2k-1

un(x)=1—ki(—1) (2’;_1)!, n>0, (4.63)
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elde edilir. Sonug olarak; verilen u (x) denkleminin ¢6ziimii i¢in 7 — oo i¢in limit
aliirsa,

u(x)=1limu, (x)

n—>0

i s
[
=
L

=
[
T
U

=lim|1-) (-1
Hw( P 0( ) (2k—1)!

=1-sinx (4.64)
¢coziimii elde edilir. (4.54) denklemi Wazwaz [62], alisirmalardan alinmistir. Bu

denklemden elde edilen analitik ¢oziim Wazwaz [62], alistirma cevaplar1 kismindaki

gercek ¢cozlimle aynidir.

1
Ornek 4.2.5 u”(x)=¢" —%x + Ixtu(t)dt , u(0)=1, u'(0)=2, (4.65)
0

fredholm integro-diferansiyel denklemini goz oniine alalim. Birinci adim olarak verilen
integro-diferansiyel denklemi standard fredholm integral denkleme doniistiirelim.

Baslangi¢ degerlerini kullanarak x’ e gore iki kez integral alalim.

2 21
u(x)=1+¢€" —2%+%£tu(t)dt , (4.66)
L2 X 1
u(x)=x+e —T+€J‘tu(t)dt, (4.67)

0
standard fredholm integral denklemi elde edilir. Simdi direk hesaplama yontemini

kullanarak ¢6ziim yapalim. u(x) i¢inde « gibi bir sabiti

1
a =ty (4.68)
0
olsun. (4.67) i¢indeki integralli ifade i¢inde (4.68) de verilen o yazilirsa,
3 3
u(x):x+ex—%+%a (4.69)

elde edilir. (4.69) un (4.68) de verilen « iginde yazilmasiyla,

3 t3

1
a:Im+é—2L+—aMt (4.70)
J 9 6

elde edilir. (4.70) de verilen integal hesaplandiginda o =§ bulunur. Bu deger (4.69) da

verilenu(x) i¢indeki o nin degeri yerine yazilirsa,
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u(x)=x+e* (4.71)
¢Ozlimii elde edilir. (4.65) denklemi Xu [47] ¢alismasindan alinmistir. Bu denklemden
elde edilen analitik ¢6zlim; varyasyonel iterasyon metodunu kullanarak ¢6ziim bulan Xu

[47], ¢calismas1 ¢oziimii ile aynidir.

Ornek 4.2.6 u”(x) =—sinx+x— | xtu(t)dt, u(0)=0, w'(0)=1 (4.72)

O o |y

fredholm integro-diferansiyel denklemini géz oniine alalim. Birinci adim olarak verilen
integro-diferansiyel denklemi standard fredholm integral denklemine doniistiirelim.

Baslangic degerlerini kullanarak 0’ dan x’ e kadar her iki taraftan iki kez integral

alalim.
xz xz /2
w(x)=cosx+——=— [ tu(t)dt (4.73)
2 219
x3 x3 /2
u(x) = sinx+ - = [ ()t (4.74)

0
standard fredholm integral denklemi elde edilir. Simdi ardisik yaklagim metodunu

kullanarak ¢6ziim yapalim. Baglangi¢ fonksiyonunu
u, (x) =0 (4.75)
alalim. Baslangi¢ fonksiyonunu, formiilasyona gore u(x)te yerine yazarak ardisik

ilerlenirse;

3

u,(x) = sin x +%, (4.76)

x3 x3 /2 t3
uy,(x)=sinx+—-—— I t(sint +—)dt
6 0 6

3

= sinx— (%)é, 4.77)
uy(x)= sinx+%3—%3”£2 t(sint—(%) 3(7;.525 )dt

= smx—%(%)z, (4.78)
u,(x) = sinx+%3—%”‘|/‘2t(sint+%)dt

0
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3 5

= +
=sinx ( )(3025

bu sekilde ilerlenirse, n. yaklagim;

—), (4.79)

3 5

u,(x)= smx+(—)(30 ) ! (4.80)

elde edilir. Buradan limit alinirsa;
u(x) =lim(u, (x))

3 5

=1 4 (=
1m(smx ( )(3025

=sinx (4.81)

™)

¢Oziimii bulunur. (4.72) denklemi Wazwaz [62], alistirmalardan alinmistir. Bu
denklemden elde edilen analitik ¢o6ziim Wazwaz [62], alistirma cevaplari kismindaki

gercek ¢cozlimle aynidir.

Ornek 4.2.7

10=1-30 @@ [0 @0y =1 =2, @)

g7 (x)=-1+x —xf

4>|~

I( 0% )dt; g2(0)=-1, g’(0)=0, (4.83)

kuple lineer olmayan integro-diferansiyel denklemini gbz Oniine alalim. Bunun ig¢in
verilen integro-diferansiyel denklemlere ayr1 ayr1 seri ¢oziim metodunu uygulayalim.

(4.82) de verilen f”(x) i seri formda elde etmek i¢in seri agilim iizerinden tiirev

alinirsa;

f(x):Zanx" =a,+ax+a,x" +a.x +.... (4.84)
n=0

f(x)=D na,x"" =a +2a,x+3a;x* +.... (4.85)
n=0

f”(x) Zn(n Da,x"? =2a, +6a,x +12a,x* +.... (4.86)

elde edilir. (4.83) de verilen g”(x) i seri formda elde etmek i¢in seri agilim {izerinden

tirev alinirsa;

=) bx"=b,+bx+bx" +bx +.. (4.87)
z n o ™Y p) 3

n=0
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g'(x)= i nb x"" = b, +2b,x +3bx* +.... (4.88)
n=0

g”(x)=Y n(n—1b,x"?* =2b, +6bx+12b,x* +.... (4.89)
n=0

elde edilir. Simdi (4.82) ile verilen f ”(x) integro-diferansiyel denkleminin seri haldeki

esitlerini yazalim.

Zn(n —a,x"* = 1—%x3 —%(b1 +2b,x+3bx" +....)

n=0

+%J-((a0 +at+a,t’ +....)2 + (b, + bt +b,t +....)2)dt, (4.90)
0

2a, +6a,x+12a,x* +....= 1—%)(3 —%(bl2 +4bb,x +(6bb,x +4b,7)x* +...)

+=[(a) +2a@t+..b,7 +2b,bt +...)" )dt
0

N | —

_ 1_§x3 _%bf 2bbx—(3bb, + 257 ) + .

1 2 3
+5(a02 +b,%)x+(aya, +b,h, )%+(2a0a2 +a12...)%+... (4.91)

Baslangig sartlarindan;
a,=1, a=2, b=-1, b=0
elde edilir. Buradan esitligin her iki tarafinda ayn1 dereceli olan x katsayilar1 esitlenirse;

1, 1
2612 —I_Ebl :>a2 _2_!3

1 1
6a, = —2bb, +§(a02 +b) )= a; = i

12a, =(3bb, +2b,” +a,a, +bb )= a, = %,
genelleme olarak,
a,=—, nx2, (4.92)
elde edilir. Katsayilar (4.84) te verilen f (x) seri aciliminda yerine yazilirsa;
f(x)=a,+ax+ax’+ax’ +ax"..

= 1+2x+%x2 +éx3 +Lx4 +...

24
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=e¢" +x (4.93)
¢Oziimii elde edilir. Simdi (4.83) ile verilen g”(x) integro-diferansiyel denkleminin seri
haldeki esitlerini yazalim.

Z n(n-1p,x"> =—-1+x"— x(ao +ax+a,x’ +ax’ + ) +ij(a02 —b," +2(aya, —bb )’
n=0 0
+(2aya, + a’ —2byb, =B ) +..)dt (4.94)

2b, +6b,x +12b,x> +....=—1—x —x* —a,x’ —...+%x2 +%(a2 +b, +2)x3 , (4.95)

elde edilir. Buradan esitligin her iki tarafinda ayn1 dereceli olan x katsayilar esitlenirse,

1
2b, :—I:bzz—a,

1
6b3:—1:>b3:—§,

1 1

12b4:—1+§:>b4=—4—!,
genelleme olarak,
b, :—%, nx2, (4.96)

elde edilir. Katsayilar (4.87) de verilen g (x) seri aciliminda yerine yazilirsa;

g(x) =b, +b1x+b2x2 +b3x3 +b4x4....

=x—¢ (4.97)
¢oziimii elde edilir. (4.82) ve (4.83) kuple denklemi Biazar, Ghazvini, Eslami [30],
calismasindan alinmistir. Bu kuple denklemden elde edilen analitik ¢6ziim; homotopy
perturbation metodunu (HPM) kullanarak ¢6ziim bulan Biazar, Ghazvini, Eslami [30],

calismasi ¢6ziimii ile aynidir.
4.2.3 VIM formiilasyonu

Diferansiyel denklemlerde VIM formiilasyonuna gore,

u,, (x)=u, (x)+j£/1(Lun (&)+Nu, (£)-g(&£))dé. (4.98)
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Burada u,(x) muhtemel degiskenlerle bir baglangi¢ tahmini ve u,, du, =0 kosulunu

saglayan simirli varyasyon idi. A Lagrange carpani varyasyonel teori yardimiyla
bulunuyor ve denklemin derecesine gore degisiyordu. Elimizde bulunan integro-

diferansiyel denklem ikinci dereceden bir denklem ise A Lagrange ¢arpani
A=(&-x) (4.99)

olarak bulunur. Dolayisiyla (4.98) denklemi asagidaki gibi yeniden yazilabilir.

X

() =u, (x)+ [(&=x)(Lu, (&)+ Nu, (£)-g(£)))dE, (4.100)

0

formiilasyonu uygulanir.
4.2.4 VIM coziimleri

Burada Boliim 4.2.2 de analitik yollarla ¢oziilen sorularin VIM ¢oziimlerini yapalim.

Ornek 4.2.8 u”(x) = -8 —%(ﬁ —x" +j|£(x—t)u(t)dt c u(0)=0, w(0)=2 (4.101)

volterra integro-diferansiyel denklemini g6z 6niine alalim.
A(s)=s-x, (4.102)

Lagrange ¢arpani verilsin. a ve b daha sonradan belirlenecek bilinmeyen sabitler olmak

lizere baslangi¢ yaklasimu,
u,(x)=a+bx (4.103)

alinsin. Buradan

F(u,(x)) 2—8—%063 —x4)+j(x—t)un(t)dt (4.104)
0

olmak iizere, VIM iterasyon formiiliinden;

u, (x)=u,(x)+ j(‘(s - x) w” (s)-F (un (S)) ds

:un(x)+.~!?(s—x)(u”n(s)+8+%(s3 —54)—I(s—t)un(t)dt)d, n=0,1,.. (4.105)

iterasyon formiilii elde edilir. n=0 i¢in 1. iterasyon;
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() = 1y () + [ (5= 0) 0"y (5) — FTup ()]s

0

=u,(x)+ j.(s - x) (u”(s)+8 +%(S3 —s' ) —j:(s —t)(a + bt)dt)ds

0

4 5 5 6
P SN SN A S (4.106)
24 60 120 90

elde edilir. Baslangic sartlar1 (4.106) da verilenu, (x) te yerine yazilirsa;

u, (O) =a=0,
(4.107a,b)
u’(0)=b=2,
bilinmeyen sabitler a =0, b=2 elde edilir.
Ayni1 sekilde n=1 i¢in 2. iterasyondan
1, (x) = 14,(x) + [ (s = %) @, () — Fluy(s)])dis
0
h ” 1
:uo(x)+‘([(s—x)(u O(s)+8+§(s3 —s4)
s 4 5 5 6
~[(s—t)a+bt—4r A B L nas
o 24 60 120 90
4 5 5 8 9 9 10
=a+bx—4x2+£—x—+bx . S bx P (4.108)
24 60 120 40320 181440 362880 453600
elde edilir. Baglangic sartlar1 (4.108) de verilen u, (x) te yerine yazilirsa;
u,(0)=a=0,
:(0) (4.109a, b)
u,’(0)=2=b,

bilinmeyen sabitler a =0, b =2 elde edilir. 1. ve 2. iterasyondan elde ettigimiz sabitler

u,(x) ve u,(x) te yerine yazildiginda;
u, (x) =2x —4x>, (4.110)

u, (x) =2x—4x", (4.111)

cozlimlerinin elde edildigi goriiliir.
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Cizelge 4.2 (4.101) denkleminin VIM ve gercek ¢oziimlerinin karsilagtirilmasi

x Degerleri VIM Coziimleri Gergek Coziimler Hata Analizi

u, (x), n=2 u, (x) Ju, () -, (x)
1.1 —2.6203159888888896 -2.64 0.019684011111110955
1.2 —3.3268223999999997 -3.36 0.03317760000000014
1.3 —4.106368788888889 -4.16 0.05363121111111102
1.4 —4.956338488888888 -5.04 0.08366151111111098
1.5 —-5.8734375 -6 0.12656250000000036
1.6 —6.85358648888889 -7.04 0.1864135111111116
1.7 —7.891804788888887 -8.16 0.2681952111111112
1.8 —8.982086400000002 -9.36 0.3779135999999994
1.9 —10.117267988888889 —10.64 0.5227320111111116
2 —11.28888888888889 -12 0.7111111111111104

Ornek 4.2.9 4 (x)=—x+ %xz - j (x—t)u(t)dt
* 0

u(0)=1, u'(0)=-1, u”(0)=0, u”(0)=I, (4.112)
Volterra integro-diferansiyel denklemini goz oniine alalim.

(s=x)°
/1(s)=T, (4.113)

Lagrange carpam verilsin. a, b, ¢ ve d daha sonradan belirlenecek bilinmeyen sabitler

olmak iizere baslangi¢ yaklagimi,
u,(x) = a+bx+cx’ +dx’ (4.114)

olarak alinsin. Buradan
F(u,(x))=—x +%x2 — [ =1y, ()at (4.115)
: 0

olmak tizere, VIM iterasyon formiiliinden;

u,,ﬂ(x>=u,,<x>+f(s_6x) (1, (5) = F (u,(s)) ds (4.116)
:un(x)+E(S;x) (un(“)(s)ﬂ—zl!sz+E(s—z)un(t)dt)ds, n=01,. (4117

iterasyon formiilii elde edilir. n=0 i¢in 1. iterasyondan;

uy (%) =u,(x)+ j (S -6X) (”0(4) (s) - Flu,(s)]ds
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(s-2)

6

=u,(x)+ j (u0(4) (8)+s —%sz + j(s -, (t)dt)ds

5 6 6 7 8 9
X x°  ax’ bx cx dx

=a+bx+cx’ +dx’ - + - - - -
120 720 720 5040 20160 60480

(4.118)

elde edilir. Baslangig sartlar1 u, (x) te yerine yazilirsa;

u, (0) =a=1,
u’(0)=b=-1,

(4.119a, b, c, d)
ul”(O) =2c¢=0,

u, ”’(O) =6d =1,
bilinmeyen sabitler a=1, b=-1, ¢c=0, d =0,166667 elde edilir. 1. iterasyondan elde
ettigimiz sabitler u,(x) te yerine yazildiginda;

5 7

1, (x) =1 x+0.166667x° ——— + —
120 5040

—2.75573x107°x’ (4.120)

elde edilir. 2. iterasyon;

3

lh(x)=1h(x)+j(s;;) @h“RS)+s-§%s2+j(s-zyh(0ak

X Xt ax®  bx’ ex® dx’
=a+bx+cx’ +dx - + - - - -
120 720 720 5040 20160 60480
11 12 12 13 14
X b ax bx cx

+ - + + +
39916800 479001600 479001600 6227020800 43589145600

15
ax

+
217945728000

(4.121)

elde edilir. Baglangic sartlart u, (x) te yerine yazilirsa;

u, (0) =a=1,
u,’(0)=b=-1,
u,”(0)=2c=0,
u,”” (0)=6d =1,

(4.122a, b, c,d)

bilinmeyen sabitler a =1, b=-1, ¢=0, d =0,166667 elde edilir. 2. iterasyondan elde

ettigimiz sabitler u,(x) te yerine yazildiginda,

5 7
1, (x) = 1= x+0.166667x° ——— + —
120~ 5040

—2.75573x10°%°
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11 13
X

+ f—
39916800 6227020800

+7.64716x107" X",

(4.123)

1. ve 2. iterasyondan elde edilen ¢oziimlerin (1—sinx) seri agilimi oldugu goriiliir.

u(x)=1-sinx

¢Oziimii elde edilir.

(4.124)

Cizelge 4.3 (4.112) denkleminin VIM ve gergek ¢oziimlerinin karsilastiriimasi

x Degerleri | VIM Coziimleri Gergek Coziimler Hata Analizi

u, (x), n=2 u, (x) Ju, (), (x)
1.1 0.10879263993857878 0.10879263993856458 14197 x10™
1.2 0.06796091403283575 0.06796091403277371 6.20337 x107"
1.3 0.036441814583048966 0.03644181458280704 2.41925%x107"
1.4 0.014550270012392152 0.014550270011539856 8.52296x10"
1.5 0.0025050133986974686 0.0025050133959455545 2.75191x 1072
1.6 0.00042639696673104103 0.0004263969584948901 823615%x1072
1.7 0.008335189570593614 0.00833518954753143 2.30622 x107"
1.8 0.026152369182683065 0.026152369121804853 6.08782 x107"
1.9 0.053699912465051666 0.05369991231258553 1.52466 x107"°
2 0.0907025735385523 0.09070257317435904 3.64193x107"°

1

Ornek 4.2.10 u”(x)=¢" —§x+ Ixtu(t)dt; u(0)=1, u’(0)=2 (4.125)
0

Fredholm integro-diferansiyel denklemini géz oniine alalim.

A(s)=(s—x) (4.126)

lagrange carpani verilsin. a, b ve ¢ daha sonradan belirlenecek bilinmeyen sabitler

olmak iizere baslangi¢ yaklagima;

u,(x)=a+bx+ce (4.127)
olarak alinsin. Buradan
4 1
F(u,(x))=¢" —§x+jxmn(z)dt, (4.128)
0
VIM iterasyon formiiliinden;
() = u, () + [ (s = x) (" ()~ F (u,(s)) ds
0
X 4 1
=u,(x)+ I(s — x)(un ”(s)—e' +§s —J-sz‘u,7 (t)dt)ds, n=0,1,..., (4.129)
0

0
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iterasyon formiilii elde edilir. n=0 i¢in 1. iterasyon;

u, (x) =u,(x)+ ]i(s — x)(uo "(s)—¢' +§s - ISt“o (t)dt)ds

=—1+a+c+ex+(—1+b)x+cx+%+%(—4+b+3c)x3

3

elde edilir. Baslangig sartlar1 u, (x) te yerine yazilirsa;

ul(O):a+c:1,
u/(0)=b+c=2,
uo”(O):c:l,

(4.130)

(4.131a, b,c)

bilinmeyen sabitler a=0, b=1, c=1 elde edilir. 1. ve 2. iterasyondan elde ettigimiz

sabitler u,(x) ve u,(x) te yerine yazildiginda;

uy(x)=x+e", u(x)=x+e

elde edilir. Buradan tam ¢6ziimiin u (x) =x+e" oldugu goriliir.

(4.132)

Cizelge 4.4 (4.125) denkleminin VIM ve gercek ¢oziimlerinin karsilagtirilmasi
x Degerleri VIM Coziimleri Gergek Cozliimler Hata Analizi
u, (x), n=1 u, (¥) Ju, (%) =, (%)
0.1 1.2051709180756478 1.2051709180756478 0
0.2 1.4214027581601698 1.4214027581601698 0
0.3 1.6498588075760032 1.6498588075760032 0
0.4 1.8918246976412703 1.8918246976412703 0
0.5 2.148721270700128 2.148721270700128 0
0.6 2.4221188003905088 2.4221188003905088 0
0.7 2.7137527074704764 2.7137527074704764 0
0.8 3.025540928492468 3.025540928492468 0
0.9 3.3596031111569498 3.3596031111569498 0
1 3.718281828459045 3.718281828459045 0
Ornek 4.2.11 u”(x) = —sinx+x —Jz.xtu(t)dt ; u(0)=0, u’(0)=1 (4.133)
0

fredholm integro-diferansiyel denklemini géz 6niine alalim.
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A(s)=(s—x), (4.134)

lagrange carpani verilsin. a ve b daha sonradan belirlenecek bilinmeyen sabitler olmak

lizere baslangi¢ yaklagimi;
u,(x)=a+bsinx (4.135)

olarak alinsin. Buradan

F(un (x)) =—sinx+x— | xtu, (¢)dt (4.136)

O 0 [N

olmak tizere, VIM iterasyon formiiliinden;

() =10, (5) [ (5= 3) 0, 7(5) ~ F (1, (5)) ds

s

x 2
=u,(x)+ [ (s=x)(u,”(s) +sins —s + [ stu, (t)dt)ds, n=0,1,..., (4.137)
0 0

elde edilir. n=0 i¢in 1. iterasyon;

/a2

u, (x) =u,(x)+ ]i(s — x)((s) +sins—s+ J%stun (t)dt)ds

=a+(—1+b)x—%(—8+8b+a7r2)x3+sinx (4.138)

elde edilir. Baslangic sartlart u, (x) te yerine yazilirsa;

ul(O):a=0,

4.139a, b
u/(0)=b=1 (3139, b)

bilinmeyen sabitler a =0, b =1 elde edilir. 2. iterasyondan

x )
u,(x)=u,(x)+ j(s —x) (u,”(s)+sins—s+ J‘sz‘u1 (t)dt)ds
0 0
=a+ (—1+b)x—i(—8+8b+ aﬂz)x3
48

+(7680(—1 +b)=320(~1+b)7* +8(=1+b)7° +ar )x3 /46080 +sinx (4.140)
elde edilir. Baglangic sartlart u, (x) te yerine yazilirsa;

u2(0)2a=0,

4.141a,b
u,(0)=b=1, (4.1412,b)
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bilinmeyen sabitler a =0, b =1 elde edilir. 3. iterasyondan,

4

U (x) =u,(x)+ ji(s — x) (u,”(s)+sins—s+ Jz.stu2 (t)dt)ds

— 1 2 3
—a+(—l+b)x—§(—8+8b+aﬂ' )x

(7680(—1+b)—320(—1+b)7z3 +8(-1+b)7° +ar )x3
+

46080
r’ (7680(—1 +b)=320(—-1+b)7’ +8(-1+b)7° + ar’ )x3
+ +sin x (4.142)
44236800
elde edilir. Baslangic sartlart u, (x) te yerine yazilirsa;
u,(0)=a=0,
:(0) (4.143a,b)
u, (0)=b=1,

bilinmeyen sabitler a=0, b=1 elde edilir. 1., 2. ve 3. iterasyondan elde ettigimiz
sabitler u,(x) ve u,(x) u,(x) te yerine yazildiginda;
u(x)=sinx, u,(x)=sinx, us(x)=sinx (4.144)

cozlimleri elde edilir. Buradan tam ¢6ziimiin u (x) =sinx oldugu goriiliir.

Cizelge 4.5  (4.133) denkleminin VIM ve ger¢ek ¢oziimlerinin karsilastirilmast
x Degerleri | VIM Coziimleri Gergek Coziimler Hata Analizi
u,(x), n=3 u, (x) Ju, ()=, (x)]
0.1 0.09983341664682815 0.09983341664682815 0
0.2 0.19866933079506122 0.19866933079506122 0
0.3 0.29552020666133955 0.29552020666133955 0
0.4 0.3894183423086505 0.3894183423086505 0
0.5 0.479425538604203 0.479425538604203 0
0.6 0.5646424733950354 0.5646424733950354 0
0.7 0.644217687237691 0.644217687237691 0
0.8 0.7173560908995228 0.7173560908995228 0
0.9 0.7833269096274834 0.7833269096274834 0
1 0.8414709848078965 0.8414709848078965 0
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Ornek3.1.12

10 =130 @@ [0 @@y )i o= =2 @)

g0 =145 = (x) 45 [ (£ (1) = () )dr: g0)=-1, g'0) =0 (4.146)

kuple lineer olmayan integro-diferansiyel denklemini g6z ontine alalim. Burada kuple
sistem oldugu i¢in VIM hesaplamalar1 f* ve g icin ayr1 ayr1 yapilsin.

l(s):(s—x), (4.147)
lagrange c¢arpani verilsin. f (x) veg,(x) icin baslangic yaklasimi olarak referans

olarak alinan Biazar, Ghazvini ve Eslami [30] calismas1 Ornek 2 de verilen baslangig

yaklagimi agagidaki gibi
fo(x):1+2x+%x2, go(x):—l—%x2 (4.148)

alinsin. Buradan

F(f,00)=1-3x —%(g',xx))z += (0 + (8,00, (4.149)

0

F(g,(x))=-1+x"—xf,(x

-lklv—‘
S C—

( ) (g, ) (4.150)

elde edilir. VIM iterasyon formiiliinden n=0,1,..., i¢in f,, (x) ve g, (x) ;

fra @)= 1,00+ [(s=x)(, ()~ F (u,(5))ds
0
:];(x)+j(s—x)(f,/'(s)—1+§s3 +%(g’"(s))2 —%I(fn (¢) +(g"(t)2)dt)ds (4.151)

() =g,(0)+[(s—x)(g,"(s) - F(g,())ds

— g, () + [ (5- %) (g, () +1-52 ~of, (5) -

=

j (f,, (1) - (g, )dt)ds (4.152)

iterasyon formiilii elde edilir.
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n=0 icin 1. iterasyon;

[ = £+ [ (5=2) (47(8) = F (fi(s)) ds

=A(x>+i(s—x)w(s>—1+§s3 +2 (€4 —%i(fo(r)z +(2,(0)? ) di)ds

2 3 4 5 6 7
:1+2x+x_+x_+x_+x_+x_+x_ (4153)
2 6 24 30 120 840

£(x) = gy (0)+ [ (s —x) (8, (5) = F (g,(5))ds

j (£, (1) = (g, )" )dyas

NG

= gn(x)+J.(s—x)(gn”(s)Jrl—s2 -sf, (s)—

3
S D . (4.154)

n=1 i¢in 2. iterasyon;

F@)= £+ [ (5=2) (/7(5) = F (£,(5)ds

=+ (s W) RO-T+55 +2 (60 —%!(fl (1)’ +(g,(0)" ) dnyds

x2 3 x4 xS x6 x7 xS x9
=14+2x+—+—+—+ + + + +
2 6 24 120 720 5040 1440 120960

10 17
P +...+S—, (4.155)
1814400 5757696000

2:(x) = g, (0)+ [ (s=x)(g,"(s)~ F (2(s))ds

N

(1) = (&) )dnyds

0

NG e

:gl(x)+J-(s—x)(gl”(s)+1—s2 —sf, (S)—

¥ X oxr X X x x® x’

2 6 24 120 720 5040 2304 26880

17

19x" 43x" x* X
+ + + fit—/——, (4.156)
2419200 6652800 709632 11515392000

elde edilir. Bu sekilde 4. iterasyona kadar ilerlendiginde;
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7109= £00+ [ (5= X)) 137+ 5 @0 {4 e, v

=14+2x+—+—+——+ + + + +
2 6 24 120 720 5040 40320 362880

2 3 4 5
X X

7 8 9

X X X

109x”

+ +...+
3628800 536753...

€00 = &0+ [ (s-3)(&, () +1-5" = 5£, (5)

2 3 4 5

X X X X

© ey

X X

11
X

13x"

- - —————
3628800 39916800 153358....

iterasyon ¢ozlimleri elde edilir. Bu ¢6ziimler kapali formda,

f(x)=6x+x, g(x)zx—e‘”

elde edilir. Bu kuple denklemin Biazar, Ghazvini, Eslami [30], ¢alismas1 Ornek 2’ de

verilen baslangi¢c yaklagimi alinarak elde edilen VIM ¢6ziimii, homotopy perturbation

(4.157)

(/1) = (&))" ) dryas

7 8 9
(4.158)

(4.159)

metodunu (HPM) kullanarak ¢6ziim bulan ¢aligma ile ayn1 sonucu vermistir.

Cizelge 4.6 (4.145) denkleminin VIM ve ger¢ek ¢ozlimlerinin karsilastirilmasi

x Degerleri | VIM Coziimleri ( f) Gergek Coziimler( f) Hata Analizi
f(x), n=4 f () |/ ()= 7 ()]
1.1 4.104162250308633 4.1041660239464335 377364 %107
1.2 4.5201042111716525 4.520116922736547 0.0000127116
1.3 4.9692575682815034 4.969296667619244 0.0000390993
1.4 5.455088677564064 5.455199966844674 0.000111289
1.5 5.981392848227635 5.9816890703380645 0.000296222
1.6 6.552288849650242 6.553032424395115 0.000743575
1.7 7.172175041373082 7.1739473917272 0.00177235
1.8 7.845613506669211 7.849647464412946 0.00403396
1.9 8.577086351320967 8.585894442279269 0.00880809
2 9.370535184582199 9.38905609893065 0.0185209
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Cizelge 4.7 (4.146) denkleminin VIM ve gergek ¢oziimlerinin karsilastiriimasi

x Degerleri | VIM Coziimleri ( g ) Gergek Coziimler( g ) Hata Analizi
g,(x). n=4 g. (x) .. (x) -, (x)]
1.1 —-1.904165006913149 —1.9041660239464333 1.01703x10°
1.2 -2.1201137265838095 —2.120116922736547 3.19615x10°°
1.3 —2.3692875242561353 —2.3692966676192446 9.14336x%10°°
1.4 —2.6551758472824 —2.6551999668446746 0.0000241196
1.5 —2.9816298109643147 —2.9816890703380645 0.0000592594
1.6 —3.3528957632095633 —3.353032424395115 0.000136661
1.7 —3.773649785212588 —3.7739473917271997 0.000297607
1.8 —4.249032695058069 —4.249647464412947 0.000614769
1.9 —4.784685970846444 —4.785894442279268 0.00120847
2 —5.386791340260246 —5.38905609893065 0.00226476
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BOLUM V

TARTISMA VE SONUCLAR

Temel olarak lineer ve lineer olmayan integral ve integro-diferansiyel denklemlere
¢Oziim bulurken temel analitik metotlarin ve yar1 analitik Varyasyonel iterasyon metodu
( VIM ) kolaylikla kullanilabilecegini gostermis olduk. Farkli kaynaklardan alinan
sorularin gercek ¢Oziimleri temel analitik metotlardan elde edilen sonuglarla

karsilastirildiginda yaklasik ya da ayni sonuglarin elde edildigi goriilmektedir.

Varyasyonel iterasyon metodu (VIM) kullanilarak bulunan sonugclar, gercek ¢oziimler
ve hata analizi tablolar halinde verilerek daha kolay karsilastirma yapilmasi
saglanmistir. Tablolar incelendiginde birbirine ¢ok yakin hatta ¢ogunlukla ayni sonuglar

elde edildigini goriilmektedir.

Temel analitik metotlar ve VIM in lineer ve lineer olmayan integral ve integro-
diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde hangisinin daha etkin oldugu konusunda; integro-
diferansiyel denklemlerde VIM in zaman ve daha kolay uygulanabilme acisindan daha
etkin oldugunu sdyleyebiliriz. Integral denklemlerde ise VIM, temel analitik metotlarda
gecen ardisik yaklasim metoduyla ¢ok benzerlik gosterdiginden VIM’ in temel analitik

metotlara gore bir {stlinliigli yoktur. Temel analitik metotlar integral ve integro-

diferansiyel denklemin lineer ve K (x,t) cekirdeginin ayrilabilir oldugu durumlar gibi

kisith sartlarda daha kolay c¢oziim vermektedir. VIM metotunun ise c¢ekirdege ya da
lineerlige bakilmaksizin genel olarak uygulanabilirliginin daha fazla oldugu sonucuna

varabiliriz.
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