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OZET

ZAMAN SKALASI UZERINDE OSTROWSKI VE OSTROWSKI-GRUSS
TiPi ESITSIZLIKLER

RUZGAR, Hiiseyin
Nigde Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Danigman : Yrd. Dog. Dr. Adnan TUNA

Agustos 2012, 50 Sayfa

Bu tezde, zaman skalasmin tanim1 ve temel 6zellikleri, dinamik esitsizlikler ve zaman
skalasinda Ostrowski ve agirliklt Ostrowski-Griiss esitsizlikleri incelendi. Ayrica zaman
skalasinda agirlikli A integral ifadesi birlesimini iceren agirlikli Ostrowski tipi
esitsizliklerin bazi1 genellestirmeleri elde edildi. Bundan bagka bu sonuclarin siirekli,

ayrik ve quantum analiz durumlarina uygulamalar verildi.

Anahtar Sézciikler: Zaman Skalasi, Ostrowski Esitsizligi, Agirhikli Ostrowski-Griiss Esitsizlikler,
Agirlikli Ostrowski Tipi Esitsizlikler.

v



SUMMARY

OSTROWSKI AND OSTROWSKI-GRUSS TYPE INEQUALITIES
ON TIME SCALES

RUZGAR, Hiiseyin
Nigde University
Gruduate School of Natural and Applied Sciense

Department of Mathematics

Supervisor : Assistant Professor Dr. Adnan TUNA

August 2012, 50 Pages

In this thesis we consider definition and fundamental properties of the time scales,
dynamic inequalities and Ostrowski and Ostrowski-Griiss inequalities on time scales.
Furthermore, we obtain some weighted generalizations of Ostrowski type inequalities
on time scales involing weighted A-integral means. We also give some applications of

these results to the continuous, discrete and quantum calculus cases.

Keywords: Time Scales, Ostrowski Inequality, Weighted Ostrowski-Griiss Inequalities, Weighted
Ostrowski Type Inequalities.



ON SOz

Bu tez kapsaminda zaman skalasmin tanimi ve temel 6zellikleri, zaman skalasinda
Ostrowski ve agirlikli Ostrowski-Griiss esitsizlikleri incelendi. Ayrica zaman skalasinda
A integral ifadesi birlesimini igeren agirlikli Ostrowski tipi esitsizliklerin bazi
genellestirilmesi yapilmistir. Zaman skalasinda bulunan bu esitsizlikler 6zel durumlar
olarak stirekli, ayrik ve quantum analiz durumlar1 alinarak sonuglar verilmistir ve bu

sonuglar literatiirde bulunan esitsizlikler ile karsilastirilmistir.

Tez ¢aligmasi boyunca arastirmalarimin her asamasinda ilgi, bilgi ve onerileri ile beni
yonlendiren danigman hocam, Sayin Yrd. Do¢. Dr. Adnan TUNA’ ya tesekkiir ederim.
Calismalarim esnasinda tecriibelerini esirgemeyen Yrd. Dog. Dr. Durmus DAGHAN’ a
ve hayatim boyunca her tiirlii destegi ve sabr1 gosteren kiymetli arkadaslarima ve canim

aileme minnet ve siikranlarimi sunarim.
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SIMGE VE KISALTMALAR

Simgeler Ac¢iklama

R Reel Sayilar

Z Tam Sayilar

N, Dogal Sayilar

T Zaman Skalas1

o Ileri sigrama operatorii
P Geri sigrama operatorii
U Ileri sigrama fonksiyonu

Geri sigrama fonksiyonu

I Hilger(Delta) tiirev

Af Ileri fark operatorii

T Tirev tanim kiimesi

C, Sagda yogun siirekli fonksiyonlarin kiimesi



BOLUM I
GIRIS

Ostrowski tipi esitsizlikler bir fonksiyonun degerine yaklagsmada fonksiyonun ortalama
degerinin yardimi ile keskin hata tahminlerinin bulunmasmi saglar. Ostrowski tipi
esitsizlikler farkli Riemann toplamlar1 yardimi ile Riemann integraline yaklagsmada
farkl quadratik kurallar i¢cin 6ncelikli hata sinirlar1 elde etmek icin kullanilir. Genelde
orta nokta kurali, belirli bir bolimiin i¢ noktalarinda Orneklenmis tiim Riemann
toplamlar1 sinifinda en iyi yaklagimi saglar. Ostrowski tipi esitsizlikler lizerine ¢ok
sayida, siirekli ve ayrik durumlarda genellemeler yapilmistir. Ayrica n kez
tiirevlenebilir fonksiyonlar, vektor degerli foksiyonlar, ¢ok kath integraller ve zaman

skalasinda daha genel versiyonlar ¢alisilmistir. Niimerik analiz, olasilik teorisi ve diger
alanlarda ¢ok sayida uygulamalar1 Val'dll'[14] .

Son yillarda iizerinde bircok calismalar yapilan zaman skalasi teorisi 1988 tarihinde

Stefan Hilger [16] tarafindan siirekli ve ayrik analizi birlestirmek amaciyla
kurulmustur. Zaman skalas1 iizerinde dinamik denklemlerin ¢aligilmasi, diferansiyel
denklemlerden ve fark denklemlerinden iki ayr1 sonug elde edilmesini engeller[S] .

Bu ¢alismanin ikinci béliimiinde, zaman skalasinin tanimi ve temel 6zellikleri, Hilger’in
delta tiirevi, zaman skalasinda tiirevin 6nemli 6zellikleri, zaman skalasinda siireklilik,
zaman skalasinda integral ve zaman skalasinda polinomlarla ilgili tanim ve teoremler,
zaman skalasinda dinamik esitsizliklerden Holder, Cauchy-Schwarz ve Minkowski
esitsizlikleri incelenmistir.

Ucgiincii boliimde, zaman skalasinda Ostrowski, zaman skalasinda L” ve L normlari
iizerinde Ostrowski ve agirlikli Ostrowski—Griiss esitsizlikleri incelenmistir.

Dordiincii boliimiinde, zaman skalasinda agirlikli A integral ifadesi birlesimini igeren
agirhikli Ostrowski tipi esitsizlik, zaman skalasinda iki fonksiyon i¢in agirlikli
Ostrowski tipi esitsizlikler, zaman skalasinda perturbe edilmis Ostrowski tipi
esitsizlikler elde edilmistir. Ayrica bu sonuclarmn siirekli, ayrik ve quantum analiz

durumlarina uygulamalar1 verilmistir.



BOLUM II
ZAMAN SKALASI ANALIZi

Bu bolimde zaman skalast analizi ve zaman skalasinin 6nemli temel Ozellikleri

hakkinda bilgi verilecektir. Zaman skalasi teorisi ile ilgili daha ayrintili bilgi i¢in [l],

[5]. [6]. [16], [21] kaynaklarma bakilabilir.

2.1 Zaman Skalasinda Temel Kavramlar

Tanmim 2.1 Bir zaman skalasi, keyfi bos olmayan kapali bir gergel sayilar kiimesidir. R ,
Z, N, [O,l] U[2,3] ve [0,1] UN, kapali araliklar1 zaman skalasina birer drnektir. Ama
Q, R\Q, C, (0,1) acik araligi ise birer zaman skalasi degildir. Bu teori boyunca
zaman skalast T ile gosterilecektir. T {izerinde tanimli bir f fonksiyonunun delta

tirevi f* ile gosterilecektir. Farkli zaman skalalar1 iizerinde taniml1 fonksiyonlarin

delta tiirevini anlayabilmek i¢in asagidaki iki 6zel duruma bakilabilir.

i) Eger T=R ise bu taktirde f* = /" alisilmus tiirev

ii) Eger T =7 ise bu taktirde f* = Af ileri fark operatorii

Genel teoride daha degisik zaman skalalar1 alinabilir [5] .

Tamm 2.2 T bir zaman skalasiolsun. te T igin o: T — T ileri sigrama operatorii
o(t)=inf{seT:s>1]

ve p:T — T gerisicrama operator
p(t)=sup{seT:s <t}

bigiminde tanimlanir. Bu tanimda inf@ =supT (eger T bir max¢ ye sahip ise
O'(t) =t)ve supd =inf T (eger T bir mins ye sahip ise ,u(t) =t) olur[S] .

Tamm 2.3 Graininess fonksiyonu z:T —[0,00) olmak tizere wu(7)=o(¢)—¢ seklinde

tanimlanir.



Tanim 2.4 Eger o(¢) >t ise ¢ sagdan sacilimli, p(¢) <t ise ¢ soldan sagilimlidir. Hem
sagdan sacilimli hem soldan sagilimli noktalara izole nokta denir. Ayrica, ¢ <supT ve
O'(t) =1 ise t sagda yogun, t>inf T ve p(t)=t ise ¢ solda yogun denir. Hem solda

hem de sagda yogun olan noktalara yogundur denir. Sekil 2.1 de noktalarin gosterimi ve

Cizelge 2.1 de noktalarm smiflandirilmasi gosterilmistir.

® () ¢, soldan yogun ve sagdan sagilimli
Z‘]
. t, soldan ve sagdan yogun
Z‘2
o [ t, sagdan yogun ve soldan sagilimli
t3
() () [ t, soldan ve sagdan sag¢ilimli
Z‘4

Sekil 2.1 Noktalarin Gésterimi

Cizelge 2.1 Noktalarin Siniflandirilmasi

t sagdan sagilimli t<o(t)
t sagdan yogun t=0(t)
t soldan sagilimli p(t)<t
t soldan yogun p(t)=t
t izole pt)<t<o(t)
t yogun p(t)=t=o0(t)

o(t) ve p(t) i¢cin Tanim 2.2 disiiniildiigiinde, o(t) ve p(t) T zaman skalasmin
elemant olur. Ciinkii T zaman skalasi, R nin kapali bir alt kiimesidir. T zaman
skalasindan tiiretilmis bir T* kiimesi; eger T soldan sa¢ilimli bir m maksimumuna

sahip ise, T* = T—m diger durumlarda T* =T seklinde tammlamr[S].




f:T—R bir fonksiyon olsun. f°:T—R fonksiyonu VzeT icin f°(t)= f(o(¢))

seklinde tanimlanir [5] .

Ornek 2.1 Zaman skalasmin R ve Z oldugu durumlari inceleyelim.

i) Eger T=Rise 3reR igin
o(t)=inf{seR:s>r} =inf(s,00)=¢
ve
p(t)=sup{s eR:s <t} =sup(—oo,t) =t

olur. Burada V7 € R noktasi yogundur. Ayni zamanda p graininess fonksiyonu V¢ e T

igin 4(¢)=0 dur.
if) Eger T=7 ise 3t € Z igin

o(t)=inf{seZ:s>t} =inf {t+1,t+2,t+3,..} =t+1
ve

p(t)=sup{seZ:s<t}=sup{t—1,-2,t-3,.}=t-1

bulunur. Burada V¢eZ noktast izole noktadir ve g graininess fonksiyonu da

VieT i¢in ,u(t) =1 dir.

Yukaridaki iki Ornekte u graininess fonksiyonu sabittir. Zaman skalasimda u
graininess fonksiyonu analiz igin 6nemli bir rol oynar[5].

2.2 Zaman Skalasinda Delta Tiirev

Tanim 2.5 f:T—>R bir fonksiyon ve ¢teT* olsun. V& >0 olacak sekilde 36 >0

i¢in ¢ nin bir U komsulugu (yani U = (t-S,H—S) NT) igin

‘f(a(t))—f(s)—fA(t)[a(t)—s]‘sg‘a(t)—s

, VselU
esitsizligi saglanirsa (1) ifadesine f fonksiyonunun delta tiirevi denir[5].

Ornek 2.2 i) Eger f:T >R fonksiyonu VreT icin f(¢)=a ise f*(t)=0 olur.

Burada a € R sabittir ve Ve >0 igin



, VseT

/(o (t)-1(s)-0[o(t)-s ] =|a-a|=0<c|o(t)-s
olmasi sebebi ile dogrudur.
ii) Eger /: T —R fonksiyonu V¢eT i¢in f(t)=¢ ise f*(t)=1 olur ve V& >0 icin

\f(a(f))-f(s)-l[a(f)-s]\ :\a(t)-s-[a(t)-s]\ =0<elo(t)-s

,VseT.

Ornek 2.3 teT! (t;tmin']l‘) ve p(t)=t<o(t) ise o ileri sigrama operatoriiniin t

noktasmda f* tiirevinin olmadig1 Tanim 2.5 kullanilarak gosterilebilir [5] .

Teorem 2.1 f : T — R bir fonksiyon ve ¢ € T* olsun. Bu durumda

i) Eger f fonksiyonu ¢ noktasinda tiirevlenebilir ise f fonksiyonu ¢ noktasinda

stureklidir.

ii) Eger f fonksiyonu ¢ noktasinda siirekli ve ¢ noktasi sagdan sacilimli ise
f fonksiyonu ¢ noktasinda tiirevlenebilirdir ve

()= f(ifiiiif“’-

iii) Eger ¢ noktasi sagdan yogun ise f fonksiyonu ¢ noktasinda tiirevlenebilirdir ve

12 ()= fim )=/ (5).

s>t [1—9

iv) Eger f fonksiyonu # noktasinda tiirevlenebilir ise
Flo(@)=f(0)+u(e) (1)

dir[5].

Ornek 2.4 T=R ve T=7 durumlarmi inceleyecegiz.

i) T=Rolsun. Teorem 2.1 (iii) den, f:R — R taniml bir fonksiyonun delta tiirevi

teR i¢in

dir.

ii) T=Z olsun. Teorem 2.1 (ii) den, f :Z — R tamml bir fonksiyonun delta tiirevi
t €7 icin



()= D r () -1 ()= (0)

bigimindedir. A zaman skalasinda fark operatoriidir ve Af (t) =f (t+1)— f (t)

seklinde tanimlanir [5] .

Teorem 2.2 f,g:T—>R tanimh ve teT" noktasinda tiirevlenebilir fonksiyonlar

olsun. Bu taktirde

i) f+g:T — R toplam fonksiyonu da ¢ noktasinda tiirevlenebilir ve

(f+2) ()= (0)+£" (1)

ii) Her sabit  i¢in o /' : T — R fonksiyonu da tiirevlenebilir ve

(af) ()=af*(c)

iii) fg : T — R fonksiyonu da tiirevlenebilir ve
(f2) () =f ()" () + 1* (1) g(e(e) = * ()2 (1) + £ (o (1)) (1)

iv) Eger f (t) f (O'(t)) #0 ise % fonksiyonu da tiirevlenebilir ve

H“" YiOhC0)

v) Eger g(t) g(O'(t)) #0 ise i fonksiyonu da tiirevlenebilir ve
g

HA@: 1 (0)8()-1(0g (1)

g
seklindedir [5].
Tammm 2.6 f:T — R tamiml bir fonksiyon olsun. Eger f* fonksiyonu T = (T*)*

iizerinde tiirevlenebilir ise, f fonksiyonunun ikinci tirevi f** =(f*)" T >R olup,

n yinci mertebeden tiirev f AT SR bi¢imindedir. Bu durumda o’ (¢) = o(o(t)) ve



p*(t)=p(p(t)). Ayrica p°(t)=0"(t)=t, fAO =f, T =T ve V neN, icin
o"(t)=t+nh, p"(t)=t—nh dir[3].
Baz1 zaman skalalar1 i¢in hesaplanan g graininess fonksiyonunun, o ileri sigrama

operatoriiniin ve p geri sigrama operatoriiniin farkli durumlar1 asagida Cizelge 2.2 de

verilmistir [5] .

Cizelge 2.2 Graininess Fonksiyonu ve Sigrama Operatérlerinin Ozel Halleri

T u() o(1) p()
R 0 t t

Z 1 t+1 t—1
q" (g-1)1 gt z
NG 2t +1 (V1 +1y (e -1y

Tanim 2.7 /:T — R tanimli bir fonkisyon olsun. Eger f fonksiyonunun T iizerinde
sagdan yogun olan biitiin noktalarda sagdan limitleri ve soldan yogun olan biitiin

noktalarda soldan limitleri var ise, f fonksiyonuna diizenli fonksiyon denir[S] .

Tanim 2.8 f/:T — R tamimh bir fonksiyon olsun. Eger f fonksiyonu T iizerinde

sagdan yogun noktalarda siirekli ve T {izerinde soldan yogun olan noktalarda soldan

limiti var ise, f fonksiyona rd siirekli fonksiyon denir. f: T — R tanimh rd siirekli

fonksiyonlarm kiimesi
C,=C,y(T)=C,(T.R)

biciminde gosterilir. f:T — R taniml tiirevlenebilir ve tiirevleri »d siirekli olan

fonksiyonlarm kiimesi
Crld = Crld (T) = Crld (T,R)
seklinde gosterilir [5].

Teorem 2.3 f:T — R taniml bir fonksiyon olsun. Bu taktirde

i) Eger f fonksiyonu siirekli ise, f fonksiyonu rd siireklidir.
7



ii) Eger f fonksiyonu rd siirekliise, f fonksiyonu diizenlidir.
iii) o ileri sigrama operatorii rd stireklidir.

iv) Eger f fonksiyonu diizenli veya rd siirekli ise, f° fonksiyonu da diizenli veya rd

stureklidir.

v) f siirekli bir fonksiyon olsun. Eger g: T — R tamimli diizenli veya rd siirekli bir

fonksiyon ise, fog fonksiyonu da diizenli veya rd sﬁreklidir[S].

Tamm 2.9 f:T — R tamml siirekli bir fonksiyonu olsun. DcT* ve T*\D béolgesi

sayilabilir ve T nin sagdan sagilimli elemanlarini icermeyen ve her bir reD

noktasinda f fonksiyonu tiirevlenebilir ise, f fonksiyonu D tiirevlenebilir bolgesinde

on tiirevlenebilirdir denir[5].

Teorem 2.4 Kompakt bir aralikta her diizenli fonksiyon smlrhdlr[S] .

Teorem 2.5 f ve g fonksiyonlar1 T iizerinde tanimlanan reel degerli fonksiyonlar ve

her iki fonksiyonda D tiirevlenebilir bolgesinde On tiirevlenebilir olsun. Bu taktirde

Vte D igin
RO S0,
esitsizligi saglanirsa, » <s olmak ilizere Vr,s € T i¢in

[f(s)=f(r)<g(s)-g(r)
dir[5].

Teorem 2.6 f diizenli bir fonksiyon olsun. Bu durumda V¢ e D i¢in D tiirevlenebilir
bolgesinde on tiirevlenebilir bir F*(¢)= f(t) olacak bicimde bir F fonksiyonu

vardir [5] )

2.3 Zaman Skalasinda integral

Tanmim 2.10 /:T — R diizenli bir fonksiyon ve f fonksiyonunun 6n anti tiirevi

olsun. Bu durumda f fonksiyonun belirsiz integrali



[fene=Ft)+c

seklinde tanimlanir. Burada C keyfi bir sabittir. Cauchy integrali Vr,s € T i¢in

[fet)ae=F(s)-F(r)
dir. Eger V¢ e T igin
FA(t)=f(t)
sartt saglantyor ise, F:T — R fonksiyonuna f:T — R fonksiyonunun anti tiirevi

denir [5] )

Teorem 2.7 Her rd siirekli fonksiyonun bir anti tirevi vardrr. 7, €T ise

f fonksiyonunun anti tiirevi £ fonksiyonu V¢ € T igin

F(t)=[ f(t)At

seklinde tanimlanir [5] .

Teorem 2.8 feC,, ve t €T ise,
o(t)
[T r@ac=uo) o)
dir[5].

Teorem 2.9 Eger f* (t) >0 ise, f fonksiyonu azalan degildir[S] :

Teorem 2.10 Eger a,b,ceT, aeR ve f,geC, ise,

i) i[f(t)+g(t)]At =if(t)At+ig(t)At,
ii) i(af)(t)Atzajf(t)At,

iii) if(t)Atz—jf(t)At,

C

iv) if(t)At = If(t)AHTf(t)At,

a c

b

0 (@) O =(R)E)-(R)a)-] (e,

a

b

W [0 (03 =()(0)~(fe)a)=[ 1 O o0) .

a



j'f(t)At

b
viii) Eger biitiin a <¢<b igin f(¢)>0 ise, [ f(£)Ar=20

a

b

SJ.g(t)At,

a

vii) Eger [a,b) lizerinde | f(t )| <g(t) ise,

d1r[5] :

Teorem 2.11 a,b €T ve f €C,, olsun. Bu durumda
b b
i) Eger T=R ise, I f(t)Ar= I £ (¢)dt olup, esitligin sag tarafindaki integral Riemann

anlaminda integraldir.

ii) Eger [a,b] sadece izole noktalar1 i¢eriyor ise,

z)/,t(t)f(t), a<b

b tefa,b
[f(2)ae= 0, a=b
¢ —[Z:)/,t(t)f(t), a>b

iii) Eger Tthz{hk:keZ}, h>0 ise

iv) Eger T=7 ise,

b-1

f(t), a<b

j'f(t)Atz 7 0, a=b

” S (1), asb
seklindedir 5] .
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2.4 Zaman Skalasinda Polinomlar

Burada genel bir zaman skalasinda fonksiyonlar i¢cin Taylor formiilii verilmektedir.
Genellestirilmis polinomlar g,,4, : T — R,k € N, fonksiyonlardir. Bu fonksiyonlar
i) g,ve hy, Vs,teT igin

g (1,5)=hy(t,5)=1

ii) k € N olmak iizere g, ve h, verilmis ise, g,,, ve h,,, Vs,teT i¢cin

g (t,8)= ng (G(T),S)AT ve hy, (t,s)= Ihk (7,5)A7
seklinde tanimlanir. 7, (t,s) fonksiyonunun s sabit olmak iizere ¢ ye bagh delta tiirevi
h* (t,s) olup, ke N ve t e T* i¢in

ho(t,s)=h_ (t,5)
seklindedir. Benzer olarak ke N ve ¢t € T* igin

gkA (t,s) =g (O'(t),s)
bi¢gimindedir. Yukaridaki tanimlamalardan Vs,z e T i¢in

g (t.s)=h(t,s)=t-s
elde edilir. Ancak & >1 oldugu durumlarda g, ve A, fonksiyonlar: i¢in boyle bir ifade
bulmak kolay degildir[5].

Ornek 2.5 Zaman skalasimin R ve Z oldugu durumlarda g, ve h, fonksiyonlar:
verilecektir.

i) T=R olsun. VreR i¢in O'(t)=t ve keN, i¢cin g, =h, dr. k=2 igin
g, (t,s) =h, (t,s) . Bu durumda

T=$

dir.
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a € R icin n kez tiirevlenebilen f:R — R tanimli bir f* fonksiyonu asagidaki bilinen

Taylor formiiliinii saglar. V¢ € R i¢in bu formiiliin gosterimi

k

e A

k=0

_ < h, (f,a)f(k)(a)+jhn—l (t,a(r))f(")(f)df

k=0

n— ]

gk oLt f( )(a)+ (—1)"_] g, (U(T),t)f(") (r)dr

R —

=

O

seklindedir. f *) burada da f fonksiyonunun k. tﬁrevidir[S].

ii) T=Zolsun. V¢ eZ igin O'(t)=t+1. Vt,s € Z igin,

T=t

bulunur. k€N, oldugunda V¢,s € Z i¢in,

h, (t,s):%:(f;sj

elde edilir.

o € Z olmak iizere f:7Z — R taniml bir f fonksiyonunun Taylor formiiliiniin ayrik

analizdeki karsilig1 asagidaki gibidir. Vi € Z ve ¢t > o +n olmak iizere

1 (¢ — o\ i=n
f(t):ko(fT!)Akf(a)Jr(nll) ,Za:(t 7-1)"" A" ()

= :_;(—1)" g, (a,t)Akf(a)+2(_l)n—l - (a(r),t)A"f(T)

seklindedir. Burada A*, k. kez ileri fark operatériidﬁr[S] .

Ornek 2.6 T=¢" olsun. ¢>1 olmak iizere ¢“= {qk ke Z} ve ¢°=q" U{o}

seklinde tanimlanir. Bu durumda Vk € N olmak tizere V¢,5 € T igin,

12



k-1 t—qvS

h(t.s)=]1=
v= un

u=0

dir. Ozel halde ¢ =2 durumunda V¢,s €T igin,

e t—2"s
hk (t,S):lj!2V+] -1

olur. Buradan k=2, k=3 ve k =4 durumlar1 hesaplanirsa,
i) k=21¢in,

3
ii) £ =3i¢in,

(t—s)(t—2s)(t—4s) .

21

h, (t,s) =
iii) £ =41¢in,

(t—s)(t—2s)(t—4s)(t—8s)
315

h, (t,s):

elde edilir[S] )

2.5 Zaman Skalasinda Dinamik Esitsizlikler

Bu alt boliimde, ileride cesitli ispatlarda kullanilacak olan ve ¢ok iyi bilinen zaman

skalasinda Holder, Cauchy-Schwarz ve Minkowski esitsizlikleri verilecektir.

Teorem 2.12 (Holder Esitsizligi) a,beT ve f,g:[a,b]—)]R tanimh rd siirekli

fonksiyonlar olsun. Bu durumda

o o s

esitsizligi vardir. Burada p >1 ve ¢ - P d1r[5].

Teorem 2.13 (Cauchy-Schwarz Esitsizligi) a,beT ve f ,g:[a,b]—)R tanimli rd

sirekli fonksiyonlar olsun. Boylece

13



flrrstotors {frof o fieor o

esitsizligi elde edilir[5].

Teorem 2.14 (Minkowski Esitsizligi) a,beT, p>1 ve f,g:[a,b] — R tanimh rd

}L

stirekli fonksiyonlar ise,

(e ol <{flrer sf) <[y

esitsizligi saglanir [5] :
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BOLUM 111

OSTROWSKI VE AGIRLIKLI OSTROWSKI-GRUSS ESITSIiZLIKLERI

1988 tarihinde Ostrowski [31], diferensiyellenebilir bir fonksiyonun mutlak sapmasina,
ayn1 fonksiyonun ortalama integralini kullanarak yaklasimini veren bir esitsizlik elde
etmistir. Bu esitsizlige Ostrowski esitsizligi denir ve
( a+b T

l‘ —
2 ) 1

<sup|f"(1)|(p-a) TR

f(r)-bLff(s)ds

seklindedir.
Bu c¢alismada Bohner ve Matthews [3], zaman skalasinda Montgomery esitligini

kullanarak, zaman skalasinda Ostrowski esitsizligini ispatlamigtir. Ayrica sonuglarmn
sirekli, ayrik ve quantum analiz durumlarina uygulamalar1 ve agirlhikli Ostrowski
esitsizliginin birkac versiyonlar1 verilmistir.

Bu c¢aligmanim incelenmesi sonraki bdliimde yapilacak zaman skalasinda Ostrowski
esitsizliginin agirlikli versiyonu igin temel bilgi olusturacaktir. Zaman skalasinda

Ostrowski esitsizligi ve genellestirmeleri (Ostrowski-Griiss, Ostrowski-Cebysev tipi ve

Trapezoid esitsizlikleri) olduk¢a yaygin olarak ¢alisilmistir [4,16,19,21, 23,24,25,26,

27,28,30,33,39,40,41,42,43,44,45] .
3.1 Ostrowski Esitsizligi

Lemma 3.1 (Montgomery Esitligi) a,b,s,teT, a<b ve f: [a,b] — R tanimli

. s—a, a<s<t .
fonksiyon olsun. p(t,s)= b <ok olmak iizere
s—b, t<s<

b

J.p(t,s)fA (S)AS

a

esitligi elde edilir[3].

15



Sonu¢ 3.1 (Ayrik Durum) Lemma 3.1 de T=%Z, a=0, b=n, s=j, t=i ve
f(k)=x, almirsa,

1 n ln—] o
x == % +=2 p(ij)Ax
nj= nj=o
esitligi vardir. Burada 1< j<n—1i¢in p(L,j)=j—-n, 0<j<n—1icin p(n,j)=/,

o),

j—n, i<j<n-1

O=J<l (e p(i,0)=0

dir[3,12].

Sonug 3.2 (Siirekli Durum) Lemma 3.1 de T=R olsun. Bu durumda

b

Ip(t,s)f’(s)ds

b-a-

1

f(t):b—a

j:f(s)ds+

esitligi elde edilir. Bu esitlik Montgomery esitligi olarak bilinir[3,30] .

Sonuc 3.3 (Quantum Analiz Durumu) Lemma 3.1 de T=¢"", ¢>1, a=¢", b=¢" ve

m < n olsun. Bu taktirde

n—I1

qkf(qk+l) | .
) =g 2L (6) -1 () ]o(ed')

qk (] =m

=

k=m
k_ m mg k<t
esitligi vardir. Burada p(t,q"):{qk qn’ 1 kq ) dir[3].
9 —q°, t<q <gq

Teorem 3.1 (Ostrowski Esitsizligi) a,b,s,teT, a<b ve f: [a,b] — R tanimh
tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Bu taktirde
1 b
- “(s)As
b—a J. / ( )

a

Y (1, (t.a)+ by (1.D))

b—a

A (t)‘ dir[3].

<

/(1)

esitsizligi vardir. M = sup

a<t<b

Sonu¢ 3.4 (Ayrik Durum) Teorem 3.1 de T=Z%Z, a=0, b=n, s=j, t=i ve
f(k)=x, olsun. M = max
n+l

1<i<n—1
1 & M.
xl.——ij <—|li———
ni5 n 2

Axl.| olmak tizere
Lot
+
4
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esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik ayrik Ostrowski esitsizligidir [3,12].

Sonug 3.5 (Siirekli Durum) Teorem 3.1 de T =R alinirsa,

3 a+b
‘f(t)—ﬁj’f(s)ds <M(b—a) %%

esitsizligi bulunur. M = sup ‘ f '(t)‘ dir. Bu esitsizlik Ostrowski[3,31] :

a<t<b

Sonug 3.6 (Quantum Analiz Durumu) Teorem 3.1 de T=¢"", ¢>1, a=q¢", b=¢q" ve

/(a)-10)]

m<n olsun. M = sup ( l)t
q-

q"<t<q"
(o) || (1) (¢ 0+ Or0-2)(e ra)
e i 1_2(61 +q ) N 2 q q q q
l+gq 2 4
olmak tizere,
(I MA
f t - n m fo. AS_ n m
(-2 [ () ‘ e

esitsizligi elde edilir[3] .

3.2 Agirhkh Ostrowski Esitsizligi

Teorem 3.2 a,b,s,t,t €T, a<b, qeC,, ve f:[a,b] — R tanml tiirevlenebilir bir

fonksiyon olsun. Bu taktirde

b

£(6)=a7 ()17 () s

a

< j.q" (s)‘a(s)—t‘MAs

a

17



b
esitsizligi saglanir. M = sup |/*(z)| ve ¢(s)20 icin [¢7 (s)As=1 dir[3].

0(a)£'r<b
Sonu¢ 3.7 (Ayrik Durum) Teorem 3.2 de T=7Z, a=0, b=n, s=j, t=i, 1=k,

f(k)=x, ve M = max

k=1...n—-1

Axk| olsun. Bu durumda qu. =1 ve g, <0 oldugunda,
i=l

n
Xi— Z q;%;
=

<2.qli-im
=]

n’ -1 n+1
<M +|i— ma ,
n—1 l,_n+l|
2 2 0

esitsizligi bulunur [3,12] :

b
Sonug 3.8 (Siirekli Durum) Teorem 3.2 de T=R olsun. jq(s)ds =1ve ¢(s)>0 icin,

b
< Iq(s)|s—t|Mds

a

\f(r)—fm)f(s)ds

a

1 1
f o (h q 1 1
s—1’ds q(s qu] , —+—=1 ¢g>1
-t Jatya | Lot
| a+bY
(I_ 2 ] 1
<M{supq(s)(b—a)|—=2L+—]|,
assqu( )( ) (b—a)2 4
b-a b+a|
+t - :
2 2

esitsizligi elde edilir. M = sup|f’(z)| dur[3].

ast<b
Sonuc 3.9 g,b,5,tT ve f tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. M = sup ‘fA (t)‘
0(a)£t<b

olmak tizere
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esitsizligi saglamr[3] :
2007 de, Pachpatte [36] tirevleri L’ uzaymda olan iki fonksiyonu i¢eren Ostrowski tipi

esitsizliklerin genellestirmelerini agagidaki teoremle vermistir.

Teorem 3.3 f,g: [a,b] — R tanimli mutlak siirekli bir fonksiyon ve p >1 olmak lizere

tirevleri f7,g'€L, [a,b] olsun. Bu durumda Vx € [a,b] icin
b b

‘f(X)g(X)—2(b1_a){g(X)Jf(f)dHf(X)fg(t)dt}

a

< 1
~2(b-a)

[eCollrl, +1r Collet, 5y

esitsizligi vardir. Vx e[a,b] igin B(x)zL[(x—a)‘”1 +(b—x)‘”‘] ve 1.1, dir[9].
q+1 P q

3.3 L” Norm Uzerinde Agirhikh Ostrowski-Griiss Esitsizligi

Bu kisimda literatiirde bulunan Ostrowski, Ostrowski-Griiss esitsizlikleri ve Teorem

3.3’lin zaman skalasinda genellestirmeleri verilmistir.

Teorem 3.4 f,geC, ([a,b],]R) ve [t gel” ((a,b)) olmak tizere, V¢ e[a,b] icin

fAHw - sig%‘fA (S)‘ <o ve HgAHw _ Sig%‘gA (S)‘ <o ise.

f@)g(o_zm(mb{g@)j ()1 (a0 w<s>g<o<s>>m}\

<a<s>—r>w<s>sng<s-t>m]‘g@\Hf Lol

IA
1 VR
o 3
~ —~
Q —_
a -
(ol
~
Q — >




[aisilto-dmemtss] Ll

esitsizlikleri elde edilir[9].

Sonug 3.10 Teorem 3.3’ iin sartlar1 altinda V¢ e [a,b] icin w(t) =1 alinirsa,

0st-ggg sl o s
hz(t a)+g, (b.t)) gé_i”)g H +‘g H‘f H ) (3.1)

(et [ fete s
h

2(t,a)+g2(b,t)2 N
<[ Ll 1) a2)

esitsizlikleri bulunur [9].

Ornek 3.1 Sonug 3.10 da elde edilen (3.1) esitsizliginde Vte[a,b] i¢in g(t):l

alinirsa,

1051 Tl 00y 33

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik Ostrowski esitsizligi olarak bilinir[9,3]. Eger (3.1)

esitsizligi i¢in T =R alinirsa, Ostrowski esitsizligi bulunur. (3.2) esitsizligi i¢in

T=7Z,a=0ve b=neN almirsa,

1| n* -1 1
RE

esitsizligi elde edilir[9,12].

S(0)=—2.1(s)

1 n
n

s=1

Ornek 3.2 Sonug 3.10 da T=R ahnirsa, (3.1) ve (3.2) esitsizlikleri

P00 3] O] ) 10 01|
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a+bY
S(o-a) 14| =2 (\gv)\nf'nw+\f<r>u|g'||w]

b
-2
a+b
1|17 Ml
<l (b-a)| 2+ == || /1.1l
seklindedir [9].

Ornek 3.3 Sonug 3.10da T=7Z, a=0ve b=neN alinirsa, (3.1) ve (3.2) esitsizlikleri
1 n n

HOROREAFI0) FIOIN0) 0]

1{ 4 i- nﬂﬂ I+ el

n 4 2

1002 e300 e(0) |+ (13 76) | 13 0)

s=1 s=1 n

o[-t

bigimindedir. Bu esitsizlikler ayrik Ostrowski-Griiss esitsizlikleridir[9,35].

3.4 I’ Norm Uzerinde Agirhikh Ostrowski-Griiss Esitsizligi

Teorem 3.5 p>1 icin qzﬁ olsun. f,geC, ([a,b],]R) ve fA gtel’ ([(a,b)])

olmak tizere Vt e [a,b] icin

{frorsf e mit |
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g, 1 lle?l,
2

|pw (t’t0)|

= ‘ m(a,b) ‘

(3.4)

q

S pw (t’

1)
m(a,b)

2

[, L, (3.5)
q
esitsizlikleri bulunur[9].

Sonug¢ 3.11 Teorem 3.4’(in sartlar1 altinda V7 [a,b] icin w(t) =1 alinirsa,

105055 s s s slot)a
{ (22 j(b;s]q AS]J Ol Ll

b—a 2

< J(o=e] ase (=2 a1 e 67
AN \b—a P18, .
esitsizlikleri saglanir [9] :

Ornek 3.4 Sonuc¢ 3.1 de elde edilen (3.6) esitsizliginde Vte[a,b] icin g(t):l

alinirsa,
1
<[ J(s=t] (= a1 3
a "\b—a "\b—a p '

esitsizligi bulunur. Bu esitsizlik yeni Ostrowski esitsizligidir. (3.8) esitsizligi icin

T=R alinirsa,
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! + 1
b—a|(t-a" (b-t) |
5| < + '
BRI
esitsizligi elde edilir[9,1 1,13] . (3.8) esitsizliginde T=7Z, a=0ve b=neN alinirsa,

1 & 1 11 n—t ;
O (S Lo i

esitsizligi saglanir. Ozel olarak p = ¢ =2 durumunda

Sl\/(t—l)(2t—1)+(n—t)(n—t+1)(2n—2t+l) Ivl,

6

HOESWIO

seklindedir [9].

Ornek 3.5 Teorem 3.4 de T=R ahnursa, (3.4) ve (3.5) esitsizlikleri

P00 5 061/ ) 1) wls) )|

a a

et IOl L e,
_‘m(a,b)‘q 2
FO2() - g (0) [wl(s) £ (s)ds + 7(1) fwis) e (s) s
n(an) 5] a

b

(e g

a

<

Pw(t’to)
(a.b)

2
171, 271,
q
olur. Bu esitsizlikler kaynak [36] da Teorem 1 ve Teorem 2 ile verilmistir. Ayrica, bu

esitsizliklerde 7 =(a+b)/2 secilirse [7] de Uyar1 2 elde edilir[9].

Ornek 3.6 Teorem 3.4 de T=7Z, a=0 ve b=n alinirsa, (3.6) ve (3.7) esitsizlikleri

n—

]; g ()lar]], +17 ()lllag],
2

1
Sq

s=1

1 -1
<— qu +
n s=1

00 37+ 10500

\
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s=1 s=1

)L eSO e0) |+ [15 500 L6

1\2
1( &= n—t q
iz(Zs”Z“J ] I el

esitsizlikleri bulunur. Bu esitsizlikler yeni ayrik Ostrowski-Griiss esitsizlikleridir[9] .
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BOLUM IV

AGIRLIKLI A INTEGRAL iFADESI BIRLESIMINi ICEREN
AGIRLIKLI OSTROWSKI TiPi ESITSIZLIKLER

Bohner ve Matthews [3] zaman skalasinda Montgomery esitligini kullanarak asagidaki

Ostrowski esitsizligini elde etmistir.

Teorem 4.1 a,b,s,teT, a<b ve f :[a,b]—)R taniml1 diferensiyellenebilir bir

fonksiyonu olsun. Bu durumda

Y (n, (.a)+hy (1,5)

b—a

f° (z‘)‘ seklindedir.

<

S(1)=

1 ¢ .
b—a{f (S)m

esitsizligi elde edilir. Burada M = sup

a<t<b

Lemma 4.1 f :[a,b]—)R tamimli  kesinlikle siirekli bir fonksiyonu olsun.

P(x,1):[a,b] >R gekirdegi

o (t—aj’ aslt<x
P(x)=] @ TP a (@.1)

_fﬁ([lj_tj x<t<b
(04 —X

bi¢iminde tanimlanmistir. «, S € R ile negatif ve sifir olmasin. Bu durumda

jp(x’t)f’(t)dt:f(X)_aiﬁ{X?a;’if(t)dt-i_b?xj[f(t)dt

esitligi elde edilir[lO] .

Yakin zamanda Jiang ve digerleri [18] de (4.1) cekirdegi goz Oniine alinarak zaman
skalasinda bazi yeni Ostrowski tipi esitsizliklerin genellestirmesi elde edilmistir.

2004 de, Pachpatte [37] de asagidaki Ostrowski ve Griiss tipi ayrik esitsizlikleri elde

etmistir.
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Teorem 4.2 f(n) ve g(n) N,, de tanimh reel degerli fonksiyonlar ve Af(n),
Ag(n) tammli olmak iizere N, , de ‘Af(n)‘ﬁ A,

Ag(n)‘SB olsun. Vn,seN,,, 4,B

— — b1
negatif olmayan sabitler i¢in r(n,s)= {S Z’ S € [a[,nb]l] ve H(n)= Z‘F(H,S)‘
s—b, seln,

s=a

©

olmak tizere

b-1 b-1

e 6 E e s F )

s=a s

Il
Q

\

esitsizlikleri bulunur.

Teorem 4.3 f (n) ve g(n) N,, de tammli reel degerli fonksiyonlar ve Af (n),

Ag(n) tanimli olmak iizere N,, de ‘Af(n)‘ <4,

Ag(n)‘SB olsun. Vne N, igin

b-1

oo Secn) o) (Sr00) Lateeo]

n=a 2(1)—(1)2

1 b-1

> | 4lg(n)+B|f ()| [H (n),

< 2
(b—a) n=a

\®)

\

e ) Zsen

2
< H(n
esitsizlikleri saglanir. Vn,s e N,, ve A,B negatif olmayan sabitler i¢in
r(n,s) :{s—a, S € [a,n—l]

s—b, se[n,b]
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olmak iizere H (n)= bz_]:‘r(n,s)‘ dir.

4.1 Agirhkh Ostrowski Tipi Esitsizlikler

Simdiye kadar yapilan ¢aligmalar Ostrowski esitsizligi ve bunun genellestirilmeleri
iizerinedir. Bu kisimda

aﬁ[w):hw)), ast<x
P(x,t)= _ﬁﬁ[h(bb):h(t)]’ c<i<h

cekirdegi goz Oniine alinarak zaman skalasinda Ostrowski esitsizliginin agirlikl
durumu, Lemma 4.1, Teorem 4.1 ve Teorem 4.2’nin zaman skalasinda genellestirmesi,
iki fonksiyon i¢in agwlikli Ostrowski tipi esitsizlikler ve agirlikli perturbe edilmis
Ostrowski tip1 esitsizlikleri elde edilecektir. Ayrica sonuglarin siirekli, ayrik ve quantum
durumlarina uygulamalar1 ¢alisilmistir. Bundan baska elde edilen sonuglar literatiirde

bulunan sonuglar ile karsilagtirilmistir.

Lemma 4.2 a,b,s,teT, a<b ve f,h:[a,b] — R taniml tiirevlenebilir fonksiyonlar

« (h@)—h00], ast<x

B (h@>—2(0]’ <ieh

olsun. Vxe[a,b] icin,

esitligi elde edilir.

Ispat Teorem 2.10 (vi) dan

o [h@)_hgoijO)At

" a+f xX—a

\(
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:afﬁ(h(bg:zm]f (x)_mi”(f)f(a(r))m (44)

esitsizlikleri yazilabilir. (4.3) ve (4.4) esitlikleri toplanirsa, (4.2) esitligi elde edilir.

Uyan 4.1 Eger h(t)=t ve T=R almirsa, [10] da Lemma 1 esitligine ulasilir[40].

Sonug 4.1 (Siirekli Durum) Lemma 4.2 de T =R alinirsa,

fP(x,t)f'(t)dt— /(x) {ah(X)—h(a)wh(b)—h(x)}

_a+ﬁ xX—a b—x
1 (04 f ' ﬁ f '
_a+ﬁ{x—a£h (r)f(t)dt+E£h (t)f(t)dt}
esitligi bulunur. Burada
a [h(t)—h(a)] ast<x
a+pf xX—a
P(x,t)=
SN )
a+p b—x B

seklindedir [40].

Sonug 4.2 (Ayrik Durum) Lemma 4.2 de T=7Z ve

= h(t)_h(a) aslt<x-—
P(x,1) a;ﬂ(h(;):jl(t)]’ _ | olmak tizere
a+ﬁ( b » ] x<t<b-1
j_:P(x t)Af(t)ziixﬁ) {ah(xz:Z(a)Jrﬁh(bz:i(x)}
3 1 a & . . = N
a+ﬁ{x_a;f(t 1) Ah(t) b_Xt:xf(t l)Ah(t)}

esitligi yazilabilir[40].

Sonug 4.3 (Quantum Analiz Durumu) Lemma 4.2 de T = q" U{O} ve g >1 alinirsa,

[P(et)D, 1 (1)d =L ) {ah(ﬂ:h(a)wh(b):h(x)}

. a+p xX—a b—x
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1 {“ jif(qt)th(l‘)dqt+ij‘f(qt)th(Z)dqt}

a+p|x—a’ b—x
o (h(t)—h(a)]’ iex
seklinde olur. Burada P(x,7)= arpl x-a ve s,teq U0},
B (h(b)—h(f)] p
, x<t<b
a+pf b—x

log [i]
‘\q

t>s ise, (qu)(t):% ve jf(n)dqn :(q_l)llgmf(qz)ql dir[19].

Teorem 4.4 a,b,s,t€T, a<b ve f,h: [a,b] — R tanimli tiirevlenebilir fonksiyonlar

« (h(r)—h(a)), asi<x

ve aﬂﬁERaaaﬁio,M:SLlpfA(l‘)‘<ooVG P(x,t): a+ﬂ xX—a
a<t<b - (h(b)—h(r))
5 x£t<b
a+pf b—x

olsun. Vxe[a,b] icin,

/() {ah(X)—h(a)wh(b)—h(X)}

‘a+ﬂ xX—a b—x

Ll IO i @ o)

< aAfﬁ ﬁP(x,t)jAt

a

esitsizligi elde edilir.

Ispat Teorem 4.4, Lemma 4.2, /5(,) ve mutlak degerin Ozellikleri kullanmilarak

kolaylikla elde edilebilir[40].

Uyar1 4.2 Teorem 4.4 de a = x—a ve [ =b—x olmasi durumunda

b

MO () i () (o

b—a

<

bAfa U\h(r) —h(a)|At +j;‘h(b)—h(z)‘ At

a

esitsizligi bulunur. Bu esitsizlik zaman skalasinda Ostrowski esitsizligin agirlikli

durumudur [40] )
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Sonug 4.4 (Siirekli Durum) Teorem 4.4 de T =R alinirsa,

/() {ahu)—h(a)+ ﬁhaa)—h(x)}

‘a+ﬂ xX—a b—x

a+p|x—a

1 {a jh'(z)f(z)dz+%j[h’(z)f(t)dt]

AN
8
<
a

esitsizligi saglanir. Burada M = sup ‘ 1'(¢)

a<t<b

P(x,t)— a+pf —a
_ﬁ (h(b)_h(t)] x<t<bh
a+pf b—x
seklindedir [40].

Sonuc 4.5 (Ayrik Durum) Teorem 4.4 de T=Z, M = sup ‘Af(t)‘ <© ve

a<t<b

a+p —a ..
P(x,t) olmak iizere
—B_( h(b)-h(2)
a+ﬁ( P ] x<t<b-1
/(%) ah(x)—h(a)+ﬁh(b)—h(x)
‘a+ﬁ xX—a b—x
— 1 a N + + ﬁ S’ +
a+ﬁ{x_a;f(t Dan()+; 25 l)Ah(t)}
< aﬁfﬂ E‘P(x,t)

esitsizligi elde edilir[40].

Sonug 4.6 (Quantum Analiz Durumu) Teorem 4.4 de T= q" U{O} ve g >1 alinirsa,

/() {a h(x)=h(a) g h(b) h(X)}

|a+ﬁ a b—x

] { e j'f(qt)th(t)qu p j.f(qf)th(t)d/}

o+pf|x—a’ b—x-




esitsizligi bulunur. Burada

a+pf —-a
M =sup|(D,f)(t)| <o ve P(x,t)=
2efo/ ) (00,
a+p\l b-x )

bigimindedir[40].

4.2 iki Fonksiyon I¢cin Agirlikh Ostrowski Tipi Esitsizlikler

Bu kisimda skalasinda iki fonksiyon i¢in agirlikli Ostrowski tipi esitsizlikler

verilecektir.

Teorem 4.5 a,b,s,teT, a<b ve f,g,h:[a,b]—)R taniml1 tiirevlenebilir birer

« (h(r)—h(a)), asi<x

. B xX—a
fonksiyonve @, R, a,f#0, P(x,t)= ar
B (h(b)—h(t)) <ieb
a+p b-x )
ve M, =sup|f" (t)‘<oo, M, =sup|g” (t)‘<oo olsun. Vx &[a,b] icin
a<t<b a<t<b
|f<x>g<x>{ah(x)—h(a)+ ﬁh(b)—h(xq
‘ a+pf xX—a b—x

_2(a1+ﬁ){g(x){ . IhA(f)f(a(f))A”b'%ihA(f)f(cr(t))m}

X—a

1) T Ol 2 [ (o) |

M, \g(;()L++A22)\f ()] ﬁ‘ P(x0) At} (4.5)
‘f(x)g(x){a h(X):Z(a) Wy h(bzii(x)} _{f(x){a h(xx:z(a) s h(bz:i(x)}
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<(a+p) (j‘P(x,t)‘ At]z (4.6)

esitsizlikleri saglanir[40].

Ispat Lemma 4.2 den

a+p xX—a b—x
—aiﬁ{x?a{hA(t)f(a(t))At+b?xj‘hA(t)f(O'(t))At}
[Pt (1) (47)

g(x)| h(x)=h(a) h(b)-h(x)

a+ﬁ{a xX—a p b—x }
—aiﬁ{x?a!hA(t)g(a(t))At+b?xJ‘hA(t)g(O'(t))At}
sz(x,t)gA(t)At (4.8)

esitlikleri yazilabilir. (4.7) esitligi g(x)ve (4.8) esitligi /(x) ile carpilir taraf tarafa

toplanirsa,
f(x)g(x)| m(x)=h(a) ,h(b)=h(x)
a+p { xX—a +h b—x }

e L o0 o]
+f<x>h:ghﬁ<r il i steto)s
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1 f ’
Zg{g(x)IP(x,t)fA(t)At+f(x)J.P(x,l)gA(I)At}
esitligi elde edilir. Burada da her iki tarafin mutlak degeri alinirsa

(g h(x)=h(a) h(b)-h(x)
‘ a+pf { xX—a b b—x }

2(a1+ A) {g (’“)Lfa f W (1) s (G(r))AH%i t (r)f(o(t))m}

+/ (x) {xaaf i (0)s( ff(t))mif ") “(’))A’H

<3 el Ol ol 0|

M e

esitsizligi elde edilir. Boylece (4.5) esitsizligi bulunur. (4.7) ve (4.8) esitlikleri taraf

tarafa carpilirsa,

~(a+p) U\p | AtJU‘P (x.0)e (t)m]

esitligi elde edilir. Mutlak degerin 6zellikleri kullanilarak (4.6) esitsizligi bulunur.
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Sonu¢ 4.7 (Siirekli Durum) Teorem 4.5 de T=R olsun. Mlzsup‘f'(t)‘<oo,
a<t<b

M, =sup‘g'(t)‘<oo ve
a<t<b
a (h(t)—h(a)] iex
a+pf xX—a ’ B
- (h(b)—h(t)] ieh
a+pf b— o

X

P(x,t) =

olmak iizere,

M, ‘g(;()‘a"‘f;z)‘f(x)‘ U“P(x,t)‘dt}
f(x)g(x){a h(xx:z(a) i B h(b):i(x)}

<(a+p) (E‘P(x,t)‘dtjz

esitsizlikleri bulunur [40].

Uyar1 4.3 Sonu¢ 4.7 de a,B R ve a,f #0 alinirsa, kaynak [33] de h=0 ve [34]

de n=1 durumu elde edilir[40].

Sonug¢ 4.8 (Ayrik Durum) Teorem 4.5 de T =Z alinirsa
34



esitsizlikleri elde edilir. Burada P(x,r)=

ve M, = sup ‘Af(t)‘ <o, M, =sup ‘Ag(t)‘ <o seklindedir[40].
a<t<b a<t<b

Uyar1 4.4 Sonug 4.8 de a,f R ve a,f #0 alinirsa, kaynak [37] de Teorem 1 ve
Teorem 2 bulunur [40].

Sonu¢ 4.9 (Quantum Analiz Durumu) Teorem 4.5 de TquU{O}, qg>1,
M, = supb‘(qu)(t)‘<oo, M, = sup (Dqg)(t)‘<oo ve
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P(x,t)= 5 (h(b)—h(t)] . olsun. Bu durumda
a+f b—x

EiE: g(x){am “h(a) | ﬁh(b)—h(xq

‘ a+pf xX—a b—x

o {g(x){ O_Caj'f(qt)th(t)qubﬁ J.f(qt)th(t)dqt}

2(a+p) x -x

+f(x)Lfa jg(qt)th(f)qu ,f . j g(fﬂ)th(f)dJH

< M, ‘g(;()‘a"'j\;z)‘f(x)‘ U‘P(x,t)‘dqt}
‘f(x)g(x){ah(x)z:z(a)Jrﬁh(bg:i(x)} {a”(’;iﬁ(“”ﬂh(”ﬁii(’ﬂ

esitsizlikleri bulunur [40].

Son olarak zaman skalasinda agirlikli perturbe edilmis Ostrowski tipi esitsizlikler

verilecektir.

4.3 Agirhikh Perturbe Edilmis Ostrowski Tipi Esitsizlikler

Teorem 4.6 a,b,s,teT, a<b ve f,h: [a,b] — R taniml tiirevlenebilir fonksiyonlar

olsun. Vxe[a,b] icin
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L{ix; {ah(xxiz(a)w h(bziz(x)Hbiajp(x t)At](f(b)—f(a))
‘aiﬁ Lﬁa jhA(f)f(a(t))AHbiihA(t)f(ff(t))Af}

b—a b—a
L{ix; {ah(xziz(a)w h(b;z:z(x)Hb—ajP(x t)At](f(b)—f(a))
—aiﬁ — jhA(t)f(a(t))At+b"%xj.hA(t)f(a(t))m}

S(b—a)[biaj-Pz(x,t)At—( ! jZP(x,t)AtJ rr—;l, A< f*(x)<T ve xe[a,b] (4.10)

—a
a

esitsizlikleri yazilabilir. o, f e R, a,#0 ve

P(x.t) {“iﬂ(h(tii(a)ja a<t<x

dir[40].

Ispat Genelde

) 2(b1—a)2 ﬁ(P(x’t)_P(x’S))(fA(f)—fA (s))Aras (4.11)
ve (4.2) den
[rsar = g p
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X

e et LA G0 L LG VACI0) I AR

a+p|x—a

esitlikleri yazilabilir. Ayrica

L /(b)-/(a)
—_— ANt =——F—— = 4.13
b—a !f ( ) g b—a 4.13)

ifadesi vardir. Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilirsa,

> jj;.(P(x,t)—P(x,s))(fA (t)—fA (S))AtAS

1

S[Q(,,i )H (P(m)—P(x,s))zAms]z[ gl (fA(t)—fA(S))zAlAST @19

:biaipz(x,t)m—(biajP(x,t)At] (4.15)
esitligi ve [30] dan
l_a)zﬁ AtAs _biaj(f“(t))zAt—(biaifA(t)At]
He () ar [ L)/ (@)Y
I ( b—a ]

s(rg’lj , A< f2(2)<T ve t€[a,b] (4.16)

esitsizligi yazilabilir. (4.11)-(4.16) ifadeleri kullanilarak (4.9) ve (4.10) esitsizlikleri
bulunur[40].

Sonug 4.10 (Siirekli Durum) Teorem 4.6 de T =R alinirsa,

1/ (x) ah(x)-h(a)+ﬁh(b)—h(x)H 1 fp(x,t)dt](f(b)_f(a))

‘a+ﬁ xX—a b—x b-a-
IR 2 Y Bt
a+ﬁ{x_a£h(t)f(t)dt+b_x£h(t)f(t)dt}
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e [h(t)—h(a)] ast<x
a+pf xX—a
esitsizlikleri saglanir. Burada P(x,)=
-B_(r()-h()) .,
a+pl b-x )

seklindedir [40].

Sonug 4.11 (Ayrik Durum) Teorem 4.6 de T=7Z ve

« (h(t)—h(a)]’ alt<x-1
P(x,t)= a+h T olsun. Bu durumda
i (h(b)‘h(f) . vsi<bol
a+pf b—x
S@)[ h(x)-h(a) ,h(b)-h(x)] (1 &, ol
‘a+ﬁ{ xX—a b b—x } (b—aZ‘,“P( ’t)](f(b) f( ))
_aiﬁ{x?aif(Hl)Ah(tﬁb?xb_]f(t+1)Ah(t)}




esitsizlikleri elde edilir[40].

Sonug 4.12 (Quantum Analiz Durumu) Teorem 4.6 de T=¢" U{O} , g>1 ve

( ] aslt<x
P(x,t)= a+p olmak iizere
)

%f(x){ah(x)—h(a)w <b>—h<x>}_f<b>—f<a>(biajp(x,t)dqt]

x<t<b

x—a b—

=

{;’i’;’{ah<xx:’;<“>+ﬁh<b,2:i<x>}-f@:g@( ! o]




esitsizlikleri bulunur [40].

Teorem 4.7 f,g,h: [a,b] — R taniml tiirevlenebilir fonksiyonlar, a,b,s,t€T, a<b,

c,TeR veg< f* (x)SF olsun. Bu durumda Vxe[a,b] icin,

[ ) =h(a) ﬁh(b)—h(x)}ggfﬁm,tw]

a+ x—a b—x
o+

At+ b jhA G(I))At}

<= U\P(x,t) At] (4.17)

esitsizligi saglanir. Burada a,feR, a,B #0 ve

aic [h(fl:z(“)] a<t<x
P(x,t)= O;Z[h(bb):f(t)]’ <i<h
seklindedir [40].

Ispat Lemma 4.2 den

/(%) {a h(X)—h(a)wh(b)—h(X)}

a+p xX—a b—x

:aiﬁLﬁajzf(r)f(a(t))m%izf(t)f(a(t))m}jp(x,t)ﬁ(r)m (4.18)

alinirsa,

fp(x,t)(ﬁ(t)_ﬁ]m (){ h(x)=h(a) , 4 (b)—h(x)}
i

r
esitligi yazilabilir. (4.18) de, C =~

a 2 a+ﬁ X—a b—x

! a_| B I'+¢
_a+ﬁL_a£hA(t)f(cr(t))AHE!'hA(t)f(a(t))At}T( P(x,t)At] (4.19)
esitligi bulunur. Mutlak degerin 6zelligi kullanilirsa,
b
[t 052 <55 et

esitsizligi elde edilir. (4.18)-(4.20) ifadeleri kullanilirsa, (4.17) esitsizligi bulunur.

] (4.20)
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Sonug 4.13 (Siirekli Durum) Teorem 4.7 de T =R alinirsa,

|7 (x) G H)=h(a) | (o) x} g+rU xtdt]

‘a+ﬁ xX—a b—x

1 [ e, B
+ﬁ{x_a£h(t) t)di+—— jh dt}
s

esitsizligi saglanir. P(x,t)= a+h - dir[40]
_ﬂ (h(b)_h(t)] x<t<bh
a+pf b—x

Uyari 4.5 Sonug 4.13 de h(t) =t,a,peR ve a,B #0 alinirsa, [44] de Sonug 1 elde

edilir [40].

Sonug¢ 4.14 (Ayrik Durum) Teorem 4.7 de T =7 olsun.

o (h(1)-h(a) e
P B a+ﬁ( x—a ]’ “= ! )
(X,f) = iy h(b)—h(t) olmak uzere
a+ﬁ( b—x ], x<t<b-1
S h(x)-h(a)  h(b)-h(x)] g+T(&
0‘+[’[a o P s } 2 (;P(x’t)]
—aiﬁ{ © S (e ippn(r)+ 2 b_]f(t+l)Ah(t)}

esitsizligi elde edilir[40].

Sonug¢ 4.15 (Quantum Analiz Durumu) Teorem 4.7 de T= qZ U{O} ve g >1 alinirsa,

LJ:_('_X; a h(xz:Z(a)+ﬁ h(bz:i(xq_gzr[jjp(x,t)dqt]

1 {“ j'f(qt)th(t)qu

a+pf|x—a-

=
Q C—

f(qt)th(t)dqt}

b—x
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esitsizligi saglanir. Burada P(x,1)=

seklindedir [40].
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BOLUM V
SONUC VE ONERILER

Bohner ve Matthews [3] Montgomery esitligi kullanarak, Ostrowski esitsizligini zaman

skalasinda ¢aligmistir. Bu tez kapsaminda

o (k@—h(a)], ast<x
P(x,t)= 06_}2(}1([)};20)]’ i 4.21)

cekirdegi goz Oniine alinarak agirliklt A integral ifadesi birlesimini igeren agirlikl
Ostrowski tipi esitsizliklerin bazi genellestirilmesi yapilmaistir.

(4.21) gekirdeginde /(f)=t ve T =R alinarak, [10] da Lemma 1 ile verilen esitlik elde
edilmistir.

Benzer sekildle oo =x—a ve B=b—x almarak, [3] de verilen zaman skalasinda

Ostrowski esitsizliginin agirlik durumuna varilmaistir.

Son olarak (4.21) de T=Z a,f€R ve a,f#0 almarak, [37] de Teorem 1 ve

Teorem 2 ile verilen esitsizliklere ulasilmistir.

Dolayisiyla (4.21) ¢ekirdeginde bazi 0zel se¢imler yapilarak [3,10,37] verilen

esitsizliklerin genellemeleri yapilmastir.

Bu genellemelerin yan1 swra, (4.21) cekirdegini kullanarak zaman skalasinda iki
fonksiyon i¢in agirlikli Ostrowski tipi esitsizlikler ve agirlikli perturbe edilmis
Ostrowski tipi esitsizlikler elde edilmistir.

Zaman skalasinda bulunan bu esitsizlikler 6zel durumlar olarak siirekli, ayrik ve
quantum analiz durumlar1 alinarak sonuglar verilmistir. Bu sonuglar literatiirde bulunan
esitsizliklerle karsilastirilmistir.

(4.21) ile verilen g¢ekirdek fonksiyonundan daha genel bir ¢ekirdek fonksiyon alinarak,
bu tip esitsizlikler daha da genellestirilebilir. Ayrica siirekli, ayrik ve quantum analiz

durumlar1 incelenebilir.
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