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BOLUM I
GIRIS
Fen ve miihendislik gibi farkli disiplinlerde bir¢ok problem lineer olmayan diferansiyel
denklemler araciligiyla modellenmekte ve ¢oOziilmeye c¢alisiimaktadir. Model
denklemlerin lineer olmamasi ¢6ziimii olduk¢a karmasik ve zor hale getirmektedir. Bu
durum bilim insanlarin1 yeni teknikler bulmaya ve kullanmaya yoneltmektedir. Biitiin
bunlar1 goz oniinde bulundurarak kurulan modeller adi diferansiyel denklemlerden ayri

olarak gecikmeli (delay), notral, karma (mixed), ileri (advance) denklemler seklinde

adlandirilirlar.

Tezin ikinci boliimiinde temel tanim ve teoremler verildi. Tezin iiglincii bolimiinde
(Candan, 2016) yapmis oldugu birinci mertebeden noétral diferansiyel denklemler i¢in
pozitif @ —periyodik ¢6ziimlerinin varhi@i adli ¢alismasi, tezin dordiincii boliimiinde
(Luo vd., 2008) yapmis olduklar1 notral fonksiyonel diferansiyel denklemlerin iki ¢esidi
icin pozitif periyodik ¢oziimlerin varlig1 ve son olarak tezin besinci boliimiinde (Liu vd.,
2012) yapmus olduklart periyodik gecikmelerle birlikte birinci mertebeden notral
fonksiyonel diferansiyel denklemler icin pozitif periyodik c¢oziimler adli ¢alisma

incelenmistir.

Bu ii¢ makalede de ortak olarak verilen ana teoremlerin ispatlarinda Krasnoselkii’nin
sabit nokta teoremi kullanilmistir ve verilen teoremleri desteklemek i¢in Ornekler

verilmistir.



BOLUM 11

TEMEL KAVRAMLAR

Tamm 2.1: (Kiime)

Iyi tanimlanmis nesneler topluluguna kiime denir. Kiimeler genelde A, B, C, ... gibi
biiyiik harflerle; kiimenin elemanlar1 da a, b, c, ... gibi kiiciik harflerle gosterilir. Eger

bir x elemani bir A kiimesime aitse bunu x € 4; aksi halde x ¢ 4 seklinde gosteririz.

Tanimm 2.2: (A¢ik Kiime)

X bos olmayan bir kiime 2'=P(X ) kuvvet kiimesinin herhangi bir alt ailesi olsun.

Eger TCP(X ) ailesi asagidaki ozellikleri saglarsa, 7 ailesinin her elemanina, X

kiimesinde bir agik kiime ve asagidaki 6zelliklere de agiklar aksiyomu denir.
a) X ve @ kiimeleri, 7 ailesine aittir.
b) 7 ailesine ait sonlu ya da sonsuz ¢okluktaki elemanlarin bilesimi 7 ailesine aittir.

¢) 7 ailesine ait sonlu ¢okluktaki elemanlarin kesisimi 7 ailesine aittir.

a, b, ¢ sartlar1 saglaniyorsa (X ,r) ikilisine topoloji denir (Yiiksel, 2008).

Tanim 2.3: (Kapah Kiime)

(X ,2') topolojik uzayr ve bir F < X alt kiimesi verilsin. ' kiimesinin tiimleyeni agik

bir kiime ise F kiimesine, 7 topolojisine gore kapali kiime denir (Yiiksel, 2008).



Tanim 2.4: (Sinirh Kiime)

(X,

) bir normlu vektoér uzay ve A4, X ’in bostan farkli bir alt kiimesi olsun. A4

siirhdir ancak ve ancak Vxe 4 igin
[l < &

olacak sekilde bir £>0 vardir. Eger A sinirh degilse, 4 ya smursizdir (veya smirli

degildir) denir (Yiiksel, 2012).

Tamim 2.5: (Fonksiyon)

X ve Y iki kiime olsun. X kiimesine ait her bir x elemanini, ¥ kiimesine ait bir tek y

elemanina esleyen kurala, X kiimesinden Y kiimesine bir fonksiyon denir ve

f:X > Y simgesiyle gosterilir. X kiimesine f fonksiyonunun tanmmm kiimesi, Y
kiimesine de f fonksiyonunun deger kiimesi denir. f fonksiyonu x e X elemanini,

yeY elemanina esliyorsa, y noktasmma x noktasinin f fonksiyonu altindaki

goriintiisii denir ve kisaca y = f(x) yada f:x—> y ile gdsterilir.

Tanim 2.6: (Periyodik Fonksiyon)

f  bir fonksiyon olsun. Eger f’nin tanim kiimesinin her xelemanm icin,

f(x)=f(x+T) olacak sekilde T pozitif sayis1 varsa bu f fonksiyonuna periyodik
fonksiyon denir. f(x)= f(x+7) kosulunu saglayan en kii¢iik pozitif 7' sayisina ise

fonksiyonun periyodu denir.



Tamm 2.7: (Siireklilik)

AcR, f:A—>R bir fonksiyon ve a4 olsun. f fonksiyonun a noktasinda siirekli
olabilmesi i¢in V&>0 i¢in 35>0 vardir dyle ki |x—a|<é‘:>|f(x)—f(a)|<£ (Balct,

2003).

Teorem 2.1: X sonlu boyutlu bir normlu uzay ve 4, X in bir alt kiimesi olsun. 4 nin

kompakt olmas1 i¢in gerek ve yeter sart A nin kapali ve sinirli olmasidir (Bayraktar,

1998).

Ornek: f:R >R, f(x)=x fonksiyonun siirekli oldugunu gdsterelim.

Coziim: Rastgele bir pozitif £ sayisi olsun. x € 4igin | f(x)-f (a)| < & saglanmasi igin

x’in a’ya ne kadar yakin olmas1 gerektigini arastiralim.

|f(x)—f(a)|=‘x2—a2‘=|x—a||x+a|<|x—a|(1+2|a|)<5(1+2|a|)£g

g

‘f(x)_f(a)‘z‘xz—a2‘=|x—a||x+a|<5(1+2|a|)<5(1+2|a|)£1+2|a|

(1+2|a|)=g olur.

Tanim 2.8: (Diizgiin Siireklilik)

AcR, f:A—>R bir fonksiyon olsun. f fonksiyonun A iizerinde diizgiin siirekli
olabilmesi i¢cin Ve&>0 i¢cin 35>0 vardir dyle ki |x—t|<é‘ esitsizligini saglayan

Vx,ted igin |f(x)- f (a)<e (Balci, 2003).



Tanim 2.9: (Tiirev)

f fonksiyonunun x, noktasindaki tiirevi f’(x) ile gosterilir ve limitin var olmasi

kosulu ile,

i L (Kot )= f (%)
f'(x,)=lim .

h—0

olarak tanimlanir (Kalkiiliis, 2011).

Tamm 2.10: (Kismi Tiirev)

ACR®, f:A—>R, z= f(x,y) bir fonksiyon ve (a,b)e 4 olsun. Eger

limf(a+h,b)—f(a,b)

h—0 h

limiti varsa bu limite f nin x degiskenine gore (a,b) noktasindaki kismi tiirevi denir.

&

ax(a,b), fx(a,b)

sembollerinden biri ile gosterilir (Balct, 2003).
Tamim 2.11: (integral)

s:[a,b]—> R kapali araliginda taniml bir fonksiyonu, P={x,,x,...,x,} boliniisi ve

xe(x,, ,xk) igin s(x)=s, olsun.

J.bs(x)dxzisk Ax,=s, (% =X, )+..+5, (xn —xH)

“ k=1



saglantyorsa s’nin [a,b] arah@i {lizerindeki belirli integrali ve ZskAxk Riemann
k=1

toplamlarinin limitidir (Balct, 2003).

Tamm 2.12: (Dizi)

Bos olmayan bir A kiimesi verildiginde, N dogal sayilar kiimesinden A’ya herhangi
bir fonksiyona A da bir dizi denir. x bdyle bir fonksiyon ise,

x:N—>A4
n—)x(n)eA

n

goriintilisii  olan x(n):x olmak iizere x:(xn):{xl,xz,...} gosterimi  ¢ok sik

kullanilir. Burada x, ye dizinin genel terimi denir (Kizmaz, 1993).

Tanim 2.13: (Infimum)

Bir dizi alttan sinirhi ise alt sinirlarinin en biiyiligiine dizinin en biiyiik alt sinir1 veya

infimumu denir (Balci, 2003).
Tanim 2.14: (Supremum)

Bir dizi iistten sinirh ise iist sinirlarinin en kiigligiine dizinin en kiiciik {ist sinir1 veya

supremumu denir (Balci, 2003).



Tamim 2.15: (Yakinsama)

(Sn) bir reel say1 dizisi ve s € Rolsun. V¢ > 01i¢in, n>n,oldugunda |sn - S| < & kalacak
sekilde ¢’a bagl bir n, sayis1 bulunabiliyorsa (sn) dizisi s’ye yakinsaktir denir ve

lims, =s veya (Sn) — s seklinde gosterilir (Balci, 2003).
Ornek:(a,)>0 ve a>0olsun. (a,) —a oldugundan log(a,)—>loga dur.

Coziim: (a,) >a=> Ve >0 3n, vardir. Oyle ki n>n, icin |a, —d| < & dur.

loga, —loga|< ‘10g(a+g)—loga‘ = log(l—kgj =g

= Ve >0, n>n,,

loga, —log a| <g

= (loga, ) —(loga)

Tanim 2.16: (Cauchy Dizisi)

(s,) bir reel terimli dizi olsun. (s,) bir Cauchy dizisidir < V& >0igin 3n, €N >

m,n 2 n,igin

Sm - Sn

< & dir (Balct, 2003).

Ornek: C[0,1] iginde

£, ()=, xefo.1]




ile tanimlt f, f;, f; ,... dizisini goz oniine alalim. Buna gére { f,} dizisi Cauchy’dir.

Coziim: Dizinin elemanlar1 [0,1] iizerinde siirekli olduklarindan, m>n igin

(m—n)x2

fm(x)—fn(x)— mx nx

_m+x_n+x_(m+x)(n+x)

fonksiyonu baz1 x, 6[0,1] noktasinda maksimuma sahiptir. Bu nedenle biiyiik m ve n

ler i¢in

d(f,~f,)=sup|

__(m=n)x’ < SN
)i m) () b

£ (x)—fn (x)‘:xe[O,l]}

2
Xo

olup { j;} dizisi Cauchy’dir.

n+3

Ornek: x, =
2n+1

, n € Ndizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosteriniz.

Coziim: Burada ¢ > 0 sayisina karsilik m,n >N i¢in

_|n+3 3 m+3| .
2n+1 2m+]

X

n m



Esitsizligini saglayacak sekilde var oldugudur. Herhangi, m,n> N pozitif tamsayilart

g6z Online alinsin. Buna gore,

v |_|n+3 m+3|_|(2mn+n+6m+3)—(2mn+m+6n+3)|

2041 2m+| (2n+1)(2m+1) |

5|m—n| 5|m—n| S5m+n
= <= <z
dmn+2n+2m+1 4 mn 4 mn

5(1 1 51 1 5
< —+— < —=+= |=—
4\n m) 4\N N) 2N

oldugundan eger N tamsayisi 2i ’den biiyiik olacak sekilde secilirse |xn —xm| <& elde
£

edilir. Buna gore verilen dizi bir Cauchy dizisidir.
Tamim 2.17: (Stmirhhk)

D c R olmak iizere, f:D — R fonksiyonu ve S < D kiimesi verilmis olsun.

DVxeS igin f (x) <M olacak sekilde bir M reel sayist varsa, f fonksiyonu S

kiimesinde ustten sinirlidir denir.

ii)VxeS igin m< f(x) olacak bigimde bir m reel says1 varsa, f fonksiyonu S

kiimesinde alttan sinirlidir denir (Aydin, 1994).

Ornek: x,y € X olmak iizere

d(x,y)

d'(x,y) :l+d(x,y)



ile tanimli d" metrigine gére X kiimesi sinirhdir.

Coziim: d'nin X lizerinde bir metrik oldugunu biliyoruz. Vx, y € X i¢in

d(x,y) :l+d(x,y)+(—1)_

- 1
1+d(x,y) l+d(x,y) 1+d(x,y)<

d(x,y)>0 oldugundan d'(x,y)=

olur ve bu nedenle d’ metrigine gore X kiimesi sinirlidir.

Tanmim 2.18: (Sabit Nokta)

X bos olmayan bir kiime ve 7: X — X bir fonksiyon olsun. 7 =x esitligini saglayan

xe X elemanma 7' nin bir sabit noktasi denir (Soykan, 2012).

Ornek: f(x)=x ile tammh f:R—>R; fonksiyonunun sabit noktalari

f(x) =x=x" :x:>x(x—l):0:>x:0,x:1 olur (Soykan, 2012).

Tanim 2.19: (Metrik Uzay)

X bostan farkli bir kiime olsun. X {izerinde tanimli bir metrik, her x,ye X i¢in

(M1) d(x,y)ZO
M2) d(x,y)=0=x=y

(M3) d(x,y)=d(y,x)

10



ve her x,y,ze X i¢in

(M4) d(x Z) d(x y)+d( ,Z )

Ozelliklerini saglayan bir d : X x X — R fonksiyonudur. Eger d, X iizerinde bir metrik

ise 0 zaman (X ,d ) ikilisine de bir metrik uzay denir (Soykan, 2012).

Ornek: X #0, d :RxR —> R

_—yn
Y

d, X uzerinde bir metriktir.

Coziim: ik olarak d nin iyi tamimhi oldugunu gosterecegiz. X igindeki

x={x,},y={y,} i¢in

X = Vn
Y

oldugundan

o0

Z

1

xyzz

n= 1 " l+|x _yn

11



olup sag tarafi yakinsak oldugundan d (x, y) iyl tanimlidir. Simdi d nin metrik olma

kosullarinin saglandigini inceleyelim.

(@) Vx,y e X igin d(x,y)>0

0 1 X _y
d =0 — P Il
(x,y) ©;2" I+x, -y,
L xn_yn
2" 1+|x, -y,
=0

=0

(b)

-

xl’l_yl’l

Sx=y

d(x,y):gz_lnﬂ:i 1 =0 -x)

I+|x — 2" 1+|(-1 -
© P D0
= - n n :d ’
;2" 4]y, —x, (%)
d(x’Z):i Ko " Zn SL Xn = Vn +yn_Zn SL Xy =V L y,—Z,
2" 1+|x,—z,| 2" 1+|x, -y |+|y,—z,| 2" 1+|x,—y,| 2" 1+|y, -z,
(d) L N P Y D S P
2" 1|y, =z, 2" 1|y, —p,| 2" 1+]y, -2,

=d(x,y)+d(y,z)

olup d, X iizerinde bir metriktir.

Tamm 2.20: (Daralma Doniistimii)

(X,d) bir metrik uzay ve T:X — X bir fonksiyon olsun. Eger Vx,ye X icin
d (Tx, T},)Sad (x, y) olacak sekilde bir 0<a <1 varsa 7 ’ye bir daralma (ya da

biiziilme) fonksiyonu denir (Soykan, 2012).

12



Tanmim 2.21: (A¢ik ve Kapah Yuvar)

(X,d) metrik uzay ve a e X noktasive €€ R" sayisi verilsin.

i) B(a, €)= {x eX | d(a,x)<¢ } alt kiimesine, a merkezli & yaricapl acik yuvar
ya da agik top denir.

ii) (X,d) metrik uzay ve ae X noktasive & >0 sayisi verilsin.

B[a, 8] = {x eX | d(a,x)<¢ } alt kimesine a merkezli ¢ yaricaph kapali yuvar
ya da kapal1 top denir.

iii) (X,d) metrik uzay ve ae€ X noktasive & >0 sayisi verilsin.

B (a, 8) :{x eX | d(a,x)=¢ } alt kiimesine a merkezli ¢ yaricaph kiire denir

(Yiiksel, 2008).

Tanim 2.22: (Tam Metrik Uzay)

(X,d) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi bir xe X noktasina yakinsar ise d
metrigine (X,d) uzay: iizerinde tamdir denir. Eger d metrigi (X,d) uzayl

lizerinde bir tam metrik ise (X,d) uzayma tam metrik uzay denir (Yiiksel, 2008).

Tanim 2.23: (Kompakthk)

(M,d) bir metrik uzay olsun. Bir 4c M kiimesindeki her {x,} dizisi 4’mn bir

elemanina yakinsayan bir alt diziye sahipse A4’ya bir kompakt kiime denir (Soykan,

2008).

13



Tamim 2.24: (Lineer Uzay (Vektor Uzay))

Bos olmayan bir X kiimesi verilsin. (K, +, .) kimesi R ya da C olsun. (X,®)

degismeli grup olmak lizere ®: K x X — X fonksiyonu asagidaki ozellikleri saglarsa,

X kiimesine lineer (vektor) uzay denir.

i)VaeK ve Vxe X igin, a®xe X

ii) VaeK ve Vx,yeX i¢in, a®(x®y)=(a®x)®(a® y)
iii) Va,be K ve VxeX igin, (a®b)®x=(a®x)®(b®x)
iv)Va,beK ve VxeX i¢in, (ab)®x=a®(b®x)

v) e K bir elemani ise Vx e X icin, e® x =x (Yiksel, 2008).

Tamm 2.25: (Konveks Kiime)

R" Oklid uzaymn bir 4 alt kiimesi verilsin.

‘v’x,yeA,‘v’te[O,l]@(l—t)x+tyeA

oluyorsa A4 kiimesine R” Oklid uzayinda konveks kiime denir. Baska bir deyisle,

V x,y € A noktalar1 i¢in, bu iki noktay: birlestiren Xy kapali dogru pargast 4 kiimesi

tarafindan kapaniyorsa, 4 kiimesine konveks (dis bilikey) kiime denir (Yiiksel, 2008).

Tanim 2.26: (Normlu (Vektor) Uzay)

N, bir lineer uzay olsun.

:N —> R fonksiyonunun x deki degerini ||x|| ile

gosterelim. Bu fonksiyon i¢in
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(N2) [+ =0<x=0
(N3) |l =le|lx| (YaeF)ve

(N4) ||x + y|| < ||x|| + || y|| (liggen esitsizligi)

sartlarin1  sagliyorsa ||-|| fonksiyonuna N iizerinde norm denir. Normlu uzaylar

genellikle (N,

) ile gosterilir (Bayraktar, 2006).

Ornek: x, ye F (yani R veya C) olmak iizere

[l =1

ile taniml ||-||:F xF —R fonksiyonu F iizerinde bir normdur. Bu norma F i¢in dogal

norm ya da mutlak deger normu adini verecegiz. Bu norm d(x,y)=|x—y| dogal

metrigini iiretir.

@) [ =[x/>0
(b) ||x|| =0 <:>|x|=()<:>x =0
(©) [Jerx] =ax|=[er] || =]a ]

(d) x,yeFigin |x+y|£|x|+|y| oldugundan

e+ s <l + 1]
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ticgen esitsizligi elde edilir. O halde ||0|| fonksiyonu F iizerinde bir normdur ve (F (@

)

bir normlu vektor uzayidir.

Ornek: C ([a,b] . R) stirekli fonksiyonlarin kiimesini alalim.

Vf,ge C([a,b],R) ve VaeRigin f+g, af(x):[a,b]> R fonksiyonlari sirastyla;

(f+&)(x)=/(x)+g(x)
(@ f)(x)=af(x)

olarak tanimlanirsa;

(a C ([a,b],R) siirekli fonksiyonlar kiimesinin R {izerinde bir lineer uzayidir.

(b) ‘v’feC([a,b],R) igin

171, =sup{f(x): x € [a.b]}
olarak tanimlanirsa

o], :C([a.b].R) > R
fonksiyonu bir normdur.

Teorem 2.2: Her normlu uzay bir metrik uzaydir (Bayraktar, 1998).
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Tamim 2.27: (Banach Uzay)

° |) normlu

Bir (X , |) normlu uzaydaki her Cauchy dizisi bu uzayda yakinsak ise, (X ,

uzayina tam normlu uzay veya Banach uzayi adi verilir.

i=1

2 1/2
Ornek: R" uzay: ||x|| , = [Zn:|x,| J normuna gore bir reel Banach uzayidir.

Teorem 2.3: (Banach Sabit Nokta Teoremi) X bir Banach uzayi, 4, X in bos
olmayan herhangi bir kompakt, konveks alt kiimesi ve f:4— A siirekli bir doniisiim

olsun. Bu durumda, f* en az bir sabit noktaya sahiptir (Zeidler, 1986).

Tanim 2.28: (Fonksiyonel Diferansiyel Denklemler)

Yalnizca ¢ aninda adi diferansiyel denklemlerde bilinmeyen fonksiyon ve tiirevlerini
hesaplamak miimkiindiir. Meydana gelen olaylar hem simdiki zamanla hem de ge¢mis

ve gelecek zamanla ilgilidir. Boyle denklemlerde ¢ ile birlikte t+7 yada t—7, >0

olarak hesaplanir. Boyle denklemler fonksiyonel diferansiyel denklemler adini alir

(Ladde., vd 1987).

Tanim 2.28.1: (Gecikmeli (Delay, Retarded) fonksiyonel diferansiyel denklemler)

X()+a(t)x(t-7)=0, 7>0

Denklemine gecikmeli fonksiyonel diferansiyel denklem denir. Bu tiir denklemlerde
t aninda en yliksek mertebeden tiirev hesaplanitken ¢ ya da ¢’den Onceki

zamanlarda diger tiirevler hesaplanir (Ladde., vd 1987).
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Ornek: x'(t) = x(¢ — 7) + xx(3t)+ 3 denklemi delay fonksiyonel denkleme bir 6rnektir.

Tamm 2.28.2: (ileri (Advanced) fonksiyonel diferansiyel denklemler)

X +a(t)x(t+7)=0, 7>0

Denklemine ileri fonksiyonel diferansiyel denklem denir. Bu tiir denklemlerde ¢ aninda
en yiiksek mertebeden tiirev hesaplanirken ¢ ya da 7’den sonraki zamanlarda diger

tirevler hesaplanir (Ladde., vd 1987).

Ornek: x’' (t)=—x(t+9)+x (t w3t ) —5¢+3 denklemi advanced fonksiyonel denkleme

bir Ornektir.

Tanim 2.28.3: (Karma (Mixed) fonksiyonel diferansiyel denklemler)

Gecikmeli ve ileri kavramlarini ic¢in de barindiran diferansiyel denklemler karma

fonksiyonel diferansiyel denklemlerdir (Ladde., vd 1987).

Ornek: x'(t)=3x(r—1)-8x(r+1)+2 ve x'(t)=—x(t—1)x(t)-x(t+1) denklemleri

mixed fonksiyonel diferansiyel denklemlere birer drnektir.

Tamim 2.28.4: (Neutral fonksiyonel diferansiyel denklemler)

Bu tlir denklemlerde en yiiksek mertebeden tiirev ¢’ye bagli olmakla birlikte
gecikmeli ve ileri kavramlariyla da ilgilidir (Ladde., vd 1987).
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Ornek: x'(¢)=- x'(t—4)+x(t—2)+3cost denklemi neutral tipli fonksiyonel

2t +1

diferansiyel denklemlere bir 6rnektir.
Tamim 2.29: (Salimim (Oscillation))

x(t) asikar olmayan bir ¢oziim sayilirsa ve eger >, icin x(f) keyfi biiyiikliikte

sifira sahipse x(¢) salimmhdir. Buna gore {z,} dizisi vardir, x(z,)=0 ve limz, =oo
t—©

salinim yapmayan ¢oziim igin bir ¢ sayist vardir ki ¢#>¢ iken x(¢)#0 olur.

Gecikmeli ya da ileri fonksiyonel denklemlerde salin yapma ve salinim yapmama
terimlerine rastlariz. x'(t)+x(t—%):0 ve x'(t)—x(t—7)=0 denklemlerinin

¢oziimleri x(t)=sint ve x(¢)=cost seklinde salinnmhi iken x'(t)+x(¢)=0 ve
x"(#)—x(t)=0 denklemlerinin ¢dziimleri x(f)=e’ ve x(t)=ce' +c,e’ olup

salmimli degildir (Ladde., vd 1987).

Ornek: x'(t)+ x(f - %) =0 ve x'(t)— x( — 7) = 0 denklemlerinin ¢dziimleri x(¢) = sin ¢

ve x(t)=cost salimmlidir.
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BOLUM 111

BIiRINCi MERTEBEDEN NOTRAL DIiFERANSIYEL DENKLEMLERIN
POZITIiF PERiYODIK COZUMLERININ VARLIGI

Burada (Candan, 2016) makalesi incelenmistir. Birinci mertebeden nétral diferansiyel
denklemler i¢in pozitif @ —periyodik ¢dzlimlerinin varligr arastirilacaktir. Sonuglar,
Krasnoselskii’nin sabit nokta teoremini kullanilarak bulunacaktir. Teoriyi desteklemek

i¢in bir 6rnek verilmistir. Mevcut ¢calismada, birinci mertebeden nétral diferansiyel

!

[e(t)=p()x(1-7)] == 0, (¢) x(¢)+ f(1.x(t- 7)), (3.1)

denklemler i¢in pozitif @ —periyodik ¢Oziimiiniin varli§1 i¢in yeni, yeterli kosullar
verilecektir. O € C(R,(O,oo)), PeC'(R.R), feC(RxR,R), 7>0 ve P,0 o-
periyodik fonksiyonlar ve f* birinci degiskene gore @ — periyodiktir. Son yillarda birinci

mertebeden noétral diferansiyel denklemlerin pozitif periyodik ¢oziimlerinin varligina
onemli bir ilgi vardir. Bu denklemler kan hiicresi iiretim modellerinde, niifus
modellerinde ve kontrol modellerinde goriiliir. Luo vd. 2008 ¢alismalarinda 0 <c¢ <1 ve

—1< ¢ <0 i¢in nétral diferansiyel

d

—[x(t)=cx(e-2(e))]==a(e) xe)+ f(t.x(-2(r))) (3.2)

dt

denkleminin pozitif periyodik ¢6ziimiiniin varlig1 incelenmistir.

Bu makale literatiirde bulunan mevcut sonuglara iki temel katkida bulunmustur. flk
olarak, sabit ¢ yerine degisken P(t) katsayis1 alinmustir. Ikincisi ise 0 SP(t)<1 ve
~1< P(t)< 0 durumuna ek olarak, literatiirde yeni olan 1< P(t)< o ve —oo < P(t)< 1

durumlar1 da incelenmistir. Ayrica notral diferansiyel denklemlerin pozitif ¢ozliimleriyle

ilgili baz1 ¢alismalar da vardir, bkz, (Liu vd., 2012; Olach vd., 2013; Graef vd., 2011,
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Candan vd., 2010; Candan, 2013) ve oradaki referanslar, konuyla ilgili kitaplar i¢in
okuyucuya (Ladde vd., 1987; Gyori vd., 1991; Erbe vd., 1995; Agarwal vd., 2000; Ravi
vd., 2004) kaynaklar1 6nerilmektedir.

Asagidaki sabit nokta teoremi ispatlarda kullanilacaktir.

Lemma 3.1 (Krasnoselkii’nin sabit nokta teoremi) (Agarwal vd., 2000)

X Banach uzay1 olsun, Q smurli kapali, X ’in konveks alt kiimesi olsun ve S,, S,
Q’dan X ’in i¢ine Vx,y € Q ¢ifti icin S,x+ S,y € Q olacak seklinde olsun. Eger S,

daralma ve §, diizgiin siirekli ise
Sx+8,x=x

denklemi Q ’da bir tek ¢ozlime sahiptir.

3.1 Ana Sonuclar

x(1)|

q):{x(t):x(t)eC(R,R), x(t):x(t+w), teR} ve sup norm ||x||:suple[0’W]

olsun. Burada ® ’in Banach uzayi oldugu agiktir.

Teorem 3.1: Farz edelim ki 1< p, < P(t)s p, <o ve Oyle mve M sabitleri mevcut

olsun ki;

(p—1)m<P(t)x——"><(p,~1)M, V(t,x)e[0,w]x[m,M], m>0. (3.3)

Bu takdirde (3.1) in en az bir pozitif w —periyodik x(t) € [m,M ] ¢Ozlimii vardir.

Ispat: Cok iyi bilinir ki (3.1) in @ —periyodik ¢dziimiinii bulmak ile
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+7+w

x(t):P(t+r)|:x(t+T)+ I G(t+r,s)[P(s)Q(s)x(s—r)—f(s,x(s—r))]ds

t+y

burada G(t, S) = , integral denkleminin ¢6ziimiinii bulmak denktir.
( Ou) j !

Qz{xeCD:me(t)SM, t €[0,w], 0<m<M}

olsun. Q, @ ’nun smirl, kapali ve konveks bir alt kiimesidir. S;,S,:Q — ® olan iki

doniisiim

(5,4) (1)= P(,LT)””E(M,S) [P() 06) s —2)—/ (s.x(s—)lds.  (3.4)
(5.0 05+ 63

seklinde tanimlansin. Vx € Q ve ¢ € Ri¢in, (3.4) ve (3.5)’ten

Ve

x(t +7+ w) _ x(l + T) _ (Szx) (t) bulunur.

(Szx) (t ’ W) P(t +7+ w) P(t + r)

Bu ise (S,x)(¢) ve (S,x) (¢)’nin @ - periyodik oldugunu gésterir, yani S, (Q)c® ve

S,(Q)c®@. Vx,yeQ ve t e Rigin (3.3)’ten,
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++++++

Ve

Buradan, Vx,yeQ ve t € Rigin m<(8,x) (¢)+(S,y) (e) <M yani
(8,x) (£)+(S,y) (t)eQ olur. Vx,y € Q icin

(5:5) 0-(5:0) 0| =| -2 x(ae) )|

elde edilir.
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Her iki tarafin sup normu alinirsa

1
[S2x =S < —[}x =]
p

0

olur ve burada §, bir daralma doniistimuidiir.

Simdi ise, S,’in diizgiin siirekli oldugu gésterilecektir. Ilk olarak, S,’in siirekli oldugu
gosterilecektir. {xk } €Q, k—> o iken x, (t )—) x(t ) olacak sekilde fonksiyonlarin

yakinsak bir dizisi olsun. Q kapali oldugundan, x € Qolur. ¢ € [O, w] icin;

1 t+7+w

[(85) ()=(5) (1) [=| 5 [ G+ ) [P) () xi(s=7)
Pr+r) —f(s,xk(s—r))}ds

t+7

| e
_ — J’ G(t+r,s)[P(s)Q(s)x(s—r)
P(t+7) 2, ~f(sex(s-r) )]ds

t+7+w

SPLO ,'L G(t+r,s)‘f(s,xk (S—r))—f(s,x(s—r))‘ds

t+7+w

+p—0 ,;'., G(t+r,s) P(s) Q(s)‘xk (S—r)—x(s—r)‘ds.

k—oo iken | f(t,x,(t))-f(t,x(t))| >0 ve ‘xk(t)—x(t)‘—)O oldugundan

Lebesgue yakinsaklik teoreminden
]lcim || (S,x,) (£)-(s,x)(2) || =0 ve dolayisiyla S, siireklidir.
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Ikinci olarak S$,Q’in  goreceli kompakt oldugunu ispatlayacagiz.Bunun igin

{S,x:x € Q} fonksiyon ailesinin, [0, w] iizerinde diizgiin smirh ve essiirekli oldugunu

gostermek yeterlidir. (3.4)’den;

‘(Slx) (t) ‘z J. G(H—r,s) [P(s) Q(s) x(s—r)—f(s,x(s—r))} ds

P(f"l‘f) t+7

<_t+z’+w o ) Y x(sr _f(s,x(s—r)) S<(po—l)M
< LT 600 06)| o) -0 L }z

ve buradan da;

i) 2o

0

bulunur. Yukaridaki yapilanlardan, {Slx (X e Q}’in, [0, w] lizerinde diizglin smirh ve
essiirekli oldugu goriildii. Dolayisiyla S,Q2 goreceli kompakttir. Lemma 3.1 e gore,
S,x+S,x = xolacak sekilde bir xeQ vardir. Kolayca goriilebilir ki x(¢), (3.1)’in

pozitif bir @ —periyodik ¢6ziimiidiir. Bu, ispat1 tamamlar.

Teorem 3.2: Farz edelim ki—o < p, SP(t)S p, <-1 ve oyle mve M sabitleri

mevcut olsun ki;

f(t,x)

M = pym <
P00

—P(t)x<m-pM, Y(t,x)e[0,w]x[m,M], m>O0. (3.6)

Bu takdirde (3.1)’in en az bir pozitif @ — periyodik x(t) € [m,M ] ¢Ozlimii vardir.

25



ispat: Teorem 3.1%in ispatinda oldugu gibi Q, S,, S, ve G(¢,s ) tammlansim. (S,x)(¢)

ve (Szx)(t)’nin @ —periyodik oldugu kolayca gorebilir. Vx,y €€ ve te Rigin,

(3.6)’dan

(5) (1)+(S) (1) P(:T)[—Wf G(t+2,5)[ P(s) O(s) x(s5-7 )~ £ (s5,x(s-7)) ]ds

—y(t+7)]

< -1 H]ij(t+T S)Q(S)[f(s,x(s—r)) P(s)x(s—r):lds—m}

_P(t+z') Q(s)

SP(Z_Jer) (m—le)H]jWG(I+T,S)Q(s)ds—m}< fllj:/[—M
(591 (520) ()= = | Glres)[P() 0(s) x(5=7) =7 (s.x(s-7)) Jas

—y(t+z')}

et o[ (ssm))
e A 50
—P(s)x(s—z’)ds—M]

ZP(t_j-T) (M —pym) I G(Z+r,s)Q(s)ds—M}2 _p;(l)’l’l m

Buradan, V x,y € Q ve teR icin m<(S,x) (1)+(S,y) (¢)<M yani

(S,x) (¢)+(S,») (¢ )eQ bulunur. Vx,y € Q igin

x(t+7) y(t+7)

- S_—l‘x(t+f)—y(t+f)‘

P(t+7) P(t+7)| p
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elde edilir. Her iki tarafin sup normunu alinirsa

-1
|| S,x=S8,y ||Sp—| x(t+r)—y(t+f)|

1

olur ve burada §,bir daralma doniisiimiidiir. $imdi ise, §,’in diizgiin siirekli oldugu
gosterilecektir. ik olarak, S,’in siirekli oldugu gosterilecektir. {xk}e Q, k— oo iken
xk(t)—>x(t) olacak sekilde fonksiyonlarn yakinsak bir dizisi olsun. Q kapali

oldugundan, x € Qolur. ¢ € [0, w] igin;

(55 (1)=(5:) (1) || o [ Gl+m) [P() ©(5) 5 (5-)
(t+r)
—f(s,xk(s—r))dS]

1+7

1 t+7+w

A J. G(Z+T’S)I:P(S)Q(S)X(S—T)
P(t+7) 3, —f(s.x(s=7))ds]

t+7+w

S—le l G(t+r,s)‘ f(s,xk(s—r))—f(s,x(s—r))‘ds

t+7+w

o [ 6ns) [P(o)]e(s) [ s=r)=x(s o)

k — oo iken |f(t,xk(t))—f(t,x(t))|—>0 ve ‘xk(t)—x(t)‘—>0 oldugundan

Lebesgue yakinsaklik teoreminden

lim ” (Sx )(t)_(Slx)(t)”:O

k—0
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ve dolayisiyla S, siireklidir.
Ikinci olarak S,Q ’m goreceli kompakt oldugu ispatlanacaktir.

{Slx ixe Q} fonksiyon ailesinin [O, w] tizerinde diizgiin sinirh ve essiirekli oldugunu

gostermek yeterlidir. (3.6)’dan

1 t+7+w

J' G(t+r,s)[f(s,x(s—r))
" —P(S)Q(S)X(S—T):I ds|

<L 6tamg o) D p)afmr)
< m—p M
- —D

oldugu goriiliir ve buradan da

m—p M
- P

PAIE

olur. Diger taraftan, (3.6) kullanilarak,
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f(t+r,x(t))
Q(Z+z’)

—P(t+7) x(t+7)

P(t+7)(Sx)(t)+0(t+7) {

—x( t+T)+P(Z+T) x( z+7)”

-1 )
< LIPlIs+IoN [ m-pi+M-pa] |
1

-1 -pM
< 1P ol -t ]|
Py —P

L _m-pM [ M+||Q|| }_"QHM(FPO)_
P —P by

Yukarida yapilanlardan, {Slx:x eQ}, [0, w] tizerinde diizgiin smirl ve essiireklidir.
Dolayisiyla S$,Q goreceli kompakttir. Lemma 3.1°e gore, S,x+S,x = xolacak sekilde
bir xeQ vardir. Kolayca goriilebilir ki x(z), (3.1)in pozitif bir ®— periyodik
¢Ozlimiidiir. Bu, ispat1 tamamlar. Sonraki iki teoremin ispatlar1 (Luo vd., 2008) de ki

teorem 2.1’°e benzer oldugu i¢in ihmal edilmistir.

Teorem 3.3: Farz edelim ki 0< P(t)< p, <1 ve dyle mve M sabitleri mevcut olsun

~

—_
~
[}

N

—P(t)xs(l—pl )M, V(t,x)e[O,w]x[m,M], m>0.

Bu takdirde (3.1) in en az bir pozitif w —periyodik x(t) € [m,M ] ¢Ozlimii vardir.
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Teorem 3.4: Farz edelim ki —1< p, < P(t) <0 ve dyle mve M sabitleri mevcut olsun

ki;

m—pOMSf(t’x)—P(t)xSM, V(t,x)e[O,w]x[m,M], m > 0.

Bu takdirde (3.1) in en az bir pozitif w —periyodik x(t) € [m,M ] ¢Ozlimii vardir.

Ornek 3.1: Birinci mertebeden nétral diferansiyel denklemini gz dniine alalim.

!

(1)) (1) |

100
=—( (1+%} x(t)+30+exp(cost)+cos(x3(t—47r))j 3.7)
_ _exp(sing) oy, sint _ :
w=2r, P(t)= 100 ,0(r)=1+ 0 ,f(t,x)—30+exp(cost)+cos(x)

ve 7 =4rxolmak iizere (3.1), (3.7) formundadir. Teorem 3.3 {in kosularinin m =10 ve

M =40 olmak iizere saglandigin1 gérmek kolaydir. Buradan (3.7), en az bir pozitif @ —

periyodik ¢oziime sahiptir.
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BOLUM IV

NOTRAL FONKSIYONEL DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN iKi CESIDi
ICIN POZITIF PERIYODIiK COZUMLERININ VARLIGI

Burada, (Luo vd., 2008) calistigt makale incelenmistir. Krasnoselkii’nin sabit nokta
teoremi kullanilarak notral fonksiyonel diferansiyel denklemlerin iki ¢esidi i¢in pozitif
periyodik c¢oOziimlerin varhi@i ¢alisildi. Sonuglar c¢esitli matematiksel modellere
uygulandiginda oOnceki sonuglardan daha iyi sonuglar bulundu. Bu kisimda nétral

fonksiyonel diferansiyel denklemlerin iki ¢esidi

Z [x(t) -cx (t-f(t))]: -a(t) x(t)+f (t,x (t-r(t))) 4.1)
% x(t)—c TQ(r)x(t+r)dr =—a(t)x(t)+b(t)jQ(r)f(t,x(tJrr))dr (4.2)

—o0 —00

icin pozitif periyodik ¢ézlimlerinin varligi incelenecektir.

Denklemlerde a(1), b(t)eC(R,(O,OO)), 7(t)eC(R,R), feC(RxR,R) ve

a(t), b(t), 7(¢) ve f(t,x) @ periyodik fonksiyonlardir @>O0ve |c|<1 sabittir,
0

Q( r)eC( (—O0,0],[0,00)), J- Q( r)drzl . (4.1) ve (4.2) fonksiyonel diferansiyel

denklemlerin birgcok matematiksel ekolojik modelleri ve popiilasyon modelleri icerdigi

cok 1yi bilinir.
Ornegin;

(1) Hematopoisesis Modeller (Luo vd., 1998; Weng vd., 1995; Wan vd., 2002)
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= [x(t) -cx (t-r(t)) ] =-a(t) x(1)+b( t)e’ﬂ(’)“‘(”’(’)) 4.3)

0 0
%[ x(1)-c J- Q(r)x(t+r)dr}:—a(t)x(t)+b(t) I Q(r)eiﬁ(t)x(w)dr (4.4)
(2) Nicholson’s blowflies Modeller (Gurney vd., 1980; Joseph vd., 1994; Weng, 1996)

- [x(t) - ex (t-2(e)) [=-a(e) x(t)+b( 1) x( 1=z (1))e P (4.5)

—00

0 0
E{ x(1)-c I Q(r)x(t+r)dr}z-a(t)x(t)+b(t) I o(r) x( t+r)e_ﬂ(t)x('”)dr, (4.6)
(3) Kan hiicresi tiretimi i¢cin modeller (Gopalsamy, 1992; Jiang vd., 2002; Li, 1998)

d x(1=r(1))
= [x(t) - x (t-r(t))]: -a(t) x(¢)+b(1) ex (1=2(1))’ n>0, (4.7)

%{x(t)—c ]1Q(r)x(t+r)dr}:—a(t)x(t)+b(t) j{Q(r) x(t—+r)dr, n>0. (4.8)

1+x"(t+r)

Bu esnada, bireysel tiire bagli olmak sartiyla artan niifusun tiikettigi yiyecek, olgunlasan
yiyecekten fazla oldugundan dolayr bu nétral diferansiyel denklemlerle ifade edilir.
Dahasi, diferansiyel denklemlerin periyodik c¢oziimleri, sistemlerin énemli yontemini
tanimladig1 bilinmektedir. Bu sebeple (4.1) ve (4.2) i¢in pozitif periyodik ¢oziimlerinin

varlig1 izerinde ¢calismak 6nemlidir.

Bu calismada (4.1) ve (4.2) denklemleri i¢in pozitif periyodik ¢oziimlerinin varlig1 igin
yeterli kosullar1 elde edildi. (Wan vd., 2002; Wan vd., 2004)’de calisilan (4.1)
denkleminin 6zel durumu olan ¢=0 hali ile bulunan sonuclar bu ¢aligmada iyilestirildi

ve genellestirildi. (Li vd., 2006)’da c€[0,1) olmak iizere (4.1) ve (4.2) denklemini
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tartistilar. (4.1) ve (4.2)’de ce(—1,0) alindig1 igin sonuglar yenidir ve (4.1) ve (4.2)

denklemleri i¢in pozitif periyodik ¢odziimlerinin varligimin ispatinda kullanilan metot

(Li vd., 2006)’da kullanilandan farklidir.

Bu c¢alismanin ana sonuclarinin ispatinda Krasnoselskii’nin sabit nokta teoremi temel
alinmistir.  Anahtar adimlardan bir tanesi anilan sabit nokta teoreminin sartlarini
saglayan T ve S operatorlerini bulmaktir. Ana ¢oziimleri sonuglandirmak ig¢in ilk

olarak Krasnoselskii’nin sabit nokta teoremi ifade edilecektir.

Lemma 4.1 (You, 1982)

X Banach uzayi olsun. K, X ’in kapal1 ve siirli bir alt kiimesi oldugu varsayilsin.
T, S:K — X asagidaki sartlari saglasin.

(i) Tx+SyekK, Vx,yekK

(i1) S bir daralma operatordiir,

(i11) 7, K *de tamamen siirekli operatordiir.

Bu takdirde 7+S, K ’da sabit noktaya sahiptir.

Bu c¢alismanin geri kalan kismi su sekilde organize edilmistir. ikinci béliimde ana
sonuglar verildi ve ispatlandi. Son boliimde uygulama olmasit agisindan bazi modeller

icin ana sonuglar kullanildi. Ayrica yeni sonuglar elde edildi.

4.1 Ana Sonuglar

| x |=sup (e[0.0] |x( t )| olmak iizere

X={x(t):x(t)eC(R,R), x(t)=x(t+w), teR} olsun. Buradan X,

normuyla Banach uzayidir.
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Teorem 4.1: Farz edelim ki c€[0,1) ve m<M olmak ilizere negatif olmayan m,M

sayilari olsun. Oyle ki; Vre[ 0,0 ], xe[m,M ] igin

(1-c)m<F(t,x)<(1-c)M

ve Vxe[m,M] i¢in F(¢,x)>(1-c) olacak sekilde bir 7,€[0,@] olsun. Bu
takdirde (4.1)’in x( t )e(m,M ] olacak sekilde en az bir pozitif w— periyodik ¢oziimii

vardir.

Yorum 4.1.1: Teorem 4.1 (Wan vd., 2004)’de karsilik gelen sonuglar iyilestirir ve

genellestirir.

Yorum 4.1.2: Gecikmeler sabit alindiginda (Gil, 2001)’deki perturbed Hill yontemi,
Teorem 4.1°deki sonuglardan daha genel sonuglar vermektedir ancak Krasnoselskii

teoremi degisken gecikme iceren denklemlerle ¢aligmamizi saglar.

Ispat: 11k olarak

; (4.9)
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burada,

expﬁ af # )drj
(Ia( r)dr j—l

G(1,s)= (4.10)

integral denklemi ele alinsin. Burada (p( t ), (4.9)’un - periyodik ¢oziimiidiir ancak
ve ancak ¢(7) (4.1)in @- periyodik ¢dziimidir. ¢(¢), (4.1)in @- periyodik
¢Ozlimii olsun.

Buradan,

LLo()-eo(i-5(1))]==a () o()-co(1-7(1))]
#f(tp(r=2(r)))-ca(t)o(t-2(1))

y(t)=0p(t )—cqp( t—7(1) ) olsun. Bu takdirde y(¢), w— periyodik fonksiyondur ve

%y( t)=—a(t)y(t)+f(t.o(t-7(t)))=ca(t)p (t-7(1)).

Bunun sonucu olarak;

yani
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t+w

(p(t)z J. G(t,s)[f(s,(p(s—r(s)))—ca(s)(p(s—r(s))}ds+c¢)(t—r(t)).

t

Bu da (p(l)’nin (4.9)’un - periyodik ¢oziimii oldugu anlamma gelir. Baska bir

deyisle () 'nin (4.9)’un w— periyodik ¢dziimii oldugunu farz edelim. Bu takdirde

Yukaridaki esitligin her iki tarafinin tiirevi alindiginda

d

—Lo(1)-co(t=c(1))|==a(t)p(r)+f(t.0(1=2(1)))

dt

elde edilir. Bu da (p(t) ‘nin (4.1)’in @— periyodik ¢6ziimii oldugu anlamina gelir.

K :{ xeX: me( t )SM } olsun. K ’nin sinirh kapali ve konveks kiime oldugu agiktir.

K tizerinde T ve S operatorleri

(Tx)(t)z I G(t,s)[f(s,x(s—r(s)))—ca(s)x(s—r(s))}ds (4.11)

(Sx)(t):cx(t—r(t)) (4.12)

seklinde tanimlansin. Vxe K ig¢in
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+2

(Tx)(t+a))=:J:G(t+a),s)[f(s,x(s—r(s)))—ca(s)x(s—r(s))}ds
=H;|‘(0G(t+a),u+60)[f(u,x(u—r(u)))—ca(u )x(u—f(u ))}du

=tt!‘wG(t,u )[f(u,x(u—f(u )))—ca(u )x(u-7(u ))}du

~(Tx)(r)
(Sx)( t+a)):cx( t+a)—2'( t+a)) ):cx( t—r( t ) ):( Sx)( t) (4.13)
Boylece,

T(K)cX, S(K)cX.

Simdi Vx,yeK i¢in Tx+S yeK oldugu gosterilecek. Vx,yek,

|
(@
IS
—~
)
~
=
—_—~
)
|
!
—~
)
~
N —
&
L1
+
[
<
—~
=~
|
!
—~
=~
~
N—

<[ (s)(ex(s=r(5))+(1-¢) Ja(s) (.14)
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Diger yandan,

t+o

(Tx)(t)+(Sy)(t)2 j G(t,S)[(CX(S—T(S))-F(I—C)WI)CZ(S)
—Ca(S)x(s—T(s))ds]chm

=(1-c)m J- G(t,s)a(s)ds+cm

(4.15)

Boylece Vx,yeK i¢in (4.14) ve (4.15)’ten T x+S ye K oldugu goriiliir.

S ’nin X lizerinde daralma operatorii oldugu aciktir. 7 ’nin K {izerinde diizgiin siirekli
operator oldugu gosterilecek. 7' (K ) ‘nin diizgiin smirli kiilme oldugu ve 7 ’nin K

tizerinde siirekli oldugunu gérmek zor degildir. Boylece Ascoli — Arzela teoremine gore

T (K ) ‘nin essiirekli oldugunu gdéstermemiz yeterli olacaktir. (4.11)’den VxeK i¢in

(1) (1)

s\a(t)ux(z)\+\f(t,x(f-r(f)))\

<|a|M+] (1-c)M+cM ]|a] (4.16)
=2l

Buda T (K ) ‘nin egsiirekli oldugu anlamina gelir. Boylece 7, Kiizerinde diizgiin
stirekli bir operatordiir. Boylece Lemma (4.1)’e gore xeK oldugundan 7' + S sabit bir
noktaya sahiptir. Ayrica, m<x(¢)<M, bunun anlamu x(¢) (4.1)’in negatif olmayan

®— periyodik ¢oziimiidiir.

x(t) nin (4.1)’in pozitif @- periyodik ¢oziimii oldugu ispatlanacaktir. Sadece
Vie[0,0] i¢in x(¢)>m oldugunu ispatlamak yeterlidir. Aksi takdirde x(t* ):m i

saglayan "€[ 0, | vardir. (4.9)’dan
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t"+o

M= J. G(t*’s)[f(S,x(S—T(S)))—Ca(S)X(S—‘[(S))]ds-i-cx(t*—f(t*))

oldugundan dolayz,

t*rG(’*’S)a(s)[F(S’x)—(l—C)m]dsSO (4.17)

+*

denklemine ulasilir ve F(S,x)Z( l—c)m ve F( lO,x)>(l—c)m , loe[O,a)] oldugu

dikkate alinirsa,

t"+o

j G(t*, s)a(s)I:F(s,x)—(l—c)m:Ids>0

t*

celiskisi elde edilmis olur. Boylece Vie[0,w] igin 0<m<x(¢)<M, yani x(t)

(4.1)’in pozitif @— periyodik bir ¢oziimiidiir.

Teorem 4.2: Farz edelim ki c€[0,1) ve m<M olmak iizere negatif olmayan m, M

sayilari olsun yle ki; Ve[ 0,@ |,xe[ m,M ] igin

(1—c)£H(t,x)S(1—c)M
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ve Vxe[m,M ] i¢in H(t,,x)>(1-c)m olacak sekilde bir 7,€[0,@] olsun. Bu

takdirde (4.2)’in x( ¢ ) e(m,M ] olacak sekilde en az bir w— periyodik ¢ziimii vardur.

Ispat: ilk olarak, Teorem 4.1’in ispat1 gibi (4.2)’nin @— periyodik ¢dziimiinii bulmanin

integral denkleminin ¢6ziimiinii bulmaya denk oldugunun altin1 ¢izelim.

x(t):t]-wG( t,s)[b( s) j. Q( r)f( s,x( S+r) )dr—ca( s) j. Q( r)x( S+r)dr ds

- - (4.18)

T ve S operatorlerini K lizerinde

Q(r)f(s,x(s+r dr ca j‘Q s+r ds

—_
~
=
~
—_
~
SN—
Il
—_—
Q
—_
~
[
~
S
—_
1
~
Lo

Ve

seklinde tanimlansin.

Burada K Teorem (4.1)’de tamimlandig1 gibidir. Ispatin geri kalan1 Teorem 4.1°dekine

benzerdir. Ispat tamamlanmistir.

Teorem 4.3: Farz edelim ki ce(—1,0) ve m<M olmak iizere negatif olmayan m, M

sayilari olsun yle ki; Ve[ 0,@ |,xe[ m,M ] igin
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m—cM SF(t,x)SM—cm

ve Vxe[m,M] i¢in F(t,,x)>m—cM olacak sekilde bir #,€[0,®] olsun. Bu

takdirde (4.1)’in x( ¢ )e(m,M ] olacak sekilde en az bir @— periyodik ¢dziimii vardr.

Teorem 4.4: Farz edelim ki ce( -1,0 ) ve m<M olmak {izere negatif olmayan m, M

sayilari olsun 6yle ki; Ve[ 0,@ |,xe[ m,M ] igin

m—cM SH(t,x)SM—cm

ve Vxe[m,M] i¢in H(t,,x)>m—cM olacak sekilde bir #,€[0,w] olsun. Bu

takdirde (4.2)’nin x( t )e(m ,M ] olacak sekilde en az bir @w— periyodik ¢6zliimii vardir.

Teorem 4.3 ve Teorem 4.4’lin ispatlar sirastyla Teorem 4.1 ve 4.2 ile benzerdir. Bu

nedenle ispat1 verilmeyecektir.

4.2 Bazi1 Uygulamalar

Bu boliimde onceki bolimden elde edilen sonuglar (4.3) — (4.8) denklemlerine

uygulanacaktir. Teorem 4.1 ve Teorem 4.2’den asagidaki sonuglar elde edilir.

Sonuc 4.2.1

(i) a(t), b(1)eC(R,(0,)), z()eC(R.R)ve a(t), b(t), z(¢), B(¢) ler

w— periyodik fonksiyonlar, @>0 ve c€[0,1) iki sabit olsun.
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b(t)e_ﬁ(')x
a(t)

farz edelim. Bu takdirde (4.3)’tin x(¢)e(m,M] seklinde en az bir w— periyodik

(it) V(t,x)e[ 0,0 ]x[ m,M ] igin (1-c)m< —cx<(1-c )M oldugunu

¢Ozliimii vardir.

Sonuc 4.2.2

Sonug 4.3.1°deki (l) ve

b( t ) xe PU)
a(t)

saglansin. Bu takdirde (4.5)’in x( ¢ )e(m,M ] seklinde en az bir @— periyodik ¢dziimii

(ii) ‘v’(t,x)e[(),a)]x[m,M] i¢in (1—c)m< —ch(l—c)M’nin

vardir.

Sonuc 4.2.3

(i) a(t), b(t)eC(R,((),oo)), r(t)eC(R,R) ve a(t), b(t), r(t) w—

periyodik fonksiyonlar, @>0 ve ce[0,1) iki sabit olsun.

b(t)x
a(t)(1+x”)

farz edilsin. Bu takdirde (4.7)'nin x(¢)e(m,M] seklinde en az bir ®— periyodik

(ii) V(t,x)e[0,@]x[m,M ] i¢in (1-c)m< —cx<(1-c )M oldugu

¢Ozimii vardir.

Sonuc 4.2.4

(i) a(t), b(l)eC(R,(O,oo)) ve a(t), b(l), ﬁ(l) ®— periyodik fonksiyonlar,

>0 ve ce[0,1) iki sabit olsun.
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0
Bununla birlikteQ(r)eC((—oo,O],[O,oo)),.[Q(r)drzl olsun. Bu takdirde

—o0

(4.4)’lin x( t )e(m ,M ] seklinde en az bir w— periyodik ¢6ziimii vardir.

Sonuc 4.2.5

Sonug 4.3.4’deki (i ) ve sonug 4.3.2°deki (ii ) ‘nin saglandigini farz edelim. Bu takdirde

(4.6)'mn x(t )e(m,M ] seklinde en az bir w— periyodik ¢oziimii vardir

Sonuc 4.2.6

(i) a(t1), b(t)eC(R,(O,OO)) ve a(t), b(t) o- periyodik fonksiyonlar, @>0 ve
0

ce[0,1)iki sabit olsun. Bununla birlikte O( r )eC((-,0],[0,) ), jQ(r)drzl

—00

olsun. Bu takdirde (4.8)’in x(¢)e(m,M ] seklinde en az bir w— periyodik ¢oziimii

vardir. ce(-1,0) oldugunda, benzer sonuglar bulunur. Bu yiizden ispat

verilmeyecektir.
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BOLUM V

PERiIYODIK GECIKMELERLE BIRLIKTE BIRINCI MERTEBEDEN
NOTRAL FONKSIYONEL DIFERANSIYEL DENKLEMLER ICiN POZITIF
PERIYODIK COZUMLER

Burada, (Liu vd., 2012) yaptiklar1 ¢aligma incelenmistir. Gecikmeleri periyodik olan
birinci mertebeden nétral fonksiyonel diferansiyel denklemlerin iki smifi dikkate
alinmistir. Denklemler i¢in pozitif periyodik ¢ozlimlerin varligi ile ilgili baz1 sonuglar
Krasnoselskii sabit nokta teoremi kullanilarak elde edilmistir. Sonuglar 4 6rnekle

desteklenmistir.

Son yillarda periyodik ¢oziimlerin varligi, asikar olmayan periyodik ¢oziimler,
maksimum ve minimum periyodik ¢ézlimler ve pozitif ¢oziimler periyodik gecikmelerle
fonksiyonel diferansiyel denklemlerin birka¢ smifi i¢in pozitif periyodik ¢oziimler;
matematiksel ekolojik modeller, ekonomik ve kontrol modelleri, fizyolojik ve niifus
modelleri ve diger modelle iizerine yazilmis birka¢ bilimsel calisma bulunmaktadir.
Bunlara 6rnek olarak (Kang vd., 2010; Kang vd., 2005; Luo vd., 2008; Serra, 1991,

Wan vd., 2004) ve referanstakiler verilebilir.

2004’te Wan et al (Wan vd., 2004) periyodik gecikmelerle birinci dereceden

fonksiyonel diferansiyel denklemleri incelemis,

(t)=-a(t) x(¢)+f (tx (t-7(1))), VieR (5.1)

burada aeC(R,R*\{O}), 7(1)eC(R,R) @ periyodiktir ve birinci degiskene gore
feC( RxR* ,R*) o periyodiktir.

Konilerdeki sabit nokta teoremini kullanarak, belli kosullar altinda sirasiyla (5.1)’in
pozitif periyodik ve periyodik ¢oziimlerinin varhigini ispatladilar. 2005’te Kang ve

Zhang (Kang vd., 2005) (5.1)’in asikar olmayan ¢éziimiiniin varlig1 i¢in kismi sirali ve

topolojik derece teorisini kullandilar. 2010’da Kang et al (Kang vd.,2010) alt ve {ist
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coziimler metodunu kullanarak maksimum ve minimum ¢6ziimlerinin varligini verdi.

Uygunluk derecesi prensibinin siireklilik teoremi ile Serra (Serra, 1991),

Gl er(1-0) )= 1 (10 (1), vieR, 52

burada |c|$1ve 7>0 sabitlerdir, notral diferansiyel denklem i¢in periyodik

¢Ozlimlerinin varligini arastirdi.

2008’de Luo et al (Luo vd., 2008) periyodik gecikmelerle iki farkli

- [ x(t) - ex (t-2(1)) |=-a(t) x()+ £ (t.x (t-7(1))), VieR,

0

%[x(t)-c J;Q(r)x(t+r)dr}z-a(l)x(f)‘kb(t) _[ O(r) f (t.x(t+r) )dr, (5.3)

VteR,

burada birinci degiskene gdre, @eR"\{0}ve <1 sabitler olmak iizere,
reC(R,R),a,beC(R,R"\{0}), feC(R*,R), 7, a Ve b periyodik ve f

birinci degiskene gore @ periyodiktir ve

0

QeC(R_,R), [O(r)dr=1

—00

seklindedir. Burada nétral fonksiyonel diferansiyel denklemler i¢in pozitif periyodik

¢Ozlimlerin varligini kanitlamak amaciyla Krasnoselskii sabit nokta teoremini kullandi.
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(Kang vd., 2010; Kang vd., 2005; Luo vd., 2008; Serra, 1991; Wan vd., 2004)
makaleleri ve buradaki referanslardan hareketle, periyodik gecikmeli birinci mertebeden

notral fonksiyonel diferansiyel denklemlerin iki ¢esidi

E[g(t)X(t) -e(t)x (t-2 (1)) |=-a(e) x(0)+ f (tx (t-2(2))), VeeR,  (54)

(5.5)

—a(t)x(t)+b(t) J- Q(r)f(t,x(t+h(r)) )dr, VteR,

—00

burada, weR"\{0} sabiti ve 7,a,b, ceC(R,R), feC(RZ,R), heC(R_,R),

geC' (R,R* \{0}), r,a,b,c ve g, @-—periyodik fonksiyondur ve f birinci

0
degiskene gére w— periyodiktir. QeC (Rf ,R*), J- Q(r)dr =1 ele alinacaktir. (5.1)

ve (5.3) sirastyla (5.4) ve (5.5)’in Ozel halidir. Bilindigi kadariyla (5.4) ve (5.5)’in
periyodik ¢oziimlerin varligi simdiye kadar aragtirnlmamistir. Bu makalenin amaci,
Krasnoselskii sabit nokta teoremi ve bazi yeni teknikler uygulayarak, (5.4) ve (5.5)’in
pozitif periyodik ¢ozlimlerinin varligin1 garanti eden yeterli kosullar olusturmaktir.

Sonuglarin etkinligi ve uygulamalarini géstermek amaciyla 4 6rnek verilmistir.

Bu makale boyunca; R:(—oo,+oo), R*=[0,+0), R_=(-,0], N’in tiim pozitif tam

sayilarin kiimesi ve P=min,_, () oldugu varsayilir.

G(t,s): , V(t,s)e]Rz, (5.6)
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X={xeC(R,R),x( t)=x(t+w), VteR}.

VxeX. (5.7)

| % =sup o0y [ *(1)

9

X ’in bir Banach uzay1 oldugu bilinmektedir.

A(N.M)={xeX:N<x(t)<M ,Vie[0,0]}, VM, ,N>0. (5.8)

A(N M ) ‘nin Banach uzayinin sinirli, kapali ve konveks alt kiimesi oldugunu gérmek

kolaydir.

Lemma 5.1 (Krasnoselskii Sabit Nokta Teoremi): Y, Z, Banach uzayr’nin bos
olmayan kapali, sinirhi, konveks bir alt kiimesi olsun ve f, g Vx,yeY igin
fx+gyeY olacak sekilde Y’den Z’ye doniisim olsun. Eger f bir daralma
donilisimii ve g tamamen siirekli ise f x+gx=x denkleminin Y ’de en az bir ¢6ziimii

vardir.

5.1 Ana Sonuglar

Simdi, (5.4) ve (5.5) i¢in pozitif ¢oziimlerinin varligin1 gostermek amaciyla

Krasnoselskii sabit nokta teoremini kullanacagiz.

Teorem 5.1

O<N<M, ¢20, ¢,20, c¢+c,<], —cléc(t)éc2, ‘v’te[O,a)], (5.9
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0<G,<g'(1)+a(t)<G,, Vite[0,m], (5.10)

(N+02M)G2Sf(t,s)+a(t)c(t)s£(l—cl)MG], V(l,s)e[O,co]x[N,M], (5.11)

saglayan N, M, G,, G,, ¢, ve c, sabitlerinin oldugu varsayilsin. Bu takdirde (5.5),

A (N M ) "de en az bir pozitif @ periyodik ¢oziime sahiptir.

Ispat: x(l) , (5.4) denkleminin ¢éziimiidiir ancak ve ancak x(t)

(5.12)

integral denkleminin ¢oziimiidiir. V xe A(N M ) icin S :A(N M )—)X doniigiimleri

t+w

(Tx)(t): j G(t,s)[f(S,x(s—r(s)))-i-a(s)c(s)x(s—r(s))]ds, VteR, (5.13)

t

(Sx)( t )= —c ( t )x( t—r( t ) ), VteR,

seklinde tanimlansin. (5.13)’den Vxe A(N,M) ve teR icin,
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(Tx)(t+a)):[:j:G(t+a),s)[f(s,x(s—r(s)))+a(s)c(s)x(s—r(s))]ds

:t;[wG(t+a),u+a))[f(u+a),x(u+a)—z'(u+a)))) (5.14)
+a(u+a))c(u+a))x(u+a)—r(u+a))):|du
= '!. G(t,u )[f(u,x(u—f(u )))+a(u )c(u )x(u —f(u ))}du
~(T5)(0).
(Sx)(t+a)): —c(t+a))x(t+a)—r(l+a))):—c(l)x(t—r(l)):(Sx)(t),
bulunur. Bunun anlamu ise,
T(4(N.M))cX, S(A(N.M))cX. (5.15)

(5.9)—(5.11) ve (5.13)’1i kullanilarak Vx,yeA(N,M) ve VteRigin

(Tx)(t)+(Sy)(t)=tt!.wG(t,s )[f(s,x(s—r(s)))+a(s)c(s )x(s—r(s))]ds
—e(t)y(1-7(1))
<(l-¢,)M G, t]wG(t,s)ds+clM
S(l—cl)Mt];wG(t,s)[g'(s)+a(s)]ds+clM

_ (l—cl)M

{exp( ((g’(r)-l—a(r))/g(r))dr]—l}
oo [ £02220 ) ) £00),

O —y

T
{exp[ I((g'(r)m(r))/g(r))drj_l} (5.16)

=(l-¢,)M +¢, M =M,
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sonucuna varilir.

t+w

(7x) () +(y)(t)2(N+&:M)G, [ G(t,5)ds—e,;M 2N +e,M —c,M =N, (5.17)
[($)(D)=()()=]e ()| x( = (1) = (¢ =2 (1)) <(e +e) [ x= ] (5.18)
bunun anlami ise,

Tx+TyeA(N,M), |Sx=Sy|<(q +c,)|x-y|, Vx,yed(N,M). (5.19)

Simdi 7 ’nin A(N M )’de diizgiin siirekli bir déniisiim oldugu gosterilecektir. Ilk

olarak 7 ’nin A(N,M)’de siirekli oldugunu varsayalim. limy, =y ile birlikte

{(e},y©A(N.M) ve ye A(N,M) olsun. 1 eC(R2 ,]R) oldugu hatirlanirsa, verilen

ke

£>0 i¢in [0,@]x[N,M] de f ’nin diizgiin siirekliliginden

G
‘f(tl,sl)—f(tz,sz)‘<178, V(1.8,.6,5,)€[0, 0] x[N.MT

(5.20)
max{ |t1 —t,|, sl—s2| }<5.
saglayan ¢ >0 vardir. }im ¥, =y oldugundan
[y, -y |<Sminte o) sy (5.21)
2(1+G, )(1+]d])

50



saglayan N, e N vardir. (5.9), (5.10), (5.13), (5.20) ve (5.21) goz Oniine alindiginda

t+w

.[G(t,s)[f(s,yk(s—r(s)))+a(s)c(s)yk(s—r(s))}ds

t

|| Ty, —Ty||=tsu

[0.0]

t+o

— .[ G(t,s)[f(s,y(s—r(s)))+a(s)c(s)y(s—r(s))]ds

t

t+o

Ssup] ‘,[ G(Z,S)Uf(s,yk(s—r(s)))—f(s,y(s—r(s)))‘ (5.22)

tel0,0

+‘a(s)c(s)‘yk(s—r(s))—y(s—r(s))uds

< Eilallarelminted | o e ey
127 @) (el) Jamn s T T

elde edilir. Bunun anlami ise lim 7y, =7y, yani 7, A(N,M)’de siireklidir.

Ikinci olarak T (A(N M ) ) ‘nin goreceli kompakt oldugunu iddia edelim. [O,a)] "da

T (A(N M) ) *nin essiirekli ve diizgiin sinirli oldugunu gostermek yeterlidir.

(5.9)— (5.11) ve (5.13) ten

+a

'[ G(t,s )[f(s,x(s—r( S )))+a(s )c( S )x( s—r(s))]ds

|| Tx ||= sup
te[0,0] f

t+w

<(1-¢,)M G, sup [ G(t,s)ds<(1-c,)M, Vxed(N,M).

1€[0,0] f
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| £Wxa) 1) 6(1040)

g(t)

x[f( t+o,x(t+o-1(1+w)) )+a( t+o)c(t+o)x(t+o-1(t+o) )}‘

g'(t)+a()

< <0 |(72x) (¢)|+|G (2.t + )~ G(1.1) ‘f(t,x(t—r(t)))
+a(t)c(t)x(t—r(t))‘

. oo (0ot -

<2 (1) M+ ° (1-a)MG,

Tg(t)[exp( I( (g’(r)+a(r))/g(r))di’j—1:|

_ (5.23)
it CI)MP(“@), V(1) e A(N.M)x[0.0],

bulunur. Bu ise, T (A(N M ))’nin [O,a)] de diizgiin smirli ve essiirekli oldugunu
verir. Bunlarla birlikte (5.15), (5.19) ve Lemma 5.1 den Tx,+Sx,=x, olacak sekilde
X, € A(N,M) vardir. x,’1mn (5.12) ve (5.13) den (5.4)’lin pozitif @ periyodik ¢6ziimii

oldugu goriiliir. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 5.2: (5.10) ve (5.11) sartlarim saglayan N, M, G,, G,, ¢, ¢, sabitlerinin

oldugunu varsayalim:

0<SN<M, ¢=20, ¢,20, c¢+c, <], —CISC(Z)SCZ, Vte[O,a)], (5.24)

ya;
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f(ty,s)+a(ty)e(t,)s >(N+¢, M)G,, Vse[N,M], (5.25)
ya da;
g'(t)+a(t,) <G,. (5.26)

Bu takdirde; (5.4) Vte [O,w] igin N<x(t)SM olacak sekilde en az bir xe A(N,M)

pozitif @ periyodik ¢oziime sahiptir.

Ispat: Teorem 5.1'in ispatinda oldufu gibi (5.4), N<x(1)<M olacak sekilde
@ periyodik xe A(N,M) ¢bzimine sahiptir. Simdi Vie[0,0] i¢in x(¢f) >N
oldugunu iddia ediyoruz. Aksi takdirde x(t*) = N ’i saglayan ¢ €[0,o]vardur. (5.12),

(5.13) ve (5.24)’den dolay1

N=t*fG( t*,s)[f(s,x( s—r(s)))+a(s)c(s)x(s—z‘(s))}ds—c( i )x( t*—z'( t*))

(5.27)

> | G )| f( 52 s=2(5)) )+al s)e( s)x( s=2(s)) |ds—e M,

Bu ise,
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OztrG( t*,s)[f( s,x( s—r( s) ) )+a( s)c( s)x( s—r( s))}dv—(N—czM)
(5.28)
= .[ G( t*,s)[f(s,x( s—r(s)))+a(s)c(s)x(s—r(s))—(N+02M)(g'(s)+a(s))}ds.
oldugunu gosterir. Farz edelim ki (5.25) saglansin. (5.10), (5.11), (5.25) gboz Oniine

alindiginda G, f, a, ¢, g, g', © ve x’lerin siirekliliginden

*
t tw

J: G( t*,s)[f( s,x( S—T( S)))Jra( S)c( s)x( S—T( S))—(N-i—CzM)(g’(S)-i-a(S))JdS
(5.29)

> j G( t*’s)[f( s,x( s—7( s)))+a( s)c( s)x( s—7( s))—(N+c2M)G2JdS>O,

¥
t

bulunur. Farz edelim ki (5.26) saglansin. (5.10), (5.11), (5.26) g6z Oniine alindiginda

G, f, a, c, g, g, r ve x lerin siirekliliginden

*
t o

_[ G( s )[f( s,x( s—7(s) ) )+a( s)c(s )x( s—7(s) )—(N+c2M)(g'(s)+a(s))}ds
(5.30)

> J- G( t*,s)[f( s,x( S—T( s) ) )+a( S)c( S)x( s—r( s) )—(N+02M)G2]d920,

bulunur. Bu da (5.28) ile ¢elisir. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 5.3: (5.9) ve (5.10) saglayan N, M, G,, G,, ¢, ¢, sabitlerinin oldugunu

varsayalim,
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(N+c2 M)G2 Sb(t)f(t,S)+a(t)c(t)sé(1—cl)MGI, V(t,s) E[O,a)]x[N,M]. (5.31)
Bu takdirde (5.5), 4(N,M ) de en az bir pozitif @ periyodik ¢dziime sahiptir.

Ispat: x(7), (5.5) denkleminin ¢dziimiidiir ancak ve ancak x(7),

X t):J- G(t,s IQ( s ,X s+h( )) a?+a +c IQ( s+h dr |ds

(5.32)

0

j ) [ O(r)x(t+h(r) )dr, VieR

integral denkleminin ¢ézimiidiir. V(x,t)eA(N,M)xR igin, T ve S:A(N,M)—)X

dontistimleri

seklinde tamimlansin. Ispatin geri kalan kismi Teorem 5.1°in ispat1 ile benzerdir ve

thmal edilmistir. Bu da ispati tamamlar.

Teorem 5.4:5(t,) f (,,5)+a(t,)c(t))s>(N+c,M)G,, Vse[N,M] (5.34)
saglayan N, M, G,, G,, ¢, c, sabitlerinin oldugunu varsayalim.
Bu takdirde; (5.5)'in Vte[0,0] i¢in N<x(r)<SM olacak sekilde en az bir

xe A(N,M) pozitif @ periyodik ¢dziime sahiptir.
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Teorem 5.4’{in ispat1 teorem 5.2 ve 5.3’iin ispat1 ile benzer oldugundan ihmal edilmistir.

Aciklamalar 5.5: Eger g(t)=1,c(t)=c ve VreR i¢in h(r)=r olsa bile bu

makaledeki teorem 5.2 ve 5.4’lin sartlarini sirastyla (Luo vd., 2008)’de teorem 5.1 —

5.47lin sartlarindan farklidir.
Ornekler

Simdi boliim 5.2°de elde edilen sonuglart gosteren 4 6rnek olusturulacaktir. Bilinen

sonuglardan higbirinin 6rneklere uygulanamayacagina dikkat ediniz.

Ornek 1 Periyodik gecikmeli birinci mertebeden nétral diferansiyel denklem

{(H&Stj( x(z)+mjx( t—3sint—2cost)}
100 100

:—(1+%jx(t)+20+coszt+sin2(x5 (t—3sint—2cost)cost), VteR.

(5.35)

ele alinsin.

0=27, M=100, N=1, ¢, =——, ¢,=—— G, =~ G,=10L
100”100 100 100

Ve

b

g(t):H%Sof’ c(t):%, a(t):l+%, r(z):3sint+2cost, (5.36)

f(t,5)=20+cos”r+sin 2(s5 cost), v(t,s)eR?

(5.9) ve (5.10)’un saglandigin1 gérmek kolaydir. Oyleyse;
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(N+e, M)G, :4.04<20+(1+5—10j%-1003 F(t.5)+a(t)e(t)s

(5.37)

<0+ (1+ij£-100<98.01:(1—c,)MG, V(1,5) [0, 0] <[V, M].
50100

(5.11) saglanir. Boylece teorem 5.1, (5.34)’in A(N,M)’de en az bir pozitif @

periyodik ¢6ziimii oldugunu soyler.

Ornek 2 Periyodik gecikmeli birinci mertebeden nétral diferansiyel denklem

3+2cost+sint 2+2sint+cost i '
x(1)+ x(t—sm t)
100 20

(5.38)
10042507 +3cost x( t—sin3t)sin\/‘t+x8( t—sin3t)‘+l
=_( jx(t) 60+ . VieR
100 50+IOCos(z‘—x5 ( t—sin’ t))
ele alinsin.
0=27, M=100, N=0, ¢, =, c,=+ G =24 =20 ( -Z e
20 4 25 25 2

3+cost+sint 2+2sint+cost 100+2sinz+3cost . 3
(7)) 2 2sntrcost, a(t)z( n j,r(t)=sm :

. (5.39)
sin, [ |t +s°[+1
F(£.5)=60+— [+s] V(1,5) <R,

- T50+1000s(t—s5) ’

(5.10), (5.24) ve (5.26) saglandigin1 gérmek kolaydir. Oyleyse;
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100(-1 -
(Ve M)G,=26<60+ LD 105 “Lyo0c rlr ) va(t)e(t)s
50-10 100 20 (5.40)
<60+ 4 2625<91.2=(1-¢)MG,,  ¥(1.5) [0, ][N, M].

Bu da (5.11)’1i saglar. Acik¢a yukaridaki esitsizliklerden dolayr (5.25) saglanir.
Dolayisiyla teorem 5.2, (5.38)'in Vte[0,0] i¢in N<x(f)<M olacak sekilde

Xe A(N M ) pozitif periyodik ¢dziimiiniin olmasini saglar.

Ornek 3 Periyodik gecikmeli birinci mertebeden nétral diferansiyel denklem

) . 0 ,
{(5+008t+351ntj[x(t)+%ICXP(F)X(Ircosr)drj:l

50+sint (50—sint) bt

_ I51450sin \ 1
(50+sinz)’ 3+2sint

(5.41)

0 .
X jexp(r) {4.53+3sint%[x( t—rcosr)cos’ t+oos(t+x1°°( t—roosr))ﬂ dr, VteR

—0

ele alinsin.

1 5 5 295
— ¢,= , G =——, G,=—— ve
14406 14406 2601 2401

w=2r, M=1440.6, N=1, ¢ =

58



5+cost+3sint 2+3sint 151+50sin¢ 1
gt)=— ()= alt)=———— b()=—=—
50+sint 6(50—sin?) (50+sint) 3+2sint

(3+2sint)[scoszt+cos(t+s1°°ﬂ

t,s)=4.53+3sint+ s
f(5:9) 10000+ cos?

V(t,s)eR?, (5.42)

Q(r)zexp(r), h(r)=—rcosr, VreR_.

(5.9) ve (5.10) saglandig1 aciktir. Oyleyse;

885 45343 -1  302-553
N+c, M)G, = + + -1440-6 <b
(NG =308 52 00— LB 0000 ()1 (¢:5)+a(t)e(r)s

£4'53_3+ 1441.6 N 1005 -1440.6<14404 (5.43)
3-2  10000-1 37470006 5282

=(1-¢)MG,, V(t,s)€[0,0]x[N,M].

Bu da (5.31)’in saglandigin1 gosterir. Boylece teorem 5.3, (5.41)’ in A(N,M) ’de en az

bir pozitif @ periyodik ¢6ziimii oldugunu sdyler.

Ornek 4 Periyodik gecikmeli birinci mertebeden nétral diferansiyel denklem

: 2+3sint | ,
I:IH(IOO'FZSIHZL)(X(ZL)'FM J. exp(r)x( t+l")dl"j:l

3
__[ 100+2sintjx(t)
. 0 3 2
+(lJrcosHsmz‘j Iexp(r)!4+ 2x(t+r)sint+cos’ ¢

(5.44)
dr, VteR.
100 5000+ 5sin’ [z—ln(1+x2(t+r))]]

—00
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ele alinsin.

w=27, M=1000, N=1, ¢, c,=—, G, =——, G,=—, t,=% ve
98 98 102 98 2
2+3sint 3 cost+sint
t)=In(100+2sint), c(t)=————, a(t)= —— =
g(£)=In(100+2sine), () 100—2sinz’ a(t) 100+2sinz"” (1)=1+ 100
: 2
F(t,5)=44— Dsntteos ! v(1.5)eR?, (5.45)

5000+ 5sin> [f—ln(1+s2)]’

Q(r)zexp(r), h(r):r, VreR .

Acikea (5.10), (5.24) ve (5.26) saglanir. Basit bir hesaplamayla

(N+e,M) G2:12745< 336103:(1 : —1—1}(4 ; —2000+0j+ 6-9 ) 1000
4802 104125 100 5000 100004

1+1 2000-+1 6+9 623563
<b < 14 44 : -1000= 5.46
1)/ (t-s)+ale)e(e)s ( 100}( 5000) 10000—4 a5 040
24250
<% :(I—CI)MGl, V(t,S) E[O,Q)]X[N,M].

oldugu goriiliir.

Yani (5.31) saglanir. Acik¢a (5.34)’nin saglandig1 yukaridaki esitsizliklerden goriiliir.
Boylece teorem 5.4 Vie[0,0] i¢in xed(N,M) ve N<x(f)<M oldugunda

(5.10)’un en az bir pozitif @ periyodik ¢6ziime sahip olmasini saglar.
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