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OZET

LINEER OLMAYAN KISMI TUREVLI DIFERANSIYEL
DENKLEMLERE KUDRYASHOV METODU ve HOMOJEN DENGE
METODUNUN UYGULANMASI

TURKMEN Cigdem
Nigde Omer Halisdemir Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Danisman : Dr. Ogr. Uyesi Giildem YILDIZ

Haziran 2019, 68 sayfa

Bu tez calismasinda, Kudryashov metot, Homojen Denge metodu ve bu metotlar
arasindaki iligkiler incelenmistir. Fizik bilim alani ve miihendislik uygulamalarinda
kullanilan lineer olmayan kismi tiirevli Fisher denklemi, Benjamin-Bona-Mahony
(BBM) denklemi, Schamel-KdV (S-KdV) denklemi, Calogero-Bogoyavlenskii-Schiff
(CBS) denklemi, Boito-Leon-Manna-Pempinelli (BLMP) denklemi, Gardner denklemi,
Caudrey-Dodd-Gibbon (CDG) denklemi ve Sawada-Kotera (SK) denkleminin tam
cozumleri bu iki metot kullanilarak elde edilmistir. Bulunan tam ¢oziimler hem kendi
aralarinda hemde literatiirdeki sonuglarla karsilastirilmistir ve bu ¢oziimler literatiirde
bulunan ¢o6ziimlerle ayn1 ve farkli tipten hiperbolik, trigonometrik, rasyonel

fonksiyonlardir.

Anahtar Sozciikler: Kudryashov metodu, Homojen Denge metodu, Benjamin-Bona-Mahony (BBM)
denklemi, Fisher denklemi, Schamel-KdV denklemi, Calogero-Bogoyavlenskii-Schiff (CBS) denklemi
Boiti-Leon-Manna-Pempinelli (BLMP) denklem, Gardner denklemi, Caudrey-Dodd-Gibbon (CDG),
Sawada-Kotera (SK).



SUMMARY

THE EXACT SOLUTIONS OF NONLINEAR PARTIAL DIFFERANTIAL
EQUATIONS USING KUDRYASHOV METHOD and HOMOGENEOUS
BALANCE METHOD

TURKMEN Cigdem
Nigde Omer Halisdemir University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor : Asist. Prof. Dr. Giildem YILDIZ

June 2019, 68 pages

In this thesis, Kudryashov method, Homogeneous Balance method and the relations
between these methods are studied. The exact solutions of Benjamin-Bona-Mahony
(BBM) equation, Fisher equation, Schamel-KdV (S-KdV) equation, Calogero-
Bogoyavlenskii-Schiff (CBS) equation, Boito-Leon-Manna-Pempinelli (BLMP)
equation, Gardner equation, Caudrey-Dodd-Gibbon (CDG) equation and Sawada-
Kotera (SK) equation, which are nonlinear partial differential equations used in the
physics science field and engineering applications, are obtained by using these two
methods. The obtained exact solutions are compared both with each other and with the
results in the literature. They are the same and different types of hyperbolic,

trigonometric, rational functions from the solutions found in the literature.

Keywords: Kudryashov method, Homogeneous Balance method, Benjamin-Bona-Mahony (BBM)
equation, Schamel-KdV(S-KdV), Calogero-Bogoyavlenskii-Schiff (CBS) equation, Boito-Leon-Manna-
Pempinelli (BLMP) equation, Gardner equation, Caudrey-Dodd-Gibbon(CDG) and Sawada-Kotera(SK)
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BOLUM |

GIRIS

Lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemler giinliik hayatta bir ¢ok problemin
matematiksel modellenmesi olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Ilk olarak Leibniz tarafindan
1676 yilinda kullamlmistir (Bozdag, 2014). Bir¢ok bilimsel alanda kullanilan
problemlerin matematiksel model olarak ifade edilmesi ve bu matematiksel modellerin
analitik ¢oziimleri hakkinda bilgi sahibi olmak ¢ok Onemlidir. Clinkii bu ¢oziimler
modellenen problemlerin karakteri hakkinda bilgi vermektedir. Bilimsel alanlarda
kullanilan bu lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri bircok farkl
bilim dallarina 151k tutmakta ve yol gostermektedir. Mesela fiziksel bir olayda, kimyasal
hesaplamalarda ya da biyolojide bir¢ok c¢alismada kismi diferansiyel denklemlere
ihtiya¢ duyulur. Ayrica benzer sekilde dalga ifadesi de fizikte dnemli bir yere sahiptir.
Ornegin  ses dalgasi, su dalgasi, radyo ve televizyon dalgalar1 gibi dalgalar da
matematiksel modeli kismi diferansiyel denklemlerle ifade edilir. Matematiksel model
olarak ele alinan bu kismi diferansiyel denklemler ¢oziildiigiinde problem hakkinda bir
yoruma gidilebilir. Fakat bu denklemlerin ¢6ziimlerinin elde edilmesi o kadar kolay
degildir. Hatta bu ¢dztimleri elde etmek diferansiyel denklemin elde edilmesinden daha
zordur. Mesela bu diferansiyel denklemlerin bazilarmi birkag integral alarak
cozebilirken bazilarini da bu sekilde ¢ozmek miimkiin degildir. Bu yiizden bu
diferansiyel denklemleri ¢ozmek icin bir¢ok bilim insani tarafindan farkli metotlar

kullanilmistir.

Bu tez caligmasinda ise Kudrashov metodu (Fan ve Zhang, 1998; Kudryashov, 2004;
Pavel, 2010; Kabir vd., 2010; Ryabov vd., 2011; Pandir vd., 2012; Kudryashov, 2012;
Mirzazadeh vd., 2014; Ciivelek, 2016) ve Homojen Denge metodu (Wang vd., 1996;
Fan ve Zhang, 1998; Fan, 2000; Senthilvelan, 2001; Zhao ve Tang, 2002; Zhao vd.,
2006; Jie Ji vd., 2010; Zayed ve Alurrfi, 2014; Yi Wei vd., 2016) kullanilarak lineer
olmayan kismi tirevli KdV denklemlerinden olusan Fisher Denklemi (Kudryashov,
2012), Caudrey-Dodd-Gibbon denklemi (Wazwaz, 2006; Wazwaz, 2008; Xu vd.,
2008; Jiang ve Bi, 2010; Naher vd., 2011; Yang vd., 2014 ; Tu vd., 2016; Karaagagc,
2019), Caudrey-Dodd-Gibbon-Sawada-Kotera Denklemi (Salas vd., 2008; Wazwaz,
2011; Shakeel ve Mohyud-Din, 2014; Akbari, 2017), Benjamin-Bona-Mahony



Denklemi (Benjamin vd., 1972; Aslan, 2009; Abdel Rady vd., 2010; Yildiz, 2011),
Calogero-Bogoyavlenskii-Schiff (Baskonus vd., 2014; Kaplan vd., 2016; Tahami ve
Najafi, 2017), Boito-Leon-Manna-Pempinelli (Gilson vd., 1993; Bai ve Zhao, 2006;
Darvishi vd., 2012; Li Ying ve Li Desheng, 2012; Zamiri, 2013; Arbabi ve Najafi,
2016; Esen, 2018; Kumar ve Tiwari, 2018), Gardner denklemi (Wazwaz, 2007; Biswas,
2008; Pan vd., 2011; Vassilev vd., 2011; Kamchatnov vd., 2012; Betchewe vd., 2013;
Alam ve Akbar, 2014; Zuntao vd., 2014; Zhang ve Wang, 2016; Kumar, 2016;
Daghan ve Dénmez 2016; Demiray ve Bulut, 2017), Schamel-KdV (Wafaa vd., 2013;
Doénmez ve Daghan, 2017) gibi kismi tiirevli diferansiyel denklemlerinin tam ¢oziimleri
elde edilmistir ve bu sonuglar hem kendi aralarinda hem de literatiir de karsilastirmasi

yapilmistir ve elde edilen bu sonuglarin bazilarinin grafikleri iki boyutta gosterilmistir.

Tez kapsaminda yapilan bu c¢alisma bes bolimden olusmustur. Birinci béliimde konu
hakkinda kisaca bilgi verilmis, ikinci boliimde temel kavramlar yazilmis ve ¢oziilecek
denklemlerin ifadelerine yer verilmistir. Uglincii béliimde ise Kudryashov ve Homojen
Denge metotlar1 agiklanarak bu metodlarin nasil kullanildigi gésterilmistir. Dordiincii
boliimde de bu iki metot yardimiyla lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel
denklemlerin ¢oziimlerine ulasilmistir. Elde edilen bu ¢éziimler karsilastiriimigtir. Son

boliimde ise yapilan ¢aligmalar degerlendirilmistir.

Bu tiir metotlarin uygulanmasi zor oldugu i¢in bir takim hesap programlardan
faydalanilmistir. Bu programalar REDUCE, MATHEMATICA, programlaridir. Elde
edilen ¢oziimler icin REDUCE, bu ¢6ziimlerin saglamasi ve ¢ozlimlerin grafikleri i¢in

MATHEMATICA programi kullanilmigtir.



BOLUM II

GENEL KAVRAMLAR

Tammm 2.1: Bir bilinmeyenli fonksiyon ve bu fonksiyonun g¢esitli mertebeden
tirevlerini igeren matematiksel denklemlere diferansiyel denklemler denir. Bir
denklemde belirli bir degiskene gore tiirev varsa o degiskene bagimsiz degisken,

denklemde tiirevi bulunan degiskene ise bagimli degisken denir.

Bir tek bagimsiz degisken iceren diferansiyel denkleme adi diferansiyel denklem denir.
X bagimsiz degisken, y =U (x) bagimli degisken ve bagimli degiskenin bagimsiz

(n

degiskene gore gesitli mertebeden tiirevleri y',y", y", ...,y olmak iizere adi tiirevli

diferansiyel denklem kapali formda,

FOGY, YL yny™ ....y")=0 (2.1)

seklinde gosterilir. iki veya daha fazla bagimsiz degisken igeren diferansiyel denkleme

kismi diferansiyel denklem denir ve n. mertebeden bir kismi diferansiyel denklem,

F(U,U,U,,U,U,,...)=0 (2.2)

seklinde gosterilir (Koca, 2001; Bozdag, 2014).

Tamim 2.2: Bir diferansiyel denklem lineer ve lineer olmayan denklem olmak iizere iki
sekilde incelenir. Bir kismi diferansiyel denklemde bagimli degisken ve bunlarin
denklemdeki biitiin kismi tiirevleri parantezinde yazildiginda katsayilar yalnizca
bagimsiz degiskenlerin fonkiyonlarindan olusuyorsa bu denkleme lineer diferansiyel
denklem denir. Eger diferansiyel denklemde bagimli degisken iistel, trigonometrik ya
da logaritmik olarak bulunuyorsa veya bagimli degiskenin herhangi bir tiirevinin
derecesi birden farkli veya bagimli degisken kendisi ile veya tiirevleriyle ¢arpim ya da
bolim halinde ise bu tiir diferansiyel denkleme lineer olmayan diferansiyel deklem
denir (Koca, 2001; Bozdag, 2014).



Tammm 2.3: Bir a<x<baraliginda tanimli bir U fonksiyonu a < x <b araliginda

bulunan her X i¢in tanimli ve ilk n. mertebeden tiireve sahip fonksiyonu

F(%8(x).¢ (x),4(x), ., ¢ (x) ) =0 (2.3)

ise ¢ fonksiyonuna (2.3) denkleminin ¢6zliimiidiir denir. Bir adi diferansiyel denklemin
genel ¢oziimii denklemin mertebesi kadar sabit igerir ve ¢6ziim fonksiyonundaki

sabitlere verilen her bir degere karsilik bulunan ¢oziime de 6zel ¢6ziim denir. (Koca,

2001; Bozdag, 2014).

Tamim 2.4: Lineer olmayan herhangi bir adi diferansiyel denklemde en yiiksek

q

mertebeden lineer olan terim 1 ve en yliksek dereceden lineer olmayan terimi
U

r S
uP(%J ile verilsin. Bu durumda M dengeleme terimi olmak iizere
M

M +q=Mqg+s(M +r) esitligi ile yazilabilirdir (Ugurlu, 2010; Baskonus, 2011).
Tamim 2.5: Korteveg-de Vries Denklemi (KdV)

KdV denklemi, ilk olarak 1834 yilinda Iskogyali miihendis J. Scott Russell tarafindan
fark edilen soliton dalgalarla ortaya ¢ikmistir. Korteveg-de Vries denklemi su dalgasi
yiizeyi, plazmadaki ses dalgas1 iyonlar1 gibi 6nemli fiziksel sistemlerde ele alinan lineer
olmayan kismi diferansiyel denklemlerdir. Giiniimiizde KdV denklemi olarak bilinen

denklemin en basit formu,
U, +aUU, +U,, =0, t>0, —oco<X<oo

seklindeki ti¢iincii mertebeden lineer olmayan bir denklemdir. KdV denkleminde alt
simgeler kismi tiirevi belirtir. @ bir parametredir ve yaygin olarak o =+1 veya

a =16 degerleri ile kullanilir. U, bir boyutlu yayilan dalganin zaman degisimini

niteler, lineer olmayan terim UU, dalganin yiikselisini, U,,, lineer terimi dalganin

XXX

yayilma veya dagilmasini ifade eder (Ozdemir, 2009; Cuha, 2014).



Tanmm 2.7: Fisher Denklemi

Fisher denklemi lineer olmayan bir kismi tiirevli diferansiyel denklemdir. Burada U

bagimli degisken ve X,t bagimsiz degiskenler olmak iizere;
U, =0U,+U@1-U) (2.4)

seklindedir. Burada & sabit olmak iizere, U=U(Xt), xeR, t>0 seklinde

tanimlidir. (2.4) ile verilen lineer olmayan Fisher denklemi ¢ok sayida biyolojik ve

kimyasal sistemde dalga yayilimini icelemek i¢in model olarak kullanilir (Kudryashov,
2012).

Tamm 2.12: Genellestirilmis Besinci Mertebeden KdV Denklemleri

Genellestirilmis besinci mertebeden KdV denklemi, lineer olmayan kismi tiirevli bir

diferansiyel denklem olup, U bagimli degisken, X, t bagimsiz degiskenler ve

a, v, B, w keyfi sifirda farkli parametreler olmak tizere,

U +wJ,  +/MU +pJU +alU, =0 (2.5)

seklindedir. Lineer olmayan bu denklem uzun dalgalarin hareketlerini yer c¢ekimi
altinda, sig sularda ve kuantum mekanigi gibi genis uygulamalari olan onemli bir
matematiksel modeldir. Ornegin kat1 hal fizigi, plazma fizigi ve kuantum alan teorisi

gibi ¢esitli alanlarda yaygin olarak kullanilmaktadir (Salas vd., 2008; Wazwaz, 2011).

Genellestirilmis besinci mertebeden KdV denkleminin bazi 6zel durumlar igin
asagidaki gibi Caudrey- Dodd-Gibbon Denklemi (CDG) ve Sawada-Kotera (SK) elde
edilmistir (Salas vd., 2008; Wazwaz, 2011).



Tanim 2.13: Caudrey- Dodd-Gibbon Denklemi (CDG)

Caudrey- Dodd-Gibbon Denklemi lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemi,

Genellestirilmis besinci mertebeden KdV denkleminde, w=1, « =180, 8=y =30

olarak alindiginda ve U bagiml degisken X,t bagimsiz degiskenler olmak iizere,
Ut+Ux(5)+30UUxxx+3OUxex +180U2UX =0 (2.6)
seklinde elde edilir. (Wazwaz, 2006; Wazwaz, 2008; Xu vd., 2008; Salas vd., 2008;
Jiang ve Qinsheng Bi, 2010; Naher vd., 2011; Wazwaz, 2011; Yang vd., 2014; Tu vd.,
2016; Karaagag, 2019).

Tamm 2.14: Sawada-Kotera Denklemi (SK)

Sawada-Koteradenklemi linecer olmayan kismi tiirevli bir diferansiyel denklemi,

Genellestirilmis besinci mertebeden KdV denkleminde, w=1, f=y, « =%72 olarak

alindiginda ve U bagimli degisken X, t bagimsiz degiskenler olmak iizere,
U,+U®+5UU  +U U, +U%U,)=0 2.7)
seklinde elde edilir (Salas vd., 2008; Wazwaz, 2011; Shakeel ve Mohyud-Din, 2014).

Tamim 2.6: Benjamin-Bona-Mahony Denklemi (BBM)

Benjamin-Bona-Mahony denklemi Benjamin, Bona ve Mahony tarafindan verilmistir.
Bu denklem lineer olmayan Korteweg de Vries (KdV) denkleminin bir alternatif

modelidir ve U = U (x,t) xe R, t>0 tanimli olmak iizere,
U, +U, +UU -U, =0 (2.8)

seklinde ifade edilir (Benjamin vd., 1972; Abdel Rady vd., 2010).



Tamim 2.9: Calogero-Bogoyavlenskii-Schiff Denklemi (CBS)

Calogero-Bogoyavlenskii-Schiff denklemi lineer olmayan bir kismi tiirevli diferansiyel

denklemdir. Burada U bagimli degisken ve X, Yy,t bagimsiz degiskenler olmak {izere;

U,+2u U, +40U, +U, =0 (2.9)

seklindedir ( Kaplan vd., 2016; Baskonus vd., 2017).
Tamim 2.10: Boiti-Leon-Manna-Pempinelli Denklemi (BLMP)

Boiti-Leon-Manna-Pempinelli denklemi (2+1) boyutta lineer olmayan kismi tiirevli bir
diferansiyel denklemdir. Boiti-Leon-Manna-Pempinelli denklemi, U bagimli degisken

ve X,Y,t bagimsiz degiskenler olmak iizere;

Uy +U, ~3U,U, ~30U, =0 (2.10)

seklindedir (Bai ve Zhao, 2006; Darvishi vd., 2012; Li Ying ve Li Desheng, 2012;
Arbabi ve Najafi, 2016; Asadi ve Nadjafikhah, 2016; Esen, 2018).

Tanim 2.11: Gardner Denklemi

Gardner denklemi, plazma fizigi, akiskan fizigi, kuantum alan teorisi gibi cesitli
alanlarda kullanilmaktadir. Lineer olmayan kismi tiirevli bir diferansiyel denklem olan
Gardner denklemi i¢ dalgalar1 aciklamakta ve KdV ve mKdV denklemlerinin birlesimi
olarakta bilinmektedir (Wazwaz, 2007; Biswas, 2008; Pan vd., 2011; Vassilev vd.,
2011; Kamchatnov vd., 2012; Betchewe vd., 2013; Alam ve Akbar, 2014; Zuntao vd.,
2014; Zhang ve Wang, 2016; Kumar, 2016; Demiray ve Bulut, 2017).

Gardner denklemi lineer olmayan kismi tiirevli bir diferansiyel denklem olup, U

bagimli degisken, X,t bagimsiz degiskenler ve a, b, p keyfi sabitler olmak iizere;



U, +aUU +bU’U, +pU_ =0 (2.11)
seklindedir (Daghan ve Dénmez 2016).

Tanim 2.8: Schamel-KdV Denklemi (S-KdV)

Schamel-KdV denklemi lineer olmayan kismi tiirevli bir diferansiyel denklem olup, U

bagimli degisken, X,t bagimsiz degiskenler ve a, b, p keyfi sabit katsayilar olmak

lizere;

1

U ,+aU2U +bUU, +pU, =0 (2.12)

seklindedir (Wahaa, vd., 2013; Kangangil, 2016; Donmez ve Daghan, 2017). Uzay
plazmasinin igerisinde pozitif ve negatif yiiklii tozlarin yaninda, dagilmis izotermal
olmayan elektronlar barindiran dalganin 6zellikleri Schamel-KdV denklemlerinin tam

¢ozlimleri kullanilarak incelenmistir (Dénmez ve Daghan, 2017).



BOLUM I1I
KULLANILAN METOTLAR
3.1 Homojen Denge Metodu
Lineer olmayan denklemlerde dalga ¢6ziimlerini bulmak i¢in kullanilan Homojen

Denge metodu geregi (Wang vd., 1996; Fan vd., 1998) lineer olmayan bir kismi tiirevli

diferansiyel denklemin tam ¢oziimiinii,

M .

U(u) =Y o' (1) (3.1)
i—0

formunda aranir. Burada ¢, ler sabitler olup, ¢ ’lerde

p'=ap’ +bp+c yada ¢'=k(l-¢?)

denklemlerinin ¢6ziimleridir. O halde Homojen Denge metodu :

flk adim: Lineer olmayan bir kismi tiirevli diferansiyel denklemi
F(U,U,U, U, U,U,, ...)=0 (3.2)

seklinde yazilabilir. U =U (x,t) bilinmeyen fonksiyon ve P de, U =U(x,t) ’ nin bir

polinomu olmak tizere (3.2) denkleminde

U(u)=U((x1t), g=rx+It+d (3.3)
doniistimii uygulanirsa kapali formda bir adi diferansiyel denklem,

PUU, U U,..)=0 (3.4)

sekline doniisiir.



fkinci adim: (3.2) nolu denklemin ¢dziimiinii, (3.1) formunda bulabilmek i¢in M
dengeleme terimine ihtiya¢ vardir ¢linkii bu metodun isleyisi “dengeleme terimi” olarak
adlandirilan ve en yiiksek mertebeli lineer terim ile en yiiksek dereceli lineer olmayan
terim karsilastirilmasina dayanir. Bu M dengeleme terimi tanim 2.4 de oldugu gibi
lineer olmayan herhangi bir adi diferansiyel denklemde en yiiksek mertebeden lineer

q

. u , . .
olan terim a0 ve en yiiksek dereceden lineer olmayan terim up[
U

du ve M
du'

dengeleme terimi olmak ilizere M +q=Mqg+s(M +r) esitligi seklinde elde edilir

(Ugurlu, 2010; Baskonus, 2014).

Uciincii adim: Dengeleme terimi M degeri bulunduktan sonra (3.1) de yerine yazilarak

(3.2) nolu denklemin ¢oziimii:
U (77) =a, (go)M +aM_1((p)M_1+...+a0 =0

formunda aranir. Burada ¢,

(p':a(02 +bp+c yada ¢'=k(l-¢?)

ile verilen Ricatti denklemlerinin ¢6ztiimidiir ve a,b,c ve K sabitler olmak tizere U ve

tiirevleri alinarak sembolik hesap programlari yardimiyla elde edilen sabitler (3.4) nolu

denklemde yerlerine yazilir.

Dérdiincii adim: U ve tiirevleri (3.4) ile verilen denklemde yerlerine yazildiginda

katsayilart ¢;’lerden olusan ¢°’li cebirsel denklemler elde edilir. Bu cebirsel

denklemlerde ¢ ‘nin katsayilar1 diizenlenerek elde edilen denklem,

P(a,, oy iy, K,W,...) =0, (n=0,1,2,3,...,m)

seklindedir. Burada elde edilen cebirsel denklem sistemleri bir takim hesap programlari

yardimuiyla sifira esitlenerek ¢oziimlenir.

Besinci adim: Bulunan bu ¢oziimler (3.1) ¢6zliim onerisinde yerine yazilarak (3.4) nolu

denklemin tam ¢6ziimiine ulasilir. (3.4) nolu denklem (3.2) nolu denklemin doniistimii
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oldugu i¢in (3.2) nolu denklemin ¢6ziimii elde edilmis olur (Fan, 2000; Senthilvelan,
2001; Zhao ve Tang, 2002; Zhao vd., 2006; Jie Ji vd., 2010; Zayed ve Alurrfi, 2014; Yi
Wei vd., 2016;).

3.2 Kudryashov Metodu

Bu metot, ilk defa Nikolay A. Kudryashov (Kudryashov, 2004) tarafindan ortaya

atilmig, nonlineer denklemlerin tam ¢6ziimlerinin bulunmasinda kullanilmistir (3.2)

numarali denklem ile kapali formda verilen kismi diferansiyel denklemde 7, » keyfi

sabitler olmak tizere,

U(n)=U(xt), 7=kx+wt (3.5)

degisken doniisiimii uygulanirsa,

PU,U,UU",..)=0 (3.6)

seklinde adi diferansiyel denklem elde edilir. Metot geregi (3.6) formundaki denklemin

¢Ozumi,
M .
U(u)=> ' (1) (3.7)
i—0
formunda aranir. Burada o, ay,0,,...,«, ilerde hesaplanacak sabitlerdir ve
p=0(n)= ‘de @'(7) =@’ (n)— (1) denklemini saglayan fonksiyondur. (3.6)

1te”

nolu denklemin ¢oziimiinii, (3.7) formunda bulabilmek i¢in M degerine ihtiyag¢ vardir.

Bu M degeri, en yiikksek mertebeli lineer terimle en yiiksek dereceli lineer olmayan
terim arasinda karsilagtirma yapilarak bulunan degerdir. Bu dengeleme terimi
tanim 2. 4’ de oldugu gibi lineer olmayan herhangi bir adi diferamsiyel denklemde en

q
. : u ) . .
yiiksek mertebeden lineer olan terim it ve en yiiksek dereceden lineer olmayan terim
n
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u® (j lﬂ j ve M dengeleme terimi olmak tizere m+q=mqg+s(m+r) esitligi ile elde
n

edilir. Burada M degeri bulunduktan sonra (3.7) denkleminde yerine yazilir. (3.7)

denklemindeki ¢ ikinci mertebeden sabit katsayili lineer homojen Bernoulli

@'(n) =" (1) —p(n) (3.8)

denkleminin tam ¢6ziimlerinden faydalanarak (3.7) denklemi ve tiirevleri,

m
n .. . . )
U =Zan(0 ¢Ozliim Onerisisinden
n=0

U'=Y ane"o'=> ane™ (¢’ -p)

n=0 n=0

m

U"= Zann[(n +1) " —(2n+1D) ™" + ngD"]

n=0

seklinde alinarak (3.6) denklemde yerlerine yazilir ve bir takim hesap programlari

yardimiyla,
P(a,, sy, K,W,..) =0, (n=0,1,2,3,...,m)

cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklemler ¢ ve @ ’nin kuvvetlerinin
katsayilart o, o, 4, ...., O, ’lar olusan denklemlerdir. Bu denklem sistemi bir takim

hesap programlart yardimiyla elde edilir. Bu denklemler yine hesap programlari yardimi

ile sifira esitlenerek bilinmeyen o, o, ,, ..., o, katsayilart bulunur ve varsa ekstra

sartlar hesaplanir. Burada, (3.8) ile verilen Bernoulli denklemin ¢6ziimii olan ¢,
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_ 1
1+’

@ (3.9)

olmak iizere elde edilen katsayilar (3.7)’ de yerine yazilarak (3.6) denklemin tam
coziimler elde edilir. (3.6) denklemi (3.2) denklemin doniisiimii oldugu i¢in (3.2)
denklemin ¢oziimleri elde edilir (Fan ve Zhang, 1998; Pavel, 2010; Kabir vd., 2010;
Ryabov vd., 2011; Pandir vd., 2012; Mirzazadeh vd., 2014; Ciivelek, 2016).

3.3 Homojen Denge Metodunun ve Kudryashov Metodunun Karsilastirilmasi

Kudryashov ve Homojen Denge metotlar1 fizik ve miihendislikte kullanilan lineer
olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlere uygulanmaktadir. Bu iki metodunda
dengeleme terimi esasina dayanmasi, kolay bir algoritmaya sahip olmasi ve yapilan
hesaplamalarin bilgisayar ile rahat¢a elde edilebiliyor olmasi ve birgok konuyu
aydinliga kavusturmasi bu metotlarin bu tiir lineer olmayan diferansiyel denklemler i¢in

onemli metotlar oldugunu gostermektedir.

Bu metotlarin birbirinden farki ise Kudryashov metodu Homojen Denge metoduna gore
daha kisa ve kolay bir metoddur. Problem hakkinda hizli bir sekilde ¢oziime gidilip
yorum yapilmak istendiginde Kudryashov metodunu kullanmak Homojen Denge
metoduna gore daha uygundur. Fakat Kudryashov metodu Homojen Denge metodunun

6zel bir formudur. Homojen Denge metodunda alinan gD':a(02+b(p-|—C Riccatti
denkleminde a=1,b=-1,c¢=0 alimirsa Homojen Denge metodu Kudryashov

metoduna indirgenir. Bu nedenle Homojen Denge metodu, Kudryashov metoduna gére
daha genel bir metot oldugu i¢in Kudryashov metodundan daha ¢ok ¢6ziim
sunmaktadir. Bu ylizden Kudryashov metodu ile ¢oziilen her lineer olmayan kismi
diferansiyel denklem aymi zamanda Homejen Denge metodu ile de ¢oziildiigi igin

Homojen Denge Metodu Kudryashov metoduna gore daha genis ve giiglii bir metottur.
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BOLUM IV
KULLANILAN METOTLARIN UYGULAMALARI
4.1 Kudryashov Metodu ile Coziilen Denklemler
4.1.1 Fisher denkleminin ¢6ziimleri

(2.4) ile verilen Fisher denklemine k, wsabitler, U bagimli ve X,t bagimsiz

degiskenler olmak iizere,

U((x,t)=U (), n=kx+wt 4.2)

dontligiimii yapilirsa, (2.4) denklemi,

Sk "-wU +U (1-U) =0 (4.2)

denklemi elde edilir. (4.2) denkleminde lineer en yiiksek mertebeden terim U" ile
lineer olmayan en yiiksek dereceden U ? terimler arasinda dengeleme hesabi yapilirsa,

dengeleme terimi m+2 =2m, m=2 elde edilir.

O halde (4.2) denkleminin ¢6ziim Onerisi,

U(n)=a, +ap+ap’ (4.3)

seklindedir. Burada a,,a,,a, sabitler ve @'=¢@’—¢@ denkleminin ¢6ziimii olan

Q »  (4.3) denklemini saglar. (4.3) denklemi ve bu denklemin tiirevleri

1+¢e”

aliarak (4.2) denkleminde yerlerine yazilir ve diizenlenirse,
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—-ap" —2a,a,¢0° —2a,a,¢° +6a,k’Sp* —10a,k*5¢° + 4a,k*5p° + 2a,we’ —
2a,0°'W+a,p° —alp’ —2a,a,¢ +2ak?*5¢p° —3ak?*5p* + ak’Sp+ak’
—a,pW+a,p+a;+a,=0

denklemi elde edilir. Bu denklem diizenlenirse k@' +k,¢° +k,0” +K, 0" +k. 0’ =0
seklinde bir cebirsel denkleme doniigiir. Burada ki, K,, k;, k,, K, katsayilar1 sirasiyla

asagidaki gibidir.
k;18,(-a, +6k°6) =0,
k,:2(-a,a, —5a,k*s +a,w+ak’s) =0,
k, :—2a,a, +4a,k’5 +2a,w+a, —a’ —3ak’5 +a, w) =0,
k,:a,(-2a, +k’d—w+1) =0,

k:a,(—a, +1) =0.

cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi ¢oziiliirse,

_ 2
a, =60k*, a, = w Wy, =5K°S, Wy, =-5k*S,
’ 1 , 1
Ky =]—, kpy =—1|—,
() 60 (2) 65
5
k, w’da yerlerine yazilirsa, W) = 5’ W) = 5 ve (4.9

sonuglar1 elde edilir. (4.4) denklemleri (4.3) denkleminde yerlerine yazilirsa,
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2
e77
U(1,2) ()= (mj » = k(1.2) X+ W, (4.5)
%
U(3,4) (m) :1_[1+e”j y = k(3.4) X+ wt, (4.6)
%
U(s,e) ()= (1—#— o j y 1= k(1.2) X+ W, (4.7)
1 1
Uz (n) = 1re’ 2_1+e,, y 1= k(3,4) X+W,t (4.8)

¢cozlimleri elde edilir. Bu ¢oziimler (Kudryashov, N.A., 2012)’ deki ¢6ziimlerle aynidir.
4.1.2 Caudrey- Dodd-Gibbon (CDG) denkleminin ¢oziimleri

(2.6) ile verilen CDG denklemine Kudryashov metodu uygulamak igin, k,wsabitler ,

U bagimli ve X, t bagimsiz degiskenler olmak iizere ,

U(x,t)=U(7), n=kx+wt

doniisiimii altinda (2.6) denklemi,

wU +k°U® +30k°UU @ +30k%U 'U "+180kU U '=0 (4.9)
adi diferansiyel denkleme doniisiir. (4.9) denklemi diizenlendiginde,

wU '+k°U® +30k*(U "U)'+60k(U?)'=0 (4.10)
denklemi elde edilir ve (4.10) denklemi bir kere integrallenirse, C integral sabiti olmak

lizere,
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wU '+ k°U @ +30k*U "U +60kU°+¢c=0 (4.11)
adi diferansiyel denklemi elde edilir ( Jiang ve Qinsheng Bi, 2010).

(4.11) denkleminde Kudryashov metodu geregi en yiiksek dereceli lineer olmayan
terimle en yiiksek mertebeli lineer terim arasinda dengeleme terim hesabi ile U° ve
U® terimleri arasinda karsilagtirma yapilirsa dengeleme terimin degeri m-+4=23m,

m =2 seklinde elde edilir. M degeri 2 oldugu igin ¢6ziim Onerisi,

U=a,+ap+ap° (4.12)

1

seklindedir. Burada (p'=(§02 —q)) Bernoulli denkleminin ¢6zlimii, (p=1 .
+€

bi¢imindir. Burada ¢, (4.12) denkleminin ¢6ziimiini saglar. Metot geregi Bernoulli

denkleminden faydalanarak (4.12) denklemi ve (4.12) denkleminin tiirevleri alinir ve

(4.11) denkleminde yerlerine yazilarak diizenlenirse asagidaki,
¢ :60ak (a; +3a,k’ + 2k*) =0,
¢° 112k (15853, - 253,°k” + 208,ak” — 28a,k* + 2a,k*) =0,

¢" 130k (6a7a, +4,°k’ +6a,8; —13a,ak” +6a,a,k” +11ak* +2ak’ —2ak*)=0,

10k 36a,a,a, +15a,ak’ —30a,a,k* ~13a,k" +6a’ —9a,°k” | 0
+6a,a,k’ +5ak*

¢’ :180a,a 'k +120a,a k® +16a,k’ +a,w+180a’a k +30a’k’ —90a,a k’ —15ak° =0,

¢ :a, (180agk + 308k’ +k° +w) =0,
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¢’ 16033k +30a,w+c =0,

denklemler elde edilir. Bu denklemler bir takim hesap programlari yardimiyla

¢Oziiliirse,

—k? 18¢c -5k’ k'
a :—2k2, :2k2,a = W=———+—,C=— 413
2 ai 0 6 3k2 9 ( )

sonuglarina ulasilir. Buradan (4.13) denklemleri (4.12) denkleminde yerlerine yazilirsa,

k? (~12¢° +129-1)

U(n) = 5

denklemi elde edilir. Burada Kudryashov metodu geregi @ = m, 1 = kx+wt

oldugundan ¢6ziim,

k? (—e* +10e” —1)

U(n)= 4.14
) 6(e” + 2¢” +1) (*4.14)
elde edilir. (4.14) diizenlenirse,
—k?(-5+coshn
U= ) (4.15)

6(1+ cosh7)

¢oziimii elde edilir. Bu c¢alisgmada integral sabiti sifirdan farkli alinmistir. CDG
denkleminin (4.15) numarali ¢oziimii literatiirde bulunan (Wazwaz, 2008)’deki 26
numaralt ¢éziimle uyumlu hiperbolik tip bir ¢ézliimdiir. Bu ¢6ziimiin grafigi sekil 4.1.

ile verilmistir.
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03

0.2+

01 -

U@

0.0

—-01¢t

—iO —‘5 0 5 16
Sekil 4.1. CDG denkleminin (4.15) ile verilen ¢oziimii (k =1)
4.1.3 Sawada-Kotera (SK) denkleminin ¢6ziimleri

Bu boliimde SK denkleminin Kudryashov metodu ile ¢oziimii gosterilmistir.

(2.7) ile verilen SK denklemine kudryashov metodu uygulamak i¢in, k,w sabitler, U

bagimli ve X,t bagimsiz degiskenler olmak iizere ,

U((x,t)=U (), n=kx+wt

doniistimti ile (2.7) denklemi,

wU '+ k°U® +5k*UU® +5k%U 'U "+5kUU '=0 (4.16)

denklem halini alir. (4.16) denklemi bir kez integrallenir ve diizenlenirse, C keyfi

integral sabiti olmak lizere,

! 51 1 (4) 3n 5k 3 —
wuU +k°U ™ +5k°U U+?U +c=0 (4.17)
adi diferansiyel denkleme doniisiir ( Shakeel ve Mohyud-Din, 2014).
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(4.17) denkleminde Kudryashov metodu geregi en yiiksek dereceli lineer olmayan
terimle en yiiksek mertebeli lineer terim arasinda dengeleme terimi hesabi yapilirsa, U*
ve U™ terimlerinden dolay1 dengeleme terim degeri m+4=3m, m=2 elde edilir. Bu

degeri 2 oldugu i¢in ¢oziim Onerisi,

U=a,+ap+a,0° (4.18)

seklindedir. Burada (4.18) denklemi ve bu denkleminin tiirevleri alimir ve (4.17)

denkleminde yerlerine yazilirsa,

. 5ak(af +18ak® +72k*)
' 3

¢° k(5853 —50a3k” +40a,ak’ —336a,k* +24ak’) =0,

o' 15k (233, +4azk’ +a,a” ~13a,ak’ +6a,ak” +66ak* +2a°k* ~12ak*) =0,

¢ :5k (6a,8,3, +15a,a,k” —30a,8,k* —78a,k* +af —9a,k” +6a,a,k” +30ak*)/3=0,
¢" 53,k +20a,a.k’® +16a,k° +a,w+5a,a’k +5a°k* —15a,a,k* —15a,k°® =0,

@' 13, (50ack +5a,k° +k° + W) =0,

0. 5ack +3a,W+3c _
. 3 =

0

denklemleri elde edilir. Bu denklemler ¢6ziildiigiinde,

a, =-12k?* a =12k* a, =—k*, w=-k°, c=— (4.19)
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sonuglarina ulagilir. (4.19)’deki sonuglar (4.18) denkleminde yerlestirilirse ve

1
Q= oldugundan,
1+e”

k> (—e2’7 +10¢” —1)

U= 4.20
@) e’ +2e" +1 (4.20)
¢Ozlimii elde edilir. (4.20) ¢6zlimii diizenlenirse,
k?(-5+coshz
U(n)=- ( ) (4.21)

1+coshn

¢oziimii elde edilir ve grafigi sekil 4.6 ile verilmistir. Bu g¢alismada integral sabiti
sifirdan farkli alimmistir. SK denkleminden elde edilen (4.21) ¢6ziimii de literatiirde
bulunan (Shakeel ve Mohyud-din, 2014)’deki 32 numarali ¢6ziimle uyumlu hiperbolik
tip bir ¢oziimdir. Bu ¢6ziimiin grafigi sekil 4.2. ile verilmistir. Bu soliton dalga

¢oziimleri ise fiziksel agidan analiz etmek i¢in 6nemlidir.

um)

Sekil 4.2. SK denkleminin (4.21) ile verilen ¢6ziimii (k =1)
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4.2 Homojen Denge Metodu ile Coziilen Denklemler
4.2.1 Benjamin-Bona-Mahoney (BBM) denkleminin ¢éziimleri

(2.8) ile verilen BBM denklemine k,I, d sabitler, U bagimh ve Xx,t bagimsiz

degiskenler olmak tizere,

U((x,y,t)=U(@), n=kx+It+d (4.22)
dontigiimii yapilirsa, (2.8) denklemi,

k?lU "—kU '=kUU '-1U '=0 (4.23)
elde edilir (Abdel Rady vd., 2010). (4.23) denkleminde metot geregi U™ ile UU'

terimleri arasinda dengeleme hesabi yapilirsa, m+3=m+1+m, m=2 bulunur.

Dengeleme terimi olarak bilinen M degeri 2 oldugu i¢in ¢6ziim Onerisi,

U () =8, +a9+a,0° (4.24)

seklinde olur. Burada,

p'=ap’ +bp+c (4.25)

Riccatti denklemi ve a, b, c sabitler olmak tizere U ve tirevleri alinir ve (4.23)
denkleminde yerlerine yazilirsa, k,¢° +K,p* +Kk,0° +Kk,0" + K. +Kk,0° = 0seklinde bir

cebirsel denkleme doniistir. Burada K, K,, k;, K,, ks, ks katsayilar sirasiyla asagidaki
gibidir.

k,: 2a,ak (—a, +12a’kl) =0,

k,:k (—2a’b—3a,a,a+54a,a’bkl +6a,a°kl) =0,
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:—2a’ck —3a,abk —2a,a,ak +40a,a’ck?l +38a,ab’k?l — 2a,ak — 2a,al —a,*ak
+12a,a%bk?l =0,

k,:—3a,a,ck — 2a,a,bk +52a,abck’l +8a,b°k?l — 2a,bk — 2a,bl —a,°bk —a,a,ak
+8a,a°ck’l + 7a,ab’k’l —a,ak —a,al =0,

ks : —2a,a,ck +16a,ac’k’l +14a,b’ck’l - 2a,ck — 2a,cl —a,*ck —a,a bk
+8a,abck’l +a,b’k’l —a,bk —abl =0,

k,: C(6abck’l —aak +2a,ack’l +ab’k’l —ak —al) =0.
seklinde denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi ¢oziiliirse,

2 212 1
a, —12a%Kl, a, =12abkl, a, = 22K '+bkk |~ kel (4.26)

seklinde bilinmeyen sabitler elde edilir. (4.26) denklemleri (4.24)’ de yerlerine

yazilirsa;

8ack’l + b’k —k -1
K

U= +12abkl tanh 77 +12a°kl tanh? 5 (4.27)

elde edilir. Burada a=1,b=-1,¢c=0 igin (4.27) ¢6ziimi Kudryashov metodu ile
aynidir (Abdel Rady vd., 2010).

Durum 1: (4.25) riccatti denklemi igin ¢' ve ¢° arasinda dengeleme terimi

hesaplanirsa, m+1=2m, m=1 seklinde dengeleme terimi elde edilir. Buradan
m .

dengeleme terimi kullanilarak ricattti denkleminin 6zel ¢6ziimii olan @ = Zbi tanh' 7
i=0

denkleminden (4.25) denklemin ¢6ziim Onerisi,

@ =b, +b, tanh(r) (4.28)
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elde edilir. (4.28) denklemi yine bir takim hesap programlari yardimiyla (4.25) de

yerine yazilirsa,

—b, tanh(77)?k — 2b,b, tanh(77)k — b, tanh(;7)> — b, tanh(;7)1 + b,
—b2k —byl —m =0

seklinde denklem elde edilir. Bu denklem diizenlenirse,

b (bk +1) [tanh(n)]" =0,
b, (~2byk —1) tanh(s7) =0,

b, b2k byl —m =0.

denklem sistemi olusur ve bu denklemlerin ¢6ziimleri,

bﬁ% bo:2_1 an = (4.29)

seklinde elde edilir. (4.29) ve (4.26) denklemleri (4.24) ve (4.22) denklemlerinin igine

yazilip diizenlenirse ¢ozilim,

_ Back?l - 20k —k —|
2K

U,(n) +6Kkl tanh? 7, (4.30)

¢oziimii elde edilir (Abdel Rady, vd., 2010).

m .
Benzer sekilde ayni islemler ¢ = Zbi coth' 77 denklemi icinde uygulanirsa,
i=0

8ack’l —2b’k?* —k -1
U,(n) = o +6kl coth® 7 (4.31)
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¢oziimii elde edilir. (4.30), (4.31) ¢oziimleri (Abdel Rady vd., 2010) ile aym

¢Oziimlerdir,

Durum 2: (4.25) Riccatti denkleminde a=1, b=0 icin ¢'=¢*+colur. Buradan da,

—\/Itanh(\/zn), c<0
1

Q= -, c=0

n
\/E tan(\/gn), c>0

¢oziimleri elde edilir. Buradan da c <O i¢in,

21,2 2
u3(n):bk'+82‘zk K=l 6abkic tann(vc)y —6a’klc tanh’ (W c)y,  (4.32)

¢ =0 igin,

b’k?l +8aclk® —k -1 _ Gabk N 6a’kl

U,(p) = -
.(1) ok ” ” (4.33)
ve ¢ >0 igin,
21,2 2 L
U, () = K H8CKT =K bk tan(y/e)n + 6akic tan® (VE) . (4.34)

2k
¢ozlimleri elde edilir (Abdel Rady, vd., 2010).
(4.30), (4.31), (4.32) ¢oziimleri hiperbolik, (4.34) ¢oziimi trigonometrik ve (4.33)

¢oziimiide rasyonel tipten ¢oziimdiir. Bu ¢oziimler (Abdel Rady vd., 2010)* deki

¢oziimlerle aynidir.
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4.2.2 Calogero-Bogoyavlenskii-Schiff (CBS) denkleminin ¢éziimleri

(2.9) ile verilen (2+1) boyutlu denklemin ¢o6ziimii daha ©nce Genellestirilmis
Kudryashov metodu ile elde edimistir (Kaplan vd., 2016). (2.9) ile verilen denklemin
¢oziimii Genellestirilmis Kudryashov metodu ile elde edildigi i¢in burada Homojen
Denge metodu ile ¢6ziimii gosterilmistir. (2.9) ile verilen denklemin ¢6ziimii Homojen

Denge metodu ¢oziimleri ile ilk kez bu ¢alismada elde edilmistir.

(2.9) ile verilen Calogero-Bogoyavlenskii-Schiff denklemine, A sabit, U bagimli ve
X, Y,t bagimsiz degiskenler olmak iizere, U(x,y,t)=U (%), n=x+y+ At doniisimi
yapilirsa (2.9) denkleminden,

U™+3((U "))+ AU " =0 (4.35)

denklemi elde edilir. (4.35) denklemi bir kez integrallenirse, C integral sabiti olmak

lizere,

U"+3U ") +AU '+c=0 (4.36)
denklemi elde edilir. (4.36) denkleminde U '=V alinirsa, (2.9) denklemi,
V"+3VZ2+ AV +c=0 (4.37)
diferansiyel denkleme doniisiir. (4.37) denkleminde metot geregi V" ile V2 terimleri
arasinda dengeleme hesabi yapilirsa, m+2=2m, m=2 bulunur. Dengeleme terimi 2
oldugu i¢in ¢6ziim Onerisi,

V() =a, +ap+ae’ (4.38)

seklindedir. Burada,

o' =ko’ +lp+m (4.39)
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Riccatti denklemi ve k,I,m sabitler olmak tizere asagidaki,

V'=a¢'=a ke’ +lp+am)

V" =2akepp'+ale'=2akeke’ +1p+am)+al(ke® +lp+am)

=2ak’p’ +2aklg’ +2akmp+aklp® +al’p+alm

=2ak’p’ +3akly’ +2akmp+al’p+alm

ve tiirevleri (4.37) denkleminde yerlerine yazilirsa,

3a’p" +6a,a,0° +6a,a,0° +6a,k’p* +10a,klp® +8a,kmep® +4a,l’p* + 6a,Imp + 2a,m’
+a,p° A +3al ¢’ +6a,a,0+2a,k’p’ +3aklp® +2a kme+al’p
+alm+apl+3a’+aA+c=0

denklemi elde edilir. Burada ¢ ve kuvvetleri sifir olmayacagindan ¢ ve kuvvetlerinin

katsayilarindan olugan,

¢* :3a,(a, +2k*) =0,

¢’ 2(3a,a, +5akl +a,k*) =0,

¢’ 62,3, +8a,km+4a,l’ +a,A+3a’ +3akl =0,

¢ :6a,Im+6aa, +2akm+al’+al=0,

¢’ :2a,m*+alm+3a; +a, A +c=0,
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denklem sistemleri elde edilir. Bu denklemler bir takim hesap programlar1 yardimiyla

¢Oziimlendikten sonra,

B 12k*Im _ —8km-1*-2
6a, + 2km+1°+ 1’ % 6

a,=-2k*, a

o —16k*m?® +8kI°m—1* + A°

5 (4.40)

denklemleri elde edilir.

Durum 1: (4.39) Riccatti denklemi i¢in tanim 2.4 den dolayr ¢' ve ¢’ arasinda

dengeleme terimi hesaplanirsa dengeleme terimin degeri m+1=2m, m=1 elde edilir.

m .
Buradan Ricattti denkleminin 6zel ¢6ziimii olan @ = Zbi tanh' 77 denkleminden (4.39)
i~0

denklemin ¢éziim dnerisi,

@ =D, +b, tanh(,) (4.41)
elde edilir. (4.41) denklemi (4.39)’ de yerine yazilirsa,

—b tanh(r7)*k — 2by, tanh(r)k —b, tanh(77)* —b, tanh(z) I+b, bk —bl -m =0

denklemi elde edilir. Bu denklem diizenlendiginde,

b, (bk +1)[tanh(7)]" =0,

b, (—2byk —1)tanh(z) =0,

b~k —bl -m=0

denklem sistemine ulagilir. Bu denklemlerin ¢oztimleri,
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—_— —_— 2 —_—
Ly 4 (4.42)
2K aK

seklindedir. (4.40) ve (4.42) denklemleri (4.38) ve (4.41) denklemlerinin i¢ine yazilip

diizenlenirse (4.37) denklemin ¢6zliimii,

_ —12tanh(r7)* -1 +8

Vv 4.43
5 (4.43)
seklindedir. U'=V alinir ve diizenlenirse, (2.9) denklemin ¢6ziimii,
1
U1(77)=—€77(4+/1)+2tanh77 (4.44)
seklinde elde edilir.
m o
Benzer sekilde ayni islemler ¢ = Zbi coth' 77 denklemi icinde yapilirsa,
i=0
—-12a, coth(r7)b—1+8
V(n)=—2 én) (4.45)
denklemi elde edilir. U "=V alinir ve diizenlenirse, (2.9) denklemin ¢oziimii,
1
Uz(’?):—gﬂ(4+/7~)+200th77 (4.46)

seklinde olur. (4.44) ve (4.46) ¢oziimleri birbirleriyle benzer hiperbolik fonksiyonlar
tiriinden elde edilmistir ve bu ¢oziimler (Baskonus, vd., 2017)’ deki (3.6) ile verilen

¢Ozlimle uyumlu ¢éziimlerdir.

Durum 2: (4.39) Riccatti denkleminde k =1, 1 =0 icin ¢'=¢*+molur. Buradan da,
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—J—-mtanh(~-m7;), m<0
o(n) = 1 m=0
n

Jm tan(~/mn), m>0
¢ozumleri elde edilir. Buradan da (2.9) denklemin ¢6zimii,

12 tanh(v—-mz;)> m—8m— 14

, U'=V alinir diizenlenirse,

m <0 igin, V (77) =

6
U,(7) :%77(4m+2)+2tanhn (4.47)
—n*1-12
m =0 igin, V(77)=776—2, U '=V alinir diizenlenirse,
n

2 nA
U, ==-"1 (4.48)

n 6

—12tan(v'mn)> m-8m- A
6

ve m>0 i¢in, V(1) = U '=V alinir ve diizenlenirse,

U.(7) =—%77(4m+/1)+2tanh77 (4.49)

seklinde c¢oziimleri elde edilir. Burada (4.47) ve (4.49) c¢ozimleri hiperbolik
fonksiyonlar tiirlinden ayni1 ¢6ziimlerdir ve grafikleri sekil 4.3 ile gosterilmistir. (4.46)
¢Ozimil ise hiperbolik tipten (4.44) ¢oziimii ile uyumlu ¢oziimdiir. (4.47), (4.49)
¢ozlimleri m=1 igin (4.44) ¢oziimiine doniisiir. (4.47), (4.49) ¢oziimleri (Baskonus,
vd., 2017)* deki (3.6) ile verilen ¢oziimle uyumlu ¢oziimlerdir ve (4.47), (4.49)
coziimleri sekil 4.3’teki grafikle (Bagkonus, vd., 2017)” deki Fig.1 ile grafigi aynidir.
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o

Sekil 4.3. CBS denkleminin (4.44), (4.47) ve (4.49) ¢ozimleri(m=1, A =-1)

4.3 Kudryashov Metodu ve Homojen Denge Metodu ile Coziilen Denklemler

4.3.1 Boiti-Leon-Manna-Pempinelli (BLMP) denkleminin ¢éziimleri

(2.10) ile verilen (2+1) boyutta BLMP denklemi KdVdenkleminin farkli bir formudur
(Boiti a, 1986, Boiti b, 1987). BLMP denkleminin tam c¢oziimleri farkli metotlar
kullanilarak daha 6nce bir ¢ok bilim insami tarafindan incelenmistir (Zamiri, 2015;
Arbadi vd., 2016). Bu tez kapsaminda ise BLMP denkleminin Homojen Denge metodu

ve Kudryashov metodu ile farkli ¢éziimleri elde edilmis ve literatiir karsilagtirmasi

yapilmugtir.

(2.10) ile verilen BLMP denklemine kj,k,,V, sabitler, U bagimli ve X,y,t bagimsiz

degiskenler olmak tizere,
Uy, t)=U(n), n=kx+ky+Vt (4.50)
dontigiimii yapilirsa, (2.10) denklemi

VU "+kU©@ —6kU "U =0 (4.51)
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denklemi elde edilir. (4.51) denklemi bir kez integrallenirse C keyfi integral sabiti

olmak iizere,

VU +kU"=3k}(U)?+c=0 (4.52)
denklemi elde edilir. U'=W alinir ve denklem (4.52) de yerine yazilirsa,

VW +kW "3k W? +c =0 (4.53)
adi deferansiyel denklem elde edilir (Esen, 2018).

4.3.1.1 BLMP denkleminin Kudryashov metodu ile tam ¢éziimleri

(4.53) ile verilen BLMP denkleminde lineer olmayan en yiiksek dereceli W ? terimi ile
en yiksek mertebeden lineer olan W " terimleri arasinda dengeleme terimi igin
karsilastirma yapilirsa. Dengeleme terimi m=2 olur. Bu yiizdende (4.53)’ iin ¢6ziim
Onerisi,

W =a, +ap+a,e’ (4.54)

seklindedir. Burada a,, a,a, sabitler ve ¢'=¢°—¢ denkleminin ¢dziimii olan

p= (4.54) denklemini saglar. (4.54) denklemi ve bu denkleminin tiirevleri

1+¢"’

aliarak (4.53) de yerlerine yazilirsa,

o' :3a,k’(-a, +2k ) =0,

¢’ : 2k (-3aa, +ak 58,k ) =0,

¢° V&, —6a,a,k’ —3a’k’ —3ak’ +4a,k’ =0,
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¢ a,(V, —6ack’ +k) =0,
¢’V a, —3ak} +c=0.
denklem sistemleri elde edilir. Bu denklemler ¢oziiliirse,

~5a,k vV, +k’ -V 24k?
a,=2k,a=—=2L a=-—L_* c=—Lf 1 4.55
2= & 3a, -k, % 6k? 12k,? (4.59)

sonuglar1 elde edilir. (4.55) denklemleri (4.54) de yerine yazilir ve diizenlenirse,

W V, +12k}p* 12k g+ k;
%

elde edilir. Kudryashov metodu geregi,

[ 2

=90 -0, 9=

T oldugundan ve U'=W kabul edildiginden
+

2 _, kn Vol

U(n) =
U =Tre" 6 "ok

elde edilir. En son olarak diizenlenirse,

Vv
UG =24 o =

6 6k? +1+cosh(n)+sinh(n) (4.56)

sonucuna ulasilir. (4.56) ¢6ziimiin grafigi sekil 4.4 ile verilmistir.
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-

10 “5 0 5 10
Sekil 4.4. BLMP denkleminin (4.56) ile verilen ¢oziimii (k =1, V, =1)

(4.56) ¢oziimii (Esen,2018)” deki (4.82b) ¢6ziim ile uyumlu hiperbolik tipten bir
¢coziimdiir ve gragi de (Esen,2018)’ deki Sekil 4.3 ile uyumlu grafik elde edilmistir.

4.3.1.2 BLMP denkleminin Homojen Denge metodu ile tam ¢oziimleri
(4.53) ile verilen BLMP denkleminde lineer olmayan en yiiksek dereceli W ? terimi ile

en yiiksek mertebeden lineer olan W " terimleri arasinda dengeleme terimi hesabi

yapilirsa, m+2=2m, m=2 elde edilir. Dengeleme terimin degeri m=2 oldugu i¢in

(2.10) denklemin ¢oziim Onerisi,
W =d, +d,p+d,p’ (4.57)
seklindedir. Burada d,,d,,d, sabitlerdir. Metot geregi, Riccatti denklemi,

¢'=he’ +ho+h (4.58)

olmak iizere, (4.57) denklem ve tiirevleri alinip (4.53) denkleminde yerlerine yazilirsa,
4. ny2 2
¢*:-3d; (d, - 2h7k, ) =0,
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¢ 2k (-3d,d, +5d,hhk, +d;hzk, ) =0,
¢” 1 —3d’k? +3d,hhk*+d, (6d0k12 +4hk’ +8hhk’ +V, ) =0,
¢ 1 —6d, 0k +60d,hhk +d, (kS +2mhk® +V, ) =0,

¢° 1c—3d K2 +hy (2d,hy +d,h, )k +dV, = 0.

seklinde denklem sistemleri elde edilir. Bu denklem sistemi ¢oziiliirse,

k3 +8h,hk® +V
d, = nky 6&; P d =2hhk, d,=2hk,
1
. h'ke —8hh’hyk? +16h7h, Kk —V 7

12k’
¢oziimleri elde edilir. (4.59) ¢oziimleri (4.57) de yerlerine yazilirsa;

W - 12h,%k’¢? +12h2h1kf’go-:8h2h0kl3 +h’k +V,
6k

elde edilir. Burada 6zel olarak h, =1, h, =-1, h, =0 alinirsa

W V, +12k}p® 12k p+ k;
6k’

elde edilir. U'=W kabul edildiginden ¢dziim

V. . 2k
6k® 1+cosh(n)+sinh(7)

kny
U@n)=—+
() 5
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elde edilir. Bu ¢6ziimde Kudryashov metodu ile elde edilen (4.56) ¢6ziimii ile aynidir.

Durum 1: (4.58) Riccatti denklemi icin @' ve ¢° arasinda dengeleme hesabi

yapilirsa, dengeleme terim degeri, m+1=2m, m =1 seklinde olur. Buradan Ricattti

m .
denkleminin 6zel ¢oziimii olan gpsz,tanh'n denkleminden (4.58) denklemin
i—0

¢Oziim Onerisi,

@ =, +b, tanh() (4.61)
elde edilir. (4.61) denklemi (4.58)’ de yerine yazilirsa,

—b, (1+h,b;)[tanh(m)]" =0,

—b, (h, +2h,b, ) tanh(z) =0,

—hb, —b?h, +b, +h, =0.

denklem sistemi elde edilir. Daha acik bir sekilde yazilirsa,

__ 1 W
9= (N +2tnn(p)), by =1,

2

denklemleri elde edilir. (4.58) ve (4.61) denklemleri (4.53)’ da yerine yazilirsa,

V
W :—%kl+6—kiz+2k1tanh277

elde edilir. Burada U'=W tekrardan diizenlenirse, (2.10) ile verilen BLMP

denkleminin ¢6ziimii,
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(4k} +V,)

— 2k, tanh 4.62
ok’ n—2k tanhn (4.62)

U(n) =

seklinde elde edilir. Burada 77 =K X+K,y +V t dir.

m .
Benzer sekilde @ = Zbi coth' denklemi icinde U(7)=U(X,y, 1) olmak iizere ayni

i=0

islemler yapildiginda (2.10) ile verilen BLMP denkleminin ¢6ziimii,

_ (45 +V,)

— 2k, coth 4.63
leg 77 1 77 ( )

U(n)

seklinde elde edilir. (4.62), (4.63) ¢oztimleri hiperbolik fonksiyonlar cinsinden (Esen,
2018)’deki (4.72b) ¢6ziimii ile uyumlu ¢oztiimlerdir.

Durum 2: (4.58) Riccatti denkleminde h, =1 h =0 icin (4.58) Riccatti denklemi

@' =@’ +h, bigiminde olur. Buradan da,

—J=h, tanh(\/=h,;7), h, <0
1

o(n) = -= h, =0

n
\/Etan(ﬁn), h, >0

¢Oziimleri elde edilir. Buradan da,

h, <0 icin ve @(17) =—/-h, tanh(y—hy») icin,

V [
i :m+6_l("2—2hokltanh2 _hon
1

elde edilir. U'=W ve U () =U(x,y,t) kullanilirsa,
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0o = CHT VN PR ) (4.64)

¢oziimi elde edilir. (4.64) ¢oziimii (4.62) ve (4.63) ¢oziimleri ile uyumlu hiperbolik

tipten ¢oztimlerdir.

1. .
h, =0, o(n) =—; i¢in,

V
W= —pz—@ ’dir. Burada U '=W ’dan,
6k 7
2k V
U(n) = ——1+LZ (4.65)
n 6k

¢oztiimii elde edilir (4.65) ¢6ziimii rasyonel tipten bir ¢6ziimdiir ve (Esen, 2018) de

(4.77) numarali ¢oziimle aynidir.

h, >0 i¢in, ve o(n) = \/E tan(\/E 1) icin de,
Vv
W = % +6_kpf+ 2hyk, tan? \/En dir.

Buradan da U'=W ve U () =U(X,y,t) olmak iizere,

U= i ety (4.66)

¢oztimiine ulasilir. (4.62), (4.63), (4.64) ¢6ziimleri hiperbolik fonksiyonlar cinsinden
birbirleriyle ayn1 ve (Esen,2018)’de (4.72b) ile verilen ¢6ziimle uyumludur. (4.65)

¢Oziimii rasyonel fonksiyonlar cinsindendir ve (Esen,2018)’de (4.77) nolu ¢o6ziimle
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aynidir. (4.66) ile verilen ¢oziim ise trigonometrik fonksiyonlar cinsinden elde

edilmistir ve (Esen, 2018)’de (4.86) ile verilen trigonometrik ¢6ziimle uyumludur.
4.3.2 Gardner denkleminin tam c¢oziimleri

(2.11) ile verilen Gardner denklemi (Daghan ve Donmez, 2016) tarafindan direkt

G' 1 1
integrasyon, (E Ej ( E) metodu ile ¢oziimii elde edilmistir. Bu tezde elde edilen

bu ¢oziimlerden farkli olarak Kudryashov ve Homojen Denge metotlar1 uygulanarak

tam ¢ozlimleri elde edilmistir.

(2.11) ile verilen Gardner denklemine
U(7)=U(x,1), 7=x-Vt (4.67)
doniisiimii uygulanirsa,

-V U '+alu '+ bU?U '+ pU™=0 (4.68)
. - . du
denklemi elde edilir. Burada U =U (), U =d— ’dir.
n

(4.68) ile verilen denklem integrallenebilirdir ve bir kez integrallenirse C keyfi

integrasyon sabiti olmak lizere,
" a 2 b
pU "=V U +EU +§U +c=0 (4.69)

formunda adi diferansiyel denkleme doniisiir (Daghan ve Donmez, 2016).
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4.3.2.1 Gardner denkleminin Kudryashov metodu ile tam ¢oziimleri

m
(4.69) denkleminde dengeleme terimi hesab1 yapilirsa metot geregi U = Zangl)n ¢Ozliim
n=0

Onerisisinden
U'=>anp"'p'=>ane" (¢’ -p)
n=0 n=0

m

u'=>an [(n +1)p™? —(2n+1)p" + n(p”]

n=0

olmak {izere burada en yiiksek mertebeli lineer terimin derecesi (m+2) olur. Lineer

m
olmayan terim 1¢1Nn 1S€ =3 an(/) cozum onerlsmden,
n=0

seklinde bulunur. Bu yiizden en yiiksek dereceli lineer olmayan terim an3¢>3m “dir ve

derecesi 3m‘dir. Buradan da metot geregi dengeleme terimi hesabi ile

m+2=3m, 1=m elde edilir. O halde dengeleme terimi m=1 oldugu i¢in (2.11)
denklemin ¢6ziimi

U=a,+a¢ (4.70)

formunda aranir. Burada (4.70) denklemi ve denklemin tiirevleri (4.69) denkleminde

yerlerine yazilir ve diizenlenirse,

2a’bp® +6a’a by’ +3a’ag’ +6a,a,°bep + 6a,a,ap +12a’a bp® —
18a, pp’ + 6a, pp —6a,¢V, +2a3b +3a; +6a,V, +6c =0
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seklinde denklemi elde edilir. Bu denklmde @ ve ¢@ ‘nn kuvvetleri sifir

olmayacagindan @ ve @ ‘nin katsayilar sifira esitlenir ve bu sekilde asagidaki,
¢’ :2a,(a’b+6b)=0

¢* :3a,(2aah+aa—-6p)=0

¢ :6a,(a,’b+aa+p-V,)=0

¢° : 2a, b+3a,’a—6a,V, +6c =0

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi ¢oziiliirse,

e —( _pr+a), .\ % _az-pr’
2 b~ " 4b
: a(a;:bfbp) (4.71a)
ve
p= _aézb - —2a0bb -a v, - 2a,’b’ +62ba0b_a2 |
N e (4.71b)

2ab

seklinde ¢ozlimlere ulasilir. Bulunan bu ¢6ziimlerden (4.71a) denklemleri, (4.70)

denkleminde yerlestirilirse,
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—e” f_gpb + /_pr —e’a—-a
U () =

2b(e” +1)

sonucu elde edilir. Bu sonuglar diizenlenirse hiperbolik tipten olan,
U(n) =—— a+=6pb tanh 7 (4.72)
7% 2 |

denklemi elde edilir. (4.72) denklemi, (Wazwaz, 2007)’ deki 16 numarali ¢6ziimle
benzer ¢oziimdir ve aym sekilde  (4.71b) denklemleri, (4.70) denkleminde

yerlestirilirse,

—2+/a* - 24ab’c Lol ++/a’ —24ab*c —-a’
U(n) = -

2ab

1
e

denklemi elde edilir. Burada bu ¢6ziim diizenlendiginde ise,

a? —+/a* —24ab’c tanh (ZJ

4,73
2ab ( )

U(n)=-

seklinde ¢oziim elde edilir. (4.73) ¢oziimii (4.72) ¢oziimii ile hiperbolik tipten benzer

bir ¢oziimdiir ve (4.72)’nin grafigi sekil 4.5 ile verilmistir.
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Sekil 4.5 Gardner denkleminin (4.72) ile verilen ¢6ziimiin grafi
(a=01b=1 p=-1)

4.3.2.2 Gardner Denkleminin Homojen Denge metodu ile tam ¢6ziimleri

(2.11) ile verilen Gardner denklemine (4.7) doniisiimii uygulanmasiyla ve gerekli
integraller alinmasiyla elde edilen (4.69) formunda elde edilen adi diferansiyel

denklemine metot geregi dengeleme hesabi yapildiginda,

m
n o es . . . o1 o ae . . . . . -
U= Zancﬂ ¢oziim Onerisi elde edilir. Bu ¢6ziim 6nerisi ve tlirevleri alindiginda
n=0

U'=>ang™p'=> anp™ (9" -¢")
n=0 n=0

m

U"=Y"an[(n+Dp"” - (2n+1)g" +ng" |

n=0

denklemleri elde edilir. Bu denklemlerden en yiiksek mertebeli lineer terimin derecesi

m
m+2 seklinde olur. Lineer olmayan terim ise yine U = Z a,9" ¢oziim Gnerisinden
n=0
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m
Us= Zan3¢)3” +...
n=0

denkleminden en yiiksek dereceli lineer olmayan terim an3¢)3m oldugundan en yiiksek
dereceli lineer olmayan terimin derecesi 3m ‘dir. Bu yilizden metot geregi dengeleme

hesabiile m+2=3m, 1= mesitligi elde edilir.

Dolayisiyla dengeleme terimi 1 oldugu igin yine ¢6ziim onerisi (4.70) formunda aranur.

(4.70) denklemindeki ¢ ,
o' =Ko’ +lp+m (4.74)

Riccatti denkleminin ¢6ziimiidiir. Burada k, 1, msabitlerdir. (4.70) denklemi ve tiirevleri

alinir ve (4.69) denklemide kullanilirsa,

U'=ap'=a ke’ +lp+am)

U"=2akepp'+alep'=2akep(ke’ +lp+am)+al(ke’ +1p+am)
=2ak’p’ +2aklp’ +2akmp+akle’ +al’p+alm

=2ak’p’ +3aklp® +2akmp+al*p+alm

seklinde olur. Buradan da U ve tiirevleri (4.69) denkleminde yerlerine yazilirsa,

(2a,’be® + 6a,%a,bp* + 3a,°ap’ + 6a,°a,bp + 6a,a,ap +12a,k*pep® +
18a,klpgp? +12a,kmpe + 6a,1% pp + 6a,lmp —6a,V @ + 2a,°b + 3a,’a
—6a,V, +6c)/6=0
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denklemi elde edilir. Bu denklemde ¢ ve kuvvetleri sifir olmayacagindan ¢ ve

kuvvetlerinin katsayilarindan olugan

2 2
(ps{ai(aib;fik p)jzo,

2 :(ai(Zalaobzaia%klp)j _o.

¢':(a,a; +aga+2kmp+1°p-V,)=0,

»: (Gallmp +2a,’b+3a,’b +38,°a - 6ayV, + GC} y
: - -

cebirsel denklemleri yukaridaki gibi sifirdir. Bu cebirsel denklemler ¢oziildiigiinde ise,

o- -a,’b a8, = a,bl —ak V- —4aZb*km +aZb?l® —3a’k?

k2 "0 2bk P 12bk? ’

a(4a7b’km—a’b?l® +a%k?)
. 24077

(4.75)

seklinde denklemler bulunur. Burada k=1,1=-1, m=0 i¢in Kudrasov metoduyla

elde edilen (4.72) ¢6ziimii elde edilmektedir.

Durum 1: (4.74) Riccatti denklemi icin ¢' ve ¢° arasinda dengeleme hesabi

yapilirsa, m+1=2m, m=1 elde edilir. Burada Ricattti denkleminin 6zel ¢6ziimii olan

m .
Q= Zbi tanh' 77 denkleminden (4.74) denklemin ¢6ziim onerisi

i=0

@ =D, +b, tanh(r) (4.76)
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bi¢imindedir. (4.76) denklemi (4.74) de yerine yazilirsa,

—b, tanh(z7)?k — 2byb, tanh(;)k b, tanh(;)? — b, tanh(;) 1 + b,
b2k —bl-m=0

denklemi elde edilir. Bu denklem diizenlenirse asagidaki,

b, (bk +1)[tanh(7)]" =0,
b, (~2b,k —1) tanh(;7) =0,

b, —b2k —bl —-m=0

denklemler elde edilir. Bu denklemler ¢6ziimlendiginde,

b1=_—1, b, =—, km= (4.72)

sonuglart elde edilir. (4.75) ve (4.77) denklemleri (4.70) ve (4.76) denklemlerinin

icine yazilir ve diizenlenirse, asagidaki,

—2a, tanh(r7)b —ak

U = 4.78
(1) bk (4.78)
¢Ozlimiine ulasilir.
m -
Ayni islemler ¢ = Zbi coth' 7 denklemi i¢inde uygulandig takdirde,
iz0
—2a, coth(r7)b — ak
U, () = 22 000) (@79

2bk

sonucuna ulasilir. (4.78) ve (4.79) ¢oziimleri (Wazwaz, 2007)’ deki 16 numarali

¢oziimle benzer hiperbolik tipten ¢éziimlerdir.
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Durum 2: (4.74) Riccatti denklemi igin k =1, 1 =0 esitligi kullanilir ise, @'=@*+m

seklindedir. Bu nedenle de bu denklemin ¢6ziimii olan ¢ ,

—J/—m tanh(~/—m7), m <0
1

n
\/ﬁtan(\/ﬁn), m>0

seklinde ¢oztimleri elde edilir. Bu aralik incelendiginde,

m < Oi¢in,

U,(n) = —2\/Ra1 tanzhb(mn) b—a | (4.80)
m=0 igin,
—2a, b-an
U = :
+(1) 2 (4.81)
ve m>0 i¢in
Uy () = 2ma, tanz(f n)b-a (4.82)

cozlimleri elde edilir. (4.80) ile verilen denklem (4.78) ve (4.79) denklemleri ile benzer
hiperbolik tipten ¢oziimlerdir. (4.81) rasyonel tipten literatiirle uyumlu ¢6ziimdiir ve
(4.82) trigonometrik tipten ¢Oziimi ise literatiirde bulunan ¢o6ziimlerden farkli

¢Ozlimlerdir.

Durum 3: Benzer sekilde (2.11) ile verilen Gardner denkleminin Homojen Denge

metodu ile bir diger ¢oziimii igin, (4.74) ile verilen Riccatti denkleminden farkl olarak,
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9 =k(1-¢°) (4.83)

seklinde Riccatti denklemi almir ise, bu Riccatti denklemin ¢6ziimii olan
@ =tanh(k 1), ¢ =coth(kz)denklemler (4.69) denklemini saglar. (2.11) ile verilen
Gardner denkleminin Homojen Denge metodu ile diger bir ¢oziimii i¢in de dengeleme
terim hesab1 (4.69) denklemi i¢in yine ayni oldugndan dengeleme terimi m =1"dir. Bu
yiizden ¢6ziim Onerisi yine (4.70) denklemi ile ayn1 olur. Dolayisiyla (4.69) denklemi

igin, (4.70) denklemi ve (4.70) denkleminin tiirevleri alinir ve (4.69) de yerlerine

yazilirsa,

2a’be’ +6a’a by’ +3a’agp” +6a,a, by +6a,a,ap +12a k? pp’
~12a,k’ pp—6aV,p+2asb+3aa—6a,V, +6¢ =0

denklemi elde edilir. Burada yine ayni sekilde ¢ Ve ¢ ’nin kuvvetleri sifir

olmayacagindan ¢ Ve ¢ ’nin katsayilar sifira esitlenir ve,

2 + 6k’
gog:ai(ai; p)

*(2ab+a
wz:al(azo )

=0,
¢':(alb+a,a—2k*p-V,)=0,

5 (2a0b +3aja—6a,V, +6c)
' 6

denklemleri elde edilir. Bu denklemler ¢6ziimlenirse asagidaki,

_—alb =\/—3a§b—3a0a+3’\/p _1/a2+4bvp -a

P= ek -

b o 25
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o Wa' +abV,)a’ +4(a’ + 4bV, )bV, —a” —Gabv, (4.84)
12 |

sonuglarina ulagilir. (4.83) denkleminden ¢ =tanhkr; ya da ¢ =cothks; olmak iizere

(4.84) denklemi, (4.69) denkleminde yerlestirilirse de,

Jai+4bv, —a
Us(7) = : (4.85)

2b

elde edilir.

4.3.3 Schamel-KdV denkleminin tam ¢oziimleri

(2.12) ile verilen Schamel- KdV denklemine daha once (Wafaa M. Taha, vd., 2013;
Donmez ve Daghan, 2016) tarafindan farkli metotlar uygulanmistir. Bu ¢aligmada ise
Schamel- KdV denklemine Homojen Denge ve Kudryashov metodu uygulamalar
gosterilmistir.

(2.12) ile verilen Schamel-KdV denklemine,

U=U(n), n=x-Vt (4.86)

doniistimii uygulanarak,

1

VU '+al2U +bUU '+ pU " =0 (4.87)

denklemi elde edilir. Burada U '=(3—U’ dir. (4.87) denklemi bir kez integrallenerek,
n

p

3
-V U +(2—;)u2 +(g]u2 +pU"+c=0 (4.88)
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1
denklemine ulagilir. Burada C integral sabitidir. Denklem (4.88) de  =U2, U =y?

alinir ve diizenlenirse,

\ a b c
) —| 2 |2 Sl = lpwt+y—=0 4.89
wy "+ (v (Zp]‘/j [3p]l/j +(4p]l// +2p ( )

denklemi elde edilir (D6nmez ve Daghan, 2016).
4.3.3.1 Schamel-KdV Denkleminin Kudryashov Metodu ile Tam Coziimleri

(4.89) denkleminde dengeleme terim hesabi yapilirsa m=1 elde edilir. Bu yiizden

¢Oziim Onerisi,
W =a,+a,, (4.90)

seklinde olur. Burada Kudryashov metodu geregi ¢'= ((oz —(1)) Bernoulli denkleminin

¢Oziimi olan ¢ =

ol (4.89) denklemin ¢6ziimiinii saglar. Burada ¥ ve tiirevleri,
€

v'=ap'=a(¢" -0

v =2 (200" ¢") = a1(2§0((p2 ~9)—(¢’ —co)) =a,(2¢° -3¢" +¢)

seklindedir ve ¥ ’nin kuvvetleri,

w’ =a; +aj¢’ +2a,a,0

seklindedir. Bu y ve tiirevleri (4.89) denkleminde yerlerine yazilir ve diizenlenirse,
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3a/be* +12a’abe’ +4ajag’ +18alasbp’® +12alaap® —6a/V @° +

36a’ pe* —60a; pe’ + 24a] pp’ +12a,ajbp +12a,a5ap —
12aya,V ¢+ 24aya, pp° —36a,a, pp® +12a,a, pp +3asb +4aja—6agV, +6¢ =0

seklinde denklem elde edilir. Burada @ ve kuvvetlerinin katsayilari sifira esitlenerek
¢*:38; (alb+12p) =0,
¢ :4a,(3aah+afa—15a,p+6a,p)=0,

¢ :6a; (3a,a;b+2a,8,a-aV, +4a p—6a,p)=0,

(N

¢ 1233, (ajb+aa-V, + p)=0,
¢’ :3asb+4aja—6a;V, +6¢=0.

seklinde elde edilen denklem sistemleri ¢oziildiigiinde,

V. = . a= (4.91)

1
terimleri bulunur. Bu sonuglar, (4.90)’ da yerlerine yazilir ve y =U?, U =y olmak

iizere diizenlenirse,
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Um) =

2{—2 /_EF)J—Bbpgo +J_§p\/—3bp —6py’ +6p€0—3pj
b

¢Ozlimii elde edilir. Buradan da @ = alinirsa,

1+

2[62”\/?4—3bp—\/fp¢—3bp —362”p‘3pj

U(5) =
) b(e™ +2¢" +1)

seklindeki ¢6ziim diizenlenmis halde,

—6coshn+6 /_bpw/—bp sinhp

U =
) b(2coshz +sinh7)

(4.92)

formunda elde edilir. Bu ¢6ziim hiperbolik fonksiyonlar tiiriinden elde edilmistir.
(4.92) ¢oziimil grafiginden de anlasilacagi gibi (Wafaa, vd., 2013)’daki 35 numarali

¢oziimle uyumlu ¢oziimdiir ve grafigi sekil 4.2 de gosterilmistir.

10 +

U@
D

-10 -5 0 5 10

Sekil 4.6. S-KdV denkleminin (4.92) ile verilen ¢oziimii (b =-1, p=1)
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4.3.3.2 Schamel-KdV Denkleminin Homojen Denge metodu ile tam ¢oéziimleri

. N2 . b , ,
(4.89) denkleminde (l,// )2 ile (4—pjl//4 terimleri arasinda dengeleme hesabi yapilirsa

dengeleme terimi (m+1)2=4m, m=1 elde edilir. Bu yiizden ¢dziim Onerisi
(4.90) ile aym elde edilir. Burada ¢ =tanh(kz), ¢ =coth(kz), Riccatti dekleminin

((o' = k(l—goz)) ¢oziimleridir. i ve tiirevleri (4.89) denkleminde yerlerine yazilirsa,

3a/bp* +12a’abe’ + 4a’ag’ +18a’a’be’ +12a’a,a¢p” — 6a12\/pg02 +
36a’k’pe* —48a’k* pp® +12a’k’ p +12a,abp +12a,a2agp —
12a,aV 0+ 24a,a k* pp’ — 24a,a,k* pp +3ash + 4a5a —6aV, +6¢ =0

denklemi elde edilir. Burada yine ayni sekilde @ ve kuvvetlerinin katsayilar1 sifira

esitlenirse,

¢" 138 (afb+12k’p) =0,

¢ 43, (3a7a,b +a/a+6ak’p) =0,

¢ :6a; (3a;b+2a,a-V, -8k’p) =0,

¢' 1233, (aib+a,a-V, -2k’ p) =0,

¢° :12a,°k* p+3ash +4aja—6a,V, +6¢ =0.

cebirsel denklem sistemleri elde edilir. Bu denklemler ¢6ziildiigiinde,

_12k?2 2 2(a’a® —300k* p?
:12I:p’ :ai?’v_(ai : IO)
a; 30k’p " ° 75k’ p

b
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30K _30K?
c=0, a, == P a,= - P (4.93)

elde edilir. (4.93) denklemleri, (4.90) denkleminin i¢ine yazilir ise

_ 30k’p(1-9)

v
a

1
¢6ziimii elde edilir. Bu ¢6ziim ve (4.93) denklemleri ve w =U 2, U =y? denklemleri
(4.90) denkleminin igine yazilir ve (go' = k(l—(pz)) Riccatti denkleminin ¢6ziimii olan

@ = tanh(kz) yerlestirilir ve diizenlenirse,

900k p* (tanh(kr)? + 2tanh(kz) +1)

11 2 '
a

900k * p* (tanh(kr)” — 2 tanh(kr) +1)

12 2
a

(4.94)

coziimleri elde edilir. Benzer sekilde ¢ = coth(kn) alinir ve ayni islemler yapilirsa,

900k* p* ( coth(kn)? +2coth(kr) +1)

13 2 '
a

900k* p* ( coth(kn)? — 2coth(kr) +1)

14 2
a

(4.95)

coztimleri elde edilir. (4.94) ve (4.95) ¢oziimleri hiperbolik fonksiyonlar cinsinden
(Wafaa, vd., 2013)’daki 35 numarali ¢6ziimle uyumlu ¢6ziimlerdir. Sekil 4.1 ile verilen

(4.94) ve (4.95) ¢oziimlerin grafikleri asagida verilmistir.
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-10 -5 0 5 10
n

Sekil 4.7. S-KdV denkleminin (4.94) ve (4.95) ile verilen ¢6ziimle
(k=1 p=1 a=1)
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BOLUM V

SONUCLAR

Bu tezde Kudryashov ve Homojen Denge metotlar fizik ve miihendislikte kullanilan
lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlere uygulanmistir. Ayrica literatiir
calismas1 yapilarak bu metotlarla ¢6ziilen denklemler hakkinda daha fazla bilgi elde
edilmistir. Bu iki metotda dengeleme terimi esasina dayanmaktadir. Kullanilan bu
metotlarin kolay bir algoritmaya sahip olmasi ve yapilan hesaplamalarin bilgisayar ile
rahatca elde edilebilmesi birgok 6nemli konuyu aydinliga kavusturmasindan dolay: bu
metotlarin bu tiir lineer olmayan diferansiyel denklemler igin 6nemli metotlar oldugunu
gostermektedir. Bu metotlarin birbirinden farki Kudryashov metodu Homojen Denge
metoduna gore daha kisa ve kolay bir metottur. Bu yilizden denklem hakkinda hizli bir
sekilde ¢6ziime ulagsmak istendiginde Kudryashov metodu kullanmak Homojen Denge
metoduna gore daha uygundur. Fakat Kudryashov metodu, Homojen Denge metodunun
0zel bir formudur. Bu yilizden Homojen Denge metodu, Kudryashov metoduna gore
daha genel bir metottur ve Kudryashov metodu ile ¢oziilen her lineer olmayan kismi
diferansiyel denklem ayni zamanda Homejen Denge metodu ile de ¢oziilebildigi bu
caligmada gosterilmistir. Bu metotlarla elde edilen ¢6ziimler incelenen denklemlerde

yerlerine yazilarak ¢oéziimlerin dogrulugu saglanmustir.

Bu ¢alismada Kudryashov metodu ile Fisher denkleminin analitik ¢éziimler daha dnce

literatiirde bulundugu icin bu tezde tekrarlanarak ayni sonuclar elde edilmistir

(Kudryashov, 2012).

CDG ve SK denklemlerine ise Kudryashov metodu uygulandiginda integral sabiti
sifirdan farkli alinmistir. Kudryashov metodu kullanilarak elde edilen CDG
denkleminin (4.15) numarali ¢6ziimii literatiirde bulunan (Wazwaz, 2008)’deki 26
numarali ¢6ziimle uyumlu hiperbolik tip bir ¢éziimdiir. Bu ¢6ziimiin grafigi sekil 4.1.
ile verilmistir. Kudryashov metodu kullanilarak elde edilen SK denkleminden elde
edilen (4.21) ¢6ziimii de literatiirde bulunan (Shakeel ve Mohyud-din, 2014)’deki 32
numarali ¢ézliimle uyumlu hiperbolik tip bir ¢ézliimdiir. Bu ¢6ziimiin grafigi sekil 4.2.
ile verilmistir. Bu soliton dalga ¢oziimleri ise fiziksel agidan analiz etmek igin

onemlidir.
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Homojen Denge metodu ile Benjamin Bona Money denklemi daha 6nce ¢oziildiigii i¢in
bu ¢aligmada tekrarlanarak ayni sonuglar elde edilmistir (Abdel Rady vd., 2010).

Yapilan literatiir arastirmas1 kadariyla (2+1) boyutlu Calogero-Bogoyavlenskii-Schiff
(CBS) denklemine ise Homojen Denge metodu ile ¢oziimleri ilk kez bu ¢alismada elde
edilmistir. (4.47) ve (4.49) ¢oziimleri hiperbolik fonksiyonlar tiiriinden birbirleriyle
ayni ¢oziimlerdir ve bu ¢oziimler m=1 i¢inde (4.44) ¢oziimiine doniisiir. (4.47) ve
(4.49) ¢oziimlerin grafikleri ve bu ¢oziimlerde M =1 j¢in olan (4.44) ¢oziimiiniin grafigi
sekil 4.3. ile verilmistir. (4.46) ¢6ziimii ise hiperbolik tipten ¢oziimdiir ve (4.44), (4.46),
(4.47), (4.49) ¢oztimleri (Baskonus, vd., 2017)” deki (3.6) ile verilen ¢6ziimle uyumlu
coztimlerdir ve sekil 4.3’teki grafik (Baskonus, vd., 2017)’ deki Fig.1 grafigi ile
aynidir.

Bircok bilim insani1 tarafindan ele alinan BLMP denkleminin farkli metotlar
kullanilarak tam ¢oziimleri elde edilmistir (Ardabi vd., 2016; Zamiri, 2015). Bu tezde
ise BLMP denkleminin Homojen Denge metodu ve Kudryashov metodu ile farkli
coziimleri elde edilmis ve literatiir karsilagtirmasi yapilmistir. BLMP denkleminin
Homojen Denge metodu kullanilarak elde edilen (4.62), (4.63), (4.64) ¢oziimleri
hiperbolik fonksiyonlar cinsinden (Esen, 2018)’de (4.72b) ile verilen ¢oziimle
uyumludur. (4.65) ¢oziimii rasyonel fonksiyonlar cinsindendir ve (Esen, 2018)’de
(4.77) nolu ¢6ziimle aynidir. (4.66) ile verilen ¢ozliim ise trigonometrik fonksiyonlar
cinsinden elde edilmistir ve (Esen, 2018)’de (4.86) ile verilen trigonometrik ¢6ziimle
uyumlu sonuglar elde edilmistir. BLMP denkleminin Kudryashov metodu kullanilarak
elde edilen (4.56) ¢oziimii ise, (Esen, 2018)’de (4.82b) ile uyumlu hiperbolik tipten bir
¢oztiimdiir ve sekil 4.4 ile verilen grafigi de (Esen, 2018)’de sekil 4.3. ile uyumludur.

Bu tezde Gardner denklemi i¢in yapilan literatiir ¢alismasina gore ilk kez Kudryashov
ve Homojen Denge metotlar1 uygulanmistir. Gardner denklemine Kudryashov metodu
uygulanilarak (4.72) ile verilen ¢oziim (Wazwaz, 2007)’deki 16 numarali ¢dziimle
uyumlu hiperbolik tip ¢oziimdiir ve grafigi (4.72)’nin grafigi sekil 4.5. ile verilmistir.
(4.73) ile verilen ¢oziim (Wazwaz, 2007)’deki 50 numarali ¢6ztimle uyumlu hiperbolik

tip ¢6ziimdiir. Gardner Denkleminin Homojen Denge metodu kullanilarak elde edilen
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(4.78), (4.79) ve (4.80) ¢oziimleri (4.72) ¢Oziimii ile ve (Wazwaz, 2007)’deki 16

numarali ¢dztiimle uyumlu hiperbolik tip ¢oziimlerdir.

Schamel- KdV denklemine daha once (Wafaa, vd., 2013) ve (Donmez ve Daghan,
2017) tarafindan farkli metotlar uygulanmistir. Homojen Denge metodu ise ilk kez bu
tezde uygulanmistir. Schamel- KdV denkleminin Homojen Denge metodu kullanilarak
elde edilen (4.94) ve (4.95) ¢oziimleri hiperbolik fonksiyonlar cinsinden (Wafaa, vd.,
2013)’daki 35 numarali ¢6ziimle uyumlu ¢oziimlerdir ve bu ¢éziimlerin grafikleri sekil
4.6. ile verilmistir. Schamel- KdV denkleminin Kudryashov metodu kullanilarak elde
edilen (4.92) ¢6ziimii grafiginden de anlasilacagi gibi (Wafaa, vd., 2013)’daki 35

numarali ¢ézlimle uyumlu ¢éziimdiir ve grafigi sekil 4.7. de gdsterilmistir.

Bu tezde denklemlerin ¢o6ziimleri Reduce programi yardimi ile ¢6ziillmis ve
Mathematica programi yardimi ile de bu denklemlerin ¢6ziimlerinin kontroli
saglanmigtir. Ayrica bazi denklemlerin ¢oziim grafikleri de Mathematica programi

kullanilarak verilmistir.
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