S T.C.
A3 NiGDE UNIVERSITESI
%/‘“\\f FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

BETA TiPi DAGILIMLAR VE ISTATISTIKTEKI
UYGULAMALARI

Burcu SIMSEK

Haziran 2011



T.C.
NiGDE UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

BETA TiPi DAGILIMLAR VE ISTATISTIKTEKI
UYGULAMALARI

Burcu SIMSEK

Yiiksek Lisans Tezi

Danisman
Dog. Dr. Ali Thsan GENC

Haziran 2011



Burcu SIMSEK tarafindan Doe. Dr. Ali Thsan GENC damsmanhginda hazirlanan
- Beta Tipi Dagihmlar ve Istatistiktcki Uygulamalart ~ adli bu caltsma jirimiz tarafindan

Nigde Unjversitesi Fen Bilimleri Enstitisi Matematik Apabilim Dalinda Yiksek Lisans
tezi olerak kabul edilmistir. : '

Bagkan : PROF. %UR KOK?()Y Nigde Universitesi, Fen-Edebiyat Fakiiltesi,
Istatistik Bolami

Uve Y D DOC DR, GULIN TABAKAN, Aksaray Universitesi, Fen-Edebiyat

Fakiiltesi, Matematik BSliimii

Uye : DOC. D A LHISAN GENC, Nigde Universitesi, Fen-Edebiyat Fakiitesi,

Matemalik B&limii

ONAY:
Bu tez. Fen Bilimleri Enstitiisii Yonetim Kurulunca belirlenmis olan yukandaki juri dyeleri

tarafindan 14/06/2011 tarthinde uygun gériitmiis ve Enstitit Yonetim Kurulu'nun ... /... /20....

tarth ve .. ....ceveeoeveeeenn S8y karanyla kabul edilmistir:

...... feend 200
Dog. Dr. Nureitin ACIR
MUDUR



OZET

BETA TiPI DAGILIMLAR VE ISTATISTIKTEKI UYGULAMALARI

SIMSEK, Burcu
Nigde Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Ana Bilim Dali
Danigman : Dog. Dr. Ali Thsan GENC

Haziran 2011, 115 sayfa

Bu ¢alismada iki pozitif sekil parametreli ve (0,1) araliginda tanimli beta dagilimina
alternatif olan beta tipi dagilimlardan Kumaraswamy dagilimi, iki yonli kuvvet
dagilimi, tamamlayici beta dagilimi ve bilesik beta dagilimi ele alinmistir. Bu
dagilimlarin  ozellikleri, diger dagilimlarla olan iliskileri, sira istatistikleri,
parametrelerinin tahmin edicileri ve rastgele sayi1 iiretimleri iizerine calisilmis ve

dagilimlar gesitli gercek veri kiimelerini modellemede kullanilmistir.

Anahtar Sozciikler: Beta dagilimi; Kumaraswamy dagilimi; Tki yonlii kuvvet dagilimi; Tamamlayici
beta dagilimi; Bilesik beta dagilimi; Sira istatistikleri; Parametre tahmin edicileri; Rastgele sayi

iretimi.
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SUMMARY

BETA-TYPE DISTRIBUTIONS AND STATISTICAL APPLICATIONS

SIMSEK, Burcu
Nigde University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor : Assoc. Prof. Dr. Ali Thsan GENC

June 2011, 115 pages

In this work beta-type distributions such as Kumaraswamy distribution, two-sided
power distribution, the complementery beta distribution, the compound beta
distribution, which are alternatively defined to beta distribution on (0,1), are
considered. We study the properties, the relationships with other distributions, order
statistics, parameter estimation and random variate generations of the distributions.

We also model the distributions with some real data sets.

Keywords: Beta distribution; Kumaraswamy distribution; Two-sided power distribution;
Complementary beta distribution; Compound beta distribution; Order statistics; Parameter estimation;

Random variate generation.
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ONSOZ

Bu calismada beta dagilimi ve beta tipi dagilimlar (0,1) araliginda incelenip, bu
dagilimlarin farkli sekilleri, temel ozellikleri, diger dagilimlarla olan iliskileri, sira
istatistikleri, parametre tahmin edicileri ve rastgele sayi1 iiretimleri ayrintilariyla
verilmistir. Ayrica dagilimlar cesitli veri kiimelerini modellemede kullanilmistir. Bu
calisgmanin tniversitelerde bu konularda yapilan caligmalara katkida bulunmasini

dilerim.
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BOLUM I
GIRiS

Beta dagilimi istatistikte onemli kullanim yerlerine sahip bir dagilimdir. Beta
dagilimi modellemede, Bayesci istatistikte, sag kalim analizinde ve sira istatistikleri
teorisinde ve son yillarda da beta genellestirilmis dagilimlarda karsimiza
cikmaktadir. Sahip oldugu zengin sekil ¢esitliligi, beta dagilimim literatiirde 6nemli

kilmustir.

Literatiirde beta dagilimma alternatif cesitli dagilimlar tanimlanmistir. Beta tipi
olarak smiflandiracagimiz bu dagilimlarin bazilarinin, O6zellikle hesaplama ve
matematiksel kullanighilik acisindan beta dagilimindan daha iyi oldugu ortaya
cikarilmistir. Bunlar genel 6zellikleri ile birbirlerine benzerlerken ¢esitli agilardan da
farkliliklara sahiptirler. Matematiksel kullamshilik ve hesaplama kolayliklar
yonlerinden birbirlerinden ayrilirlar. Literatiirde rastladigimiz beta tipi dagilimlara
Kumaraswamy dagilimi [1], iki yonlii kuvvet (two-sided power) dagilimi [2,3],
tamamlayici beta (complementary beta) dagilimi [4], bilesik beta (compound beta)
dagilim [5] 6rnek verilebilir. Bu dagilimlar sekil itibariyle beta dagilimina benzerlik

gosterirler.

Bu tez calismasinda beta dagilimi ve beta tipi dagilimlar (0,1) araliginda genis bir
sekilde incelenmistir. Parametrelerinin farkli degerlerine karsilik saga carpik, sola
carpik, diizgiin dagilimli, simetrik, U-sekilli, J-sekilli,...vb. sekiller elde edilmistir.
Beta dagilimi ve beta tipi dagilimlarin benzer sekillere sahip olduklart gosterilmistir.
Ayrica yine parametrelere bagli olarak, parametrelerin farkli degerleri icin diger
dagilimlarla olan iliskileri gosterilmistir. Ozellikle beta tipi dagilimlarin beta
dagilimu ile iliskileri verilmistir. Her bir dagilimin 6zellikleri ayrintilar ile teorik bir
sekilde verilmistir. Dagilimlarin oncelikle r —inci mertebeden momentleri ve buna
baghh olan beklenen degerleri ve varyanslar1 bulunmustur. Ayrica dagilimlarin
r—inci swra istatistikleri ve r—inci sira istatistiklerinin k —inci mertebeden
momentleri verilmistir. Bunlarin yani sira parametre tahmin edicileri ve rastgele say1

iretimleri verilmistir.



BOLUM II
BETA DAGILIMI

Beta dagilimi kimyasallarin yiizde igerikleri ve yiizdelik degisimler gibi oransal veri
kiimelerini ve tek boyutluda kompozisyonel (compositional) veri kiimelerini
modellemede kullanilir [6]. Beta dagilimi ayrica risk analizinde, ekonometride
kesirsel cevap degiskenini modellemede ve Bayesci istatistikte parametrelerin onsel

(prior) dagilimi olarak kullanilir [7-9].

Beta dagilimu ile ilgili bu boliimde verilen 6zellikler birgok kaynakta bulunabilir.

Ornegin, [10,11].
2.1 Beta ve Gamma Fonksiyonlari

Beta tipi dagilimlarin 6zellikleri cogunlukla beta ve gamma fonksiyonlarina dayali

olarak elde edilir. Bu kisimda bu fonksiyonlar tanitilip kisaca 6zellikleri verilecektir.

o, [ parametrelerine bagh beta fonksiyonu B(a,f); a,f >0 ile, ¢ sabitli
gamma fonksiyonu I'(¢), ¢ >0 ile ve ¢ sabitli di-gamma fonksiyonu ¥(c), ¢ >0

ile ifade edilir. Bunlar asagidaki gibi tanimlanir.

Beta fonksiyonu
1

B(a,p) = Jxa_l 1- )c)ﬁ_l dx
0

Gamma fonksiyonu

oo

I(c)= J exp(—x)x<dx
0

Di-gamma fonksiyonu

_d _I'(o)
w(c)= i [logI'(c)] T©



seklindedir. Boylece beta ve gamma fonksiyonlar1 arasindaki iliski

_T(@I(B) _
B(a’ﬁ)_ F(a-l-ﬁ) B(ﬁ’a)
olur. Ayrica
I'(c)=(c—-DI'(c-1)
ve

[04
B(Of‘f‘l,ﬁ):—B(a/,ﬁ)
a+f

ozellikleri de mevcuttur.

Eger o, ve c tamsayi iseler
I'(c)=(c-1)!

olur ve buradan

(@-DI(L-D)!

B = po

elde edilir. Ozel olarak =1, =1 ve a=—,f3 :% alinirsa

1
2
B =1

B(1/21/2)y=x

bulunur. Ayrica I'(1) =1 ve T'(1/2) = Jr dir.



2.2 Tanim ve Dagilimin Sekilleri

Bu kisimda beta tipi dagilimlarin temelini teskil eden beta dagiliminin tanimi ve
buna bagh o6zellikleri verilecektir. Ayrica beta dagiliminin parametrelerine bagl

olarak degisen farkli sekilleri incelenecektir.

Tanim 2.2.1 Olasilik yogunluk fonksiyonu

x*1-xf", 0<x<l,a>0, >0

fxe )= B(a, B)

olarak verilen X rastgele degiskenine beta dagilimina sahiptir denir ve

X ~ Be(a, ) yazilir.

Tamamlanmamis beta fonksiyonu orani olan

jt"‘“ (1-1)""dr
B(a,p),

I.(a,p)=

fonksiyonu beta dagilimiin birikimli dagilim fonksiyonudur.

a ve [ birer tamsayi ise X rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

(a@+pB-D1x“"1-x)""

@ DI-1)] ,0<x<1, a,peZ"

fa,p)=

olur.

a < x<b ise X rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

(x—a)*'(b—x)""
B(a, B)(b—a)*"

,a<x<bh,a,f>0

foa,pB)=

Burada a konum parametresi, b —a olcek parametresidir.

Beta dagilimi, @ ve S parametrelerinin farkli degerlerine karsilik cesitli sekiller

alir. Ornegin,



a>1, =1 iken yogunluk fonksiyonu kesin artandir,
a =1, >1 iken yogunluk fonksiyonu kesin azalandir,
a <1, <1 iken yogunluk fonksiyonu U — sekillidir,

a > 1, >1 iken yogunluk fonksiyonu tek tepelidir (unimodal) ve

a = durumunda yogunluk fonksiyonu % ye gore simetriktir. Bu durumda

dagilimin ortalamasi 1 ve varyansi _r dir. Burada ¢ arttikca yogunluk daha
2 4o +1)

konsantre olur, fakat simetriklik devam eder. Beta fonksiyonu simetriklik 6zelligi

gosterir.

Yani X ~ Be(a, f) iken

P[X,;<x]=1-P[X,, <(1-X)]
=P[X,,>1-x)]
= FXW (x)
=1—FXM(1—x)

olur. Ayrica a = =1 iken beta dagilimi (0,1) aralig1 tizerinden diizgiin dagilima

indirgenir. Boylece diizgiin dagilimin beta ailesinin bir iiyesi oldugunu soyleyebiliriz.

Beta dagilimi 6nemli bagka dagilimlar ve fonksiyonlar ile de iliskilidir.
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2.3 Dagilmn Ozellikleri

Bu kisimda beta dagiliminin 6zellikleri verilecektir. Bu ozellikler beta dagilimina
alternatif olarak tanimlanan diger dagilimlarin Ozellikleri ile karsilastirmada

kullanilacaktir.

Teorem 2.3.1 X ~ Be(a,f) ise X rastgele degiskeninin r—inci mertebeden

momenti
E(X’):m,:M,a>O,,B>O, 2.1)
B(a, B)

dir.
Ispat: X ~ Be(a, ) ise
E(X")=m, = ixf f(x)dx :IB(a;,ﬁ)xw_l (1-x)""dx

L

50 { XN 1= x) dx
1

=B(a,ﬂ)B(a+r"B) ,a>0,5>0

elde edilir.

Teorem 2.3.2 X ~ Be(ar,) ise X rastgele degiskeninin ortalamasi (beklenen

degeri)

,u:a+ ,a>0,[>0, (2.2)

dir.



Ispat: X ~ Be(ar, ) ve
u=EX)
dir. O halde (2.1) de » =1 alinirsa

E(X)= B(a+1,5)
B(a, B)
olur. Beta fonksiyonunun gamma fonksiyonu ile iligkisi kullanilirsa

INa+DI(P)/T(a+ B+1)
LT (B) I T(a+ p)

E(X)=

__ad@I(p) T(a+p)
(a+P(a+ p) T(I'(p)

=— a>0,>0

elde edilir.

Teorem 2.3.3 X ~ Be(a, ff) ise X rastgele degiskeninin varyansi

Var(X) = o = ap ’ ’
=0 = prar e OO

dir.

Ispat: X ~ Be(a, B) ve
Var(X)=E(X*)~[E(X)]",

dir. O halde (2.1) de r=2 alinirsa

_B@+2,p)

FXO B(a,B)

10

(2.3)

2.4)



olur. Burada beta fonksiyonunun gamma fonksiyonu ile iligkisi kullanilirsa

_T(@+2I'(p)/T(a+[+2)

B LU (p) /T (a+ p)

a(a+1)

@+ i@t p)

(2.5)

bulunur. Boylece (2.2) ve (2.5) esitlikleri (2.4) esitliginde yerlerine yazilirsa

Var(X)= o = a(a+1) @
(a+f+D)(a+p) (a+p)
_ b , a>1,8>1
[(a+pB) (a+p+1D)]

elde edilir.

Teorem 2.3.4 X ~ Be(a,) ise X rastgele degiskeninin carpiklik (skewness)

Olctisii

y. = E(X -w)'] _2(B-a)a+p+D)"

1 = ) (2.6)
o’ (a+ B +2)(Sa)'?
dir.
Ispat: X ~ Be(a, B) ve
[E(x-p)']
h=—"">5
c
) 2.7

E(x*)-3E(X?)E(X)+2[E(X)]

0.3

dir. O halde (2.1) de r =3 alinirsa

11



B(@+3,B) _T(a+3)(B)/T(a+pB+3)

E(X?) =

B(a, p) L) /T (a+ p)

(a+2)(a+D)a

Tt B+ 2@+ B @t f)’

elde edilir. Teorem 2.3.3 den (2.4) esitligi,

(a+)a

B (a+ +1)a+p)

E(X?)

Teorem 2.3.2 den (2.2) esitligi,

a
a+f

E(X)=

Teorem 2.3.3 den (2.3) esitligi,

ol = ofp
C(a+f)(a+ B+

oldugundan

o = (o)’
(a+ B+ p+1)*’

(2.8)

2.9)

olur. Simdi (2.2), (2.4), (2.8) ve (2.9) esitlikleri (2.7) esitliginde yerlerine yazilirsa

_2Aa+ B (a+p+D)"?
(@t 2P

1

elde edilir.
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Teorem 2.3.5 X ~ Be(a, ) ise X rastgele degiskeninin sivrilik (kurtosis) ol¢iisii

[E(x-u)']
="
o
, (2.10)
B 3(a+,3)(a+,3+1)(a+1)(2,3—a)+a(a—,3)
B af(a+p+2)(a+B+3) a+pf
dir.
Ispat: X ~ Be(ar, ) ve
(E(x-p)']
h==""">7F—""
o
, (2.11)
CE(x*)-4E(X)E(x)+6E(X?) E(X)] -[E(x)]
= =
dir. O halde (2.1) de =4 alinirsa
E(X*)= B(a+4,p0) _ IMNa+HI(B)/T(a+ B +4)
B(a, p) C(e)l(B) I T(a+ )
_ (a+3)(a+2)(a+Da 2.12)
(a+ B+3)a+B+2)(a+B+D)a+B)’ '
elde edilir. Teorem 2.3.3. deki (2.3) esitligi kullanilirsa
ot = (@)’ ’ (2.13)
(a+B) (a+ B +1)°

elde edilir. O halde (2.12), (2.13) ve Teorem 2.3.4 deki (2.8), Teorem 2.3.3 deki
(2.4), Teorem 2.3.2 deki (2.2) esitlikleri (2.11) esitliginde yerlerine yazilirsa
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=3(a+,B)(a+ﬂ+1)(a+1)(2,3—a) N a(a—-f)
off(a+ p+2)a+ B+3) a+pf

2

elde edilir.

Teorem 2.3.6 X ~ Be(a, ) ise X rastgele degiskeninin modu

_ (a-1
Mod(X) = @i f-2) a>1,p5>1, (2.14)
dir.
Ispat: X ~ Be(a, B) ise
. _ 1 a1, _ p-1
f(x,a,ﬂ)—B(a’ﬂ)x (1-x)" |, 0<x<l

olup, X rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonunu maksimize eden x

degeri bulunmalidir. O halde

f(x)=0

f(x)= [(@—Dx*1-x)""+(B-Dx*"(1-0)"7(=D]=0

1
B(a, )
(a-Dx**(1-x)" —(B-Dx“"'(1-x)"?1=0

buradan da

a_
Mod(x)=— ,a>1,0>1
@) a+p-2 p

elde edilir.

Teorem 2.3.7 X ~ Be(a,f) ise X rastgele degiskeninin degisim katsayisi

(coefficient of variation)
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CV:[L} , (2.15)
a(a+ f+1)

dir.

Ispat: X ~ Be(a, ) ve degisim katsayisi

cv=", (2.16)

Ll
Y7

(2.2) ve (2.3) esitlikleri (2.16) esitliginde yerlerine yazilirsa

_(ap)"”/(a+ e+ f+D)"
a/(a+ )

:{ ﬂ }1/2
a(a+ [+1)

elde edilir.

cv

2.4 Dagihmin Diger Dagihmlarla Olan iliskisi

Beta dagilim1 bazi 6nemli dagilimlari, parametrelerinin 6zel durumlarinda igerir. Bu
kissmda beta dagiliminin parametrelerinin farkli degerlerine karsilik gelen

dagilimlarla iliskileri incelenecektir.

X ~ Be(ax, 8) olsun. O halde asagidaki teoremler verilebilir.
1 1). .. . . 9 o
Teorem 2.4.1 X ~ Be 27 ise X rastgele degiskeni arcsin dagilimina sahiptir.

Ispat: X ~ Be(a, B3) ise

“Tl-x)", 0<x<1

1
ﬂ”_MmmX

15



seklindedir. O halde o = :% alinirsa

1
fx)=——
2°2

ve

x—1/2 (1 _ x)—l/z

B(l lj: T(1/2)T(1/2)

272 (1)
=7
olup
1
f)=——=
TNX—X

elde edilir. Bu yogunluk fonksiyonu arcsin dagilimina aittir.
Teorem 2.4.2 X ~ Be(1,1) ise X rastgele degiskeni diizgiin dagilima sahiptir.

Ispat: X ~ Be(at, B) ise

1= 0<x<l

fx)=

B(a, p)

seklindedir. O halde @ = f =1 alinirsa

1

fx) = —B(l,l)

ve

By = LWL
r'(2)

16



olup

f)=1
elde edilir. Bu yogunluk fonksiyonu diizgiin dagilima aittir.

Teorem 2.4.3 X ~ Be(a,1) ise X rastgele degiskeni kuvvet fonksiyonu dagilimina

sahiptir.

Ispat: X ~ Be(at, B) ise

-, 0<x<l

f)= B f)

seklindedir. O halde # =1 alinirsa

1 a-1
fx)= B(a’l)x
ve
By = L@ro _ 1
INw+1) «
olup
Fo=

elde edilir. Bu yogunluk fonksiyonu kuvvet fonksiyonu dagilimina aittir.

Teorem 2.4.4 X ~ Be(i,n—i+1) , ie Z*, ise X rastgele degiskeni n hacimli, p

parametreli binom dagilimina sahiptir.
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Ispat: X ~ Be(a, ) ise

-, 0<x<l1

fo)= B@.p)

seklindedir. O halde @ =i, f =n—i+1 alimirsa

_ i-le1 n—i
f@)= g X i-w)
ve
Blin—i+1) = LOL=i+D)

T(n+1)
(=Dl
B n!

= Sl

n!
(n—i)!(i—l)!x
ny ., .
f(X):(iJXl_ (I-x)""

elde edilir. Bu yogunluk fonksiyonu binom dagilimina aittir. Ispat boylece biter.

Gamma dagilimi asagidaki olasilik yogunluk fonksiyonuna sahiptir ve istatistikte
bekleme siirelerini modellemede ve giivenilirlik (reliability) analizinde kullanilir.

Dagilimin sekli saga carpiktir.

x* e 0<x<l,a>0,5>0.

1
S P =

Bu dagilimi GA(«, f) ile gosteririz.
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Teorem 2.4.6 Y ~ GA(x ,1), Z ~ GA(S ,1) ve Y, Z rastgele degiskenleri bagimsiz

ise

Y
—~ _~B
Y+Z e@p)

dir.

Ispat: Y ~GA(a,.B).Z ~GA(e,,8) ve Y, Z rastgele degiskenleri bagimsiz

olduklarindan, ortak olasilik yogunluk fonksiyonlari

a-1_pf-1

fy,2)= y' ' exp(=y—z) ,0<y,z<eo

1
I(@)I(p)
seklindedir. Burada X, = % ve X, =Y +Z secelim, o halde doniisiimiin tersi

+

Y =XX,

z2=x,(1-x))

Y ve Z ninuzayt A={(y,z):0<y<o0,0<z<oo}

X, ve X, ninuzayt B={(x,x,):0<x <1,0<x, <oo}

Boylece doniisiim A y1 B iizerine 1-1 gotiiriir. O halde doniisiimiin jakobiyeni
J=x,,x,#20

olur. O halde,

-1 -1
xla (1 —X )ﬁ a+p-1

R T

exp(—x,) ,0<x<1,0<x,<o

olur. X, in marjinali
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g(x)= _[ 8(x;, x,)dx,

a-1 B-1 oo
1- a+f-
N ) J.xz P exp(—x, )dx,

rarp |

X A=x)!

= Targ P
1

£ (1-x)"" ,0<x <1

B(a.p)
elde edilir. Bu yogunluk fonksiyonu beta dagilimina aittir. O halde,
X, ~ Be(a, )
dir.

2.5 Dagihmin Sira istatistikleri

Bu boliimde [12] kaynagindaki calismalar ayrintili verilmistir. Beta dagiliminin r.
sira istatistiginin momentlerini bulmada Kampe de Feriet fonksiyonu kullanilir. Bu

fonksiyon agagidaki gibi tanimlanir.

F22((a):(D)5e(B,)5(c):(d, )52, x,)
, 2.17)

n

(b, )m” XX

= & (a),, ., (B),
ZZE)) ),

m,=0 S (dl )ml "'(dn )mn ml !...mn '

dir.

Burada a=(a....a,), b=(b,...b,). c=(cnc.), d=(d...d,) ve

i=1,2,...,n dir.
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Beta dagilimimin r—inci sira istatistiginin olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki

gibi bulunur.

X,,X,,...X, beta dagilimindan almmis n birimlik rastgele 6rneklem olsun.

Ornekleme karsihk gelen sira istatistikleri X () = X o

)S...SX(M) olsun. Sira

istatistiginin genel formiilii:

n! r=1 n—r
=\ F 1-F , O0<y<l, 2.18
£ () (r—l)!(n—r)!{ (M} {1=-F()} " f(y),0<y (2.18)
O halde beta dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu ve birikimli dagilim

fonksiyonu sirast ile

f(x;a,ﬂ):B(;’ﬁ)x”’"l(l—x)ﬂ'l, 0<x<l, (2.19)
ve

1 I a-1 p-1
F(x)=I(a,B) = -0 dr, 2.20
(x)=1(a.p) B(a,ﬁ)l (1-1) (2.20)

dir. O halde (2.19) ve (2.20) esitlikleri (2.18) esitliginde yerlerine yazilirsa, beta
dagilimimin r—inci sira istatistigi
n!

)= o B @A) L@ P (1), o<

olur.

Beta dagiliminin r—inci sira istatistiginin k —inci mertebeden momenti asagidaki

gibi bulunur. ¥ = X denilirse
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E(Xﬁ,,)—(r )i(n— r)vB(a,B)

: 2.21)

<[, (@B =1, (@ B ¥ (1= ) dy

olur. Burada binom a¢ilimindan

n—r

{iI-1,(ap)}) =2 (-1 (n;r][ly (a.5)]. (2.22)

i=0
olup (2.22) esitligi (2.21) esitliginde yerine yazilirsa

n—r

K\ _ n! Ay n—r ><1 o e Y
E(Xr:n) (r 1) (n r)'B(a,B)Z;( 1)( ; ] ;').{Iy( ,,B)} y (1 }7) dy

elde edilir. Burada

r-H -1

I(k,i :'[ I (a, ,B) y””k_l(l—y)ﬁ_ldy

dir ve

serisi kullanilirsa

22



(l—ﬂ)k xk r+i—1d
(a+k)er [ ©

~
—_
=
=
Il
S S———
~<
N
T
=
L
—_
p—
|
~<
N—
T
—
=
Nk

™
K
i

a,f)a+m)..(a+m,.,, )m!'.m

r+i-1*

(l_ﬂ)m1 (1 —ﬂ)m,”ﬁ]

(. p)(a+m)..(a+m,, ) )m'.m, !

my=0

' Z Br+i—l

Myyjy

><B(k+a(r+i)+m1+...+mr+,--1’:3)

olur ve burada (2.17) esitligi uyarlanirsa

I(ki)=a""B"" (a, B) B(bk +ax(r+i))

Fm((““(r”))¢(1—ﬁ,05);...;(1—ﬁ,a) }

11 ;(ﬁ+k+a(r+i));(a+1);,,_;(a’+l);1,...,1

olur. Boylece

E(Xf:n):#(!n_r)!j_r(—l)i(n;rjal_r_iBl_r_i (@.B)B(b.k+a(r+i))
m[(km(m):(l—ﬁ,a);...;(l—ﬁ,a) J

11 ;(ﬁ+k+a r+l‘));(a+1);_,,;(a’+l);1,...,1

Il
o

TN ~—

elde edilir.
2.6 Parametre Tahmini

Beta dagiliminin parametrelerinin tahmin edicilerini bulmak i¢in momentler yontemi
ve maksimum olabilirlik yontemi kullanilabilir. Momentler yontemi dagilimin

momentlerinin karsilik gelen orneklem momentlerine esitlenip meydana gelen
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denklem sisteminin es anli ¢oziimii ile bulunur. Maksimum olabilirlik tahmin

edicileri ise Orneklem verildiginde olabilirlik fonksiyonunu maksimize eden

parametre degerleri olarak tanimlanir. Bu kisimda her iki yontem sonucu elde edilen

tahmin ediciler verilecektir.

X ~ Be(ar, ) ise @ ve [ nin momentler yontemi tahmin edicileri agagidaki gibi

bulunur.

Iki parametre oldugundan (2.2) ve (2.5) esitlikleri sirasiyla,

E(x)=—2
o+

ve

E(X?)= a(a+1)
(a+ B+1)a+p)

bulunmustu. Simdi X, X,,..., X

orneklem olsun.

Orneklem ortalamasi

ve orneklem varyansi
21 2
SP==>(X,-X)
n iy
olmak iizere
lz X =8*+(X)’
n i

bagintis1 vardir.

n’

dagilimdan alinmig n birimlik bir rastgele
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Simdi karsilik gelen momentler birbirine esitlenirse

(2.23)

a(a+1)
Z‘ (a+,B+ D(a+ p) (2.24)

bulunur. Bu son esitliklerden yani (2.23) ve (2.24) den

X% o g XB (2.25)
a+pf 1-

12 X2=8+(X)
ni-

KBLXD
-X\1-X

X5 Xp
T %)

X (XB+1-X)
B+1-X

elde edilir. Boylece £ nin momentler yontemi tahmin edicisi

| X(1-X)

B =(1-X) 1 (2.26)

elde edilir. (2.26) esitligi (2.25) esitliginde yerine yazilirsa & nin momentler

yontemi tahmin edicisi
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— 1, (2.27)

elde edilir.
Boylece parametrelerin momentler yontemi tahmin edicileri bulunmus olur.

Asagida dagilimin parametrelerinin  maksimum olabilirlik tahmin edicileri

bulunacaktir. Olabilirlik fonksiyonu

L =]/

=11 ! X (1=x)!
i=1 B(a’ ﬁ)
olarak verilir. Olabilirlik fonksiyonu ve onun logaritmasi ayni parametre

degerlerinde maksimize olacagindan maksimize edilecek log-olabilirlik fonksiyonu

1

Bap) 2 llr=1)tog.x, + (5~ 1)iog(1—,)

Ua, B) =nlog

olarak verilir. / nina ve B ya gore ayri ayri tiirevinin alimip sifira esitlenmesi ile

asagidaki olabilirlik kestirim denklemleri elde edilir.

%=n Y &ML+ﬁML —W(&MLJ +Zlogxl.=0

oo i=1

ag B A A A T n

ﬁzn ‘P aMLJ"ﬂML _‘P ﬂML +Zlog(1_xl):0
L _ i=1

olur. O halde & ve f nmn &,, ve ﬁm maksimum olabilirlik tahmin edicileri
\P(aMLj_‘P(aML"F ,BMLJ = n_IZIOg X;
i=1
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\P(EML)—\P(&MHEML) —nY log(1-x,)

i=1

seklinde kapali formda elde edilir. Bulunan bu tahmin ediciler kapali formda
olduklarindan tahmin edicilerin hesaplanmalarinda Newton yontemi ya da Newton-

benzeri bir iteratif yontem kullanilmalidir.
2.7 Rastgele Say1 Uretimi

U, (0,1) iizerindeki diizgiin dagilim olsun. Herhangi bir dagilimdan birka¢ yolla
rastgele say1 {iiretilebilir. Bunlardan biri birikimli dagilim fonksiyonunun tersini
kullanan olasilik integral doniisiimii ve digeri de dagilimlar arasindaki fonksiyonel
iliskileri kullanarak yapilan yontemdir. Bu kisimda Teorem 2.4.6 kullanilarak beta

dagilimindan rastgele say1 tiretim bigimi verilecektir.

Simdi, U,,U,,...,.U, ~U(0,]) dagilimmdan alinmis bir rastgele 6rneklem olsun. Bu

degerlerin logaritmasi alinirsa
—logU,,~logU,,....~logU , ~ EXP(1) = GA(1,])

ve toplamlari

a

logU, = —ZallogUi = —logﬁUi
i=1 i=1

i=1

bulunur. O halde

~log[ JU, ~ GA(a.)

i=1

dir. Benzer sekilde ViV Vp ~U (0,1) dagilimindan alinmis bir rastgele 6rneklem

olsun.Bu degerlerin logaritmasi alinirsa
—logV, ,—losz,...,—logVﬁ ~ EXP(1) = GA(1,))

ve toplamlari
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>

i=1

B B
logV, =—) logV, = —log] [V,
i=1 i=l
o halde
B
—log] [V: ~ GA(B.D
i=1

elde edilir. Buradan da

GA(a,1) - Be(at, B)
GA(a,1)+GA(B,1) ’
oldugundan
—log ﬁU ;
= ~ Be(a7 ﬂ)

seklinde beta dagilimindan bir rastgele sayi tiretilmis olur.
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BOLUM III
KUMARASWAMY DAGILIMI

Bu dagilim Kumaraswamy [1] tarafindan hidrolojide uygulamalar bulunan alttan ve
tistten smirh rastgele siirecler icin Onerilmistir. Bu dagilim beta dagilimina
benzemekle beraber gerek olasilik yogunluk fonksiyonu gerekse birikimli dagilim
fonksiyonunun daha basit kapali formda olmasi nedeniyle dagilimin kullanimi daha
kolaydir. Bu dagilim hidroloji ve ilgili alanlarda yogun bir sekilde kullaniimaktadir.

Son olarak Jones [13] dagilimin matematiksel 6zelliklerini caligmistir.
3.1 Tanim ve Dagilimin Sekilleri

Bu bolimde Kumaraswamy dagiliminin tanimi ve parametrelerine bagli olarak

farklilik gosteren sekilleri verilecektir.

Tanim 3.1.1 Olasilik yogunluk fonksiyonu

foa, B =afx™"'1-x*)"", 0<x<l, a>0,8>0

ile verilen X rastgele degiskenine Kumaraswamy dagilimina sahiptir denir ve
X ~K(a,)

seklinde gosterilir.

Kumaraswamy dagiliminin birikimli dagilim fonksiyonu

F(0)=[f @y
0

= [apra—1*y"ar
0

t* =u degisken degistirmesi yapilirsa t®”'dt = du olur. O halde
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Fo=[B0-u)"du

dir. Burada da (1-u)=v degisken degistirmesi yapilirsa
F(x)= —'[,Bvﬁ_ldv

olur. O halde

F(x)=[~1-1"]

—1-(1-x7)", 0<x<L@>0,8>0

elde edilir.

Kumaraswamy dagilimi da beta dagilimi gibi aynm temel sekillere sahiptir.

Yani, X ~ K(a, ) olmak tizere

a>1,>1 iken X rastgele degiskeninin yogunluk fonksiyonu tek

tepelidir,
a<l1, <1 iken X rastgele degiskeninin yogunluk fonksiyonu U-sekillidir,
a>1, <1 iken X rastgele degiskeninin yogunluk fonksiyonu artandir,

a<l,fB>1 iken X rastgele degiskeninin yogunluk fonksiyonu azalandir

ve

a = f=1iken X rastgele degiskeninin yogunluk fonksiyonu sabittir.
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3.2 Dagilimn Ozellikleri
Bu kisimda dagilimin temel 6zellikleri teorik olarak verilecektir.

Teorem 3.2.1 X ~ K(«,f) ise X rastgele degiskeninin r—inci mertebeden

momenti

m,:E(Xf)=ﬁB(1+l,ﬁj >, 3.1)
a

dir.

Ispat: X ~ K(,f) oldugundan X rastgele degiskeninin olasihik yogunluk

fonksiyonu
fa, By =afx*"'1-x*)", 0<x<1,a>0,8>0, (3.2)

seklindedir. O halde

E(X")= Tx’f(x)dx

—oo

1
= j of XN (1-x*)Pdx, (3.3)
0

olup, burada x“ = u degisken degistirmesi yapilirsa

r

,
ax®'dx=du ve x =u“

olur. Bu esitlikler (3.3) esitliginde yerlerine yazilirsa

E(X’):ﬂjué(l—u)ﬁ_ldu
=ﬁB(1+l,ﬁj
(04
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olur, yani
r

m, = ,BB(H——,,BJ, r>—a
o

elde edilir.

Teorem 3.2.2 X ~ K(a,f) ise X rastgele degiskeninin ortalamasi (beklenen

degeri)
1
U :ﬂB(H—,ﬂJ,
a
dir.
Ispat: X ~ K(a, ) ve

u=E(X)

dir. O halde (3.1) de » =1 alinirsa
1
E(X) :,BB(H—,,BJ
o
olur. O halde
1
u=p5{1+2.|
o

elde edilir.

Teorem 3.2.3 X ~ K(a, f) ise X rastgele degiskeninin varyansi
2 1 ’

Var(X)=o0" :,BB(—H,,BJ{,BB(—H,,BH :
a a

dir.
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Ispat: X ~ K(a, B) ve
Var(X)=E(X*)-[ECO], (3.6)
dir. O halde (3.1) de r =2 alinirsa
2 2
E(X )=ﬂB(l+—,ﬂj, (3.7)
o
olur. Diger yandan (3.4) den
1
E(X) =,BB(1+—,,3)
(94
oldugundan (3.4) ve (3.7) esitlikleri (3.6) esitliginde yerlerine yazilirsa
2 1 )\T
Var(X) = o* =,BB(1+—,,BJ—{,BB(1+—,,BH
o o
elde edilir.

Teorem 3.2.4 X ~ K(a, f) ise X rastgele degiskeninin ¢arpiklik (skewness) ol¢iisii

1

B R e e G0 Ul e L G|
. | ) 3
2ok o))

o

dir.
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Ispat: X ~ K(a, ) ve

%zE[(X;ﬂ) ]

olup, Teorem 3.2.1. den

E(X3):ﬂB(l+i,,Bj
o

E(Xz):ﬂB(HE,ﬂJ
(04

E(X):ﬁB(Hl,ﬁj
(04

olur ve diger taraftan Teorem 3.2.3 den

& =ﬁB(3+1,,3j{,33(1+1,,3ﬂ
(04 (04

s ozess) ol ions]

esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler (3.8) esitliginde yerine yazilirsa
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elde edilir.

Teorem 3.2.5 X ~ K(a, ) ise X rastgele degiskeninin sivrilik (kurtosis) ol¢iisii

0 e 4 o e e A L G |
Ao olns]

V=

dir.

Ispat: X ~ K(a, ) ve

. [E(Xd:ﬂ) }

(3.9)

seklindedir. Teorem 3.2.1 den

E(X“):ﬂB(Hi,ﬂj
a

38



E(X3):ﬂ3(1+i,ﬂj
o

v=ps(1+ 05
E(X*)=pBB|1+=,
(04

E(X):ﬁB(Hl,ﬂj
(94

esitlikleri alinip ve Teorem 3.2.3 den de

oosnzous) [m{ioas]
o= |s{z8) oo 0]

esitlikleri elde edilerek, bu esitlikler (3.9) esitliginde yerine yazilirsa

2

_EXH-4EXHEX) +6EX*)EX) ~[E(X)]'
2 0_4

ﬁB[H%,ﬁj—4,BZB(I+%,[)’]B(I+$,,B]+6,B B 1+2 [B

|
olozose Ay

B(1+%,ﬁj—4ﬂ3(l+%,ﬂjB(l+$,ﬁ)+6ﬁ B(1+2 ﬁj[B 1+

AE |

elde edilir. Boylece ispat biter.

i |l |

R |-
=
—
\—I
f—|
—_—

+
R [—
RN
~—
—

Jones [13] dagilimin L-carpiklik ve L-sivriligi i¢in bagintilar vermistir. Bu

bagintilar L-momentlerden elde edilir.

L-momentleri sira istatistiklerinin lineer kombinasyonlaridir. Bunlar sapan degerlere

daha az hassastirlar ve kiigiik 6rneklemler i¢in hemen hemen yansizdirlar.
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L-momentler de geleneksel momentler gibi c¢arpiklik ve sivrilik Olgiilerini
hesaplarken kullanilir ve geleneksel momentlere benzerlik gosterirler. Bunlar sirasi
ile L-carpiklik (L-skewness) ve L-sivrilik (L-kurtosis) olarak adlandirilir. (L-ortalama

(L-mean) geleneksel ortalama ile aynidir.).

r =22 icin L-momentin genel formiilii

r -

1 =2 (r=2 r
A== (—1)’[ : j( jJ(F—l—j,J‘rl)
; Jj j+l1
olup burada
l . .
J(Gsiy) = [ FH(x)(1= F)" (x)dx
0

dir. Kumaraswamy dagiliminin L-momenti agsagidaki gibi bulunur. X ~ K(a, ) ise
F(x)=1-1-x%*, 0<x<l

dir. O halde

i

1 1
JG,i)=[[1=0=x*) ] a=x)"dx

0
olup, burada (1—x“)=w doniisimii yapilirsa

1 1
J(il,iz)zlj(l—wﬂ)fl WP (1= w)®  dw
aO

_1s (ilj(—l)kB(l,,B(kﬂz)Hj
oo\ k o

= B (ilj(—l)" (k+i2)B(1+l,ﬂ(k+i2)j
k o

k=0

olur. Boylece k + j+1= /¢ denilirse
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~
Il
S >

—

r . min(/-1,r-2) r_2 r r—l—j l
2 (1) E{ ]ZO ( j J[HJ( o J}B(Ha,ﬁﬁj

o min(¢=1,r=2) (") _ D / l
H(_l) K[fj{ ;‘ [ J j(jHJ}B(Ha’ﬂgj ’ (3.10)
) (—I)W(FJ(FM_Z]B(HL,MJ
=1 f I’—l o

olur. Sonug olarak asagidaki teoremler verilebilir.

~ >

~ >

Teorem 3.2.6 X ~ K(a,f) ise X rastgele degiskeninin L-carpiklik (L-skewness)

Olctisii
1 1 1
B(l+,ﬂj—6B(1+,2ﬂj+6B(l+,3,6)
o o o

B(Hé,ﬂj—ZB(HOIK,Z,BJ ,

7= 3.11)

dir.

Ispat: X ~ K(a, B) ve L-carpiklik 6l¢iisii

T, =

A
4

esitligi ile bulunur. Burada (3.10) dan

et (] (p
:ﬂ{B(Hé,ﬂJ—ZB(H%,ZﬂH

bulunur ve
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B (3 +1 1
%—§;<—1) z@( ) jB(H;,ﬂfj

A, :§{3B(1+é,ﬁj—18B(1+é,2ﬂj+183(1+$’3ﬁﬂ

A :ﬂ[B(l+é,ﬂj—6B(l+$,2ﬂj+6B(1+$,3ﬁﬂ

elde edilir. Simdi X rastgele degiskeninin L-carpiklik ol¢iisii

2 ﬂ{B(H;,ﬂj—63(1+;,2ﬂj+6B(1+;,3,6)}

T, =2

A ,B{B(l+;,,3)—23(1+01{,2ﬁﬂ

B(H01{,,8)—6B(l+01{,2,Bj+6B(1+;,3,3j
B(1+;,ﬂj—23(1+;,2ﬂj

olarak elde edilir.

Teorem 3.2.7 X ~ K(a,f) ise X rastgele degiskeninin L-sivrilik (L-kurtosis)

olgiisii

] :ézB(l+,,3)—123(1+01{,2,3)+30B(1+,3,3)—20B(1+;,413j
T B(1+01{,,3j—23(1+1’2ﬁj

dur.
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Ispat: X ~ K(a, ) ve L-sivrilik ol¢iisii
T, =

A
4

esitligi ile bulunur. Burada (3.10) dan

B~y ¢ ( 1 J
==)> (-1 K B| 1+—,p5¢
2 ; ) 1 o p
1 1
= [B(H—,,BJ—ZB(H—,Z,BH
a a
bulunur ve
,3 4 . l+2 ( 1 j
—> (-1 E B| 1+—, 5/
4 /Z:: ) 3 o g
1 1 1 1
:B(1+—,ﬂj—123(1+—,2ﬂj+303(1+—,3ﬂj—203(1+—,4ﬂj
a a a a
elde edilir. Simdi X rastgele degiskeninin L-sivrilik ol¢iisii

B(l+1,,8)—12B(1+1,2,8)+30B(1+1,3,3j—20B(1+1,4,3]
A, o o 01 o

’2'4:—:

4, B(H;,,BJ—ZB(H;,LBJ

olarak elde edilir.

Teorem 3.2.8 X ~ K(a, f) ise X rastgele degiskeninin modu

Mod(X) :(;ﬁ—_—llja’ a>1,821, (@B # L1

dir.
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Ispat: X ~ K(a, ) ise

frapy=a fx1-x)"

olup, X rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonunu maksimize eden x

degeri asagidaki gibi bulunur.
f'x)=0
(@-Dafx1-x"Y"=(B-D)Ba’ > (1-x")Y7 =0

afx? A-x)V" [(@-D-ax" (B-1)(1-x)"]=0

_ax* (-1

1-x“

-1

olup buradan

X% = L@zl @ B)# D

bulunur. O halde

1
Mod(X) :(;ﬂ—__llj“, a>1,821,(aB)# (1)

elde edilir.

Teorem 3.2.9 X ~ K(, f) ise X rastgele degiskeninin medyani
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Ispat: X rastgele degiskeninin medyan
P(X <m)= 1
B 2

ve X ~ K(a, ) oldugundan

foa,P=afx* 1-x9*", 0<x<l, ap>0

seklindedir. O halde

P(X <m)= T f(x)dx

= [apx" (1—x")"dx
0

olup, burada x“ = u degisken degistirmesi yapilirsa
P(X <m)= j BA-u)"du
olur ve burada da (1—-u) =v degisken degistirmesi yapilirsa

P(X <m)=-f j VAl dy

bulunur. O halde
—(1-m*)? +1 _1
2

olur. Buradan da
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elde edilir.
3.3 Dagihmin Diger Dagihmlarla Olan iliskisi

Kumaraswamy dagilimi da basta beta dagilimi olmak iizere bir takim sonlu pozitif
uzayl dagilimla iliskilidir. Bu béliimde farkli «, # degerleri igin diger dagilimlarla

olan iligkileri incelenmistir.
Teorem3.3.1 X ~B(1,3) = Y=X""~K(a,p) dir.
Ispat: X ~ B(l, ) ise X rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

1

= —x)#!
f(x) B(LB) (I-x)
seklindedir ve
_TOI(B) _

bulunur. O halde

f(x)=B1-x)""

1
olur. Simdi ¥ = X # ise Y nin olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibi bulunur.

1
y = x% doniigiimiiniin tersi

w(y)=x=y“*

seklinde bulunur. Diger taraftan
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Fr ()= F (w()w' ()

oldugundan ve burada

wi(y)=ay”

oldugundan

fm=afya-yH

elde edilir. O halde Y ~ K(a, ) dir.

Teorem 3.3.2 X ~ K(1,1) ise X rastgele degiskeni diizgiin dagilimlidir.
Ispat: X ~ K(a, ) ise

foa,P=afx* (1-x9)"", 0<x<1,a>0,8>0
seklindedir. O halde @ =1 ve f =1 igin

fx)=1

elde edilir. Bu yogunluk fonksiyonu diizgiin dagilimlidir.

Teorem 3.3.3 X ~ K(a,1) ise X rastgele degiskeni kuvvet fonksiyonu dagilimina

sahiptir.

Ispat: X ~ K(a, ) ise

foa,f=afx*1-x*)", 0<x<1,a>0,8>0
seklindedir. O halde £ =1 alinirsa

f(x)=ax*"

elde edilir. Bu yogunluk fonksiyonu kuvvet fonksiyonu dagilimlidir.
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3.4 Dagilimin Sira Istatistigi

Bu bolimde Jones [13] un calismalann ayrmmtili  verilmigtir. X, X,,..., X,

Kumaraswamy dagilimindan alinmis n birimlik rastgele érneklem olsun. Ornekleme

karsilik gelen sira istatistikleri Xy S Xy S2X olsun. Sira istatistiginin

genel formiilii

fy(y)=#M{F(y)}r_l{l—F(y)}"_rf(y), 0<y<l, (3.12)

seklindedir. Burada

foa, B)y=afx™"'1-x*)"", 0<x<l, a>0,5>0, (3.13)
ve
Fo=1-(1-x°)", 0<x<lLa>0,4>0, (3.14)

dir. (3.13) ve (3.14) esitlikleri (3.12) esitliginde yerlerine yazilirsa, Kumaraswamy

dagiliminin r—inci sira istatistiginin olasilik yogunluk fonksiyonu

Iy (¥) z%{l—(l_ ya)ﬁ}’—l {(1_ ya)/s}”—r (1= yoyH

, 0<y<l1

r=1

— aﬂ a-1(1_ .« ﬂ(”ﬂ_r)_l{ _(1_ .« ﬂ}
B(r,n+1—r)y (1 y) ! (1 y)

olarak bulunur.

Ayrica r—inci sira istatistiginin k -inc1 mertebeden momenti asagidaki gibi bulunur.

Y =X, denilirse

a 1 +a— a \Pntl-r)- a\P !
B )= g [ e i) )

0
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olur. Burada (1— y”’) =w = -—ay”'dy=dw degisken degistirmesi yapilirsa

ﬂ 1 r=1 n+l—r)- -z
E(Xﬁn)=m!(1—w/”) W e dw, (3.15)

olur. Burada binom a¢ilimindan

r— 1 i r—1 .
(1-w#)" = (_1)[ jwﬁ’, (3.16)
olur. (3.16) esitligi (3.15) esitliginde yerine yazilirsa

E(erm):Wi(—w(rzljg(,b’(i+n+1—r),l+ﬂ

bulunur. Burada i+n+1—r =/ degisken degistirmesi yapilirsa

k _L < ) i—1 r
E(Xr:")_B(r,n+l—r) 2, (-1) ( EJB('BK’IJFOJ

(=n+l—r n—
elde edilir.
3.5 Parametre Tahmini

X.X,,....X, K(a,f) dagilimindan alinmis n birimlik bir rastgele drneklem olsun.

Parametrelerin 6nce momentler yontemi tahmin edicileri bulunacaktir. Esitlik (3.4)

ve (3.7) den

E(X)zﬂB(1+l,,Bj
a

E(Xz):,BB(1+£,,Bj
o

almip iki parametre oldugundan
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12 X2=8+(X)
n-
esitlikleri alinarak

Y:ﬁB(Hl,ﬁj, (3.17)
(04

I3 =ﬁ3(1+§,ﬁj, (3.18)

esitlikleri elde edilir. Esitlik (3.17) ve (3.18) de beta fonksiyonunun gamma

fonksiyonu ile iliskisi kullanilarak

r 1+; r(4)
ke

2 2
:2+a,BB(;”BJ

esitlikleri elde edilir. O halde
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Y:LB(l,ﬁj = ﬁ:; (3.19)

l+of \«

bulunur. Ayrica (3.19) esitligi (3.18) esitliginde yerine yazilirsa

12 X2=82+(X)
n g

2B i,ﬁ -2Xa
el e

olur. Buradan @ nin momentler yontemi tahmin edicisi

Ay = ) (3.20)

|
“n
[38]
+
B
[38]

elde edilir. Simdi (3.20) esitligi (3.19) esitliginde yerine yazilirsa £ nin momentler

yontemi tahmin edicisi
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:BMM =
1 S2+ X’
B(OA{ ’ﬁMMJ 2 -1
| b B(A’ﬁwj
B B |- it X
X S 2+X 1
ZB(A’ﬁMMJ
MM

elde edilir. Sadelestirmeler sonucu

aMM

B = — —
B(&,,b’MMJ(S2+X )

MM

) (3.21)

elde edilir. Boylece o ve S parametrelerinin &,,, ve f,, tahmin edicilerinin

kapali formlan elde edilmis olur.

Simdi parametrelerin maksimum olabilirlik tahmin edicilerini bulalim. Olabilirlik

fonksiyonu

L(a. p)=][eBx""a-x")""
i=1

dir. Log-olabilirlik fonksiyonu

U, B) = nlog(a,ﬁ)+i(a—1)log X +i(,3—l)log(1—xi“)

=nlog(a, B)+ (a—l)ilog x+(B- l)ilog(l —x7)
i=1 i=1

dir. Simdi sirastile & ve [ ya gore ayri ayri tirev alinip sifira esitlenirse
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(- l)x logx

=—+Zlogx +(B- 1)2 =0

Eﬁ:%+210g(l—xi”’):0
i=1

bulunur. Boylece maksimum olabilirlik tahmin edicileri

A n
a
mL = u ”’ML log X,
(B, —1)2 - Zlog X,
A n
:BML =

Zn: log(1—- xf’ML )
i=1

elde edilir.

Bulunan bu tahmin ediciler kapali formda olduklarindan tahmin edicilerin
hesaplanmalarinda Newton yontemi ya da Newton-benzeri bir iteratif yontem

kullanilmalidir.
3.6 Rastgele Say1 Uretimi

Kumaraswamy dagilimindan olasilik integral doniisiimii yardimiyla rastgele sayi

tiretilebilir. Dagilimin kantil fonksiyonu

1

F_l(y):{l—(l—y)llf}a, O<y<l

olarak bulunur.
Uu-~U@©1l) = (A-U)~U(©,)D

oldugundan kantil fonksiyonunu kullanarak
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e

yerlestirmesi ile dagilimdan rastgele say1 iiretilmis olur.
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BOLUM 1V
iKi YONLU KUVVET DAGILIMI

Iki yonlii kuvvet dagilimi (two-sided power, TSP) Van Dorp ve Kotz [2,3] tarafindan
tanimlanmistir. Sekil yoniinden TSP dagilimi da beta dagilimi ve Kumaraswamy

dagilim gibi esnektir. Ek olarak sira istatistikleri ve momentleri bulunmustur.

Bu boliimde agirlikli olarak Van Dorp ve Kotz un [2,3] calismalarindaki sonuglar

detayl verilmistir.
4.1 Tanim ve Dagilimin Sekilleri

Tanim 4.1.1 Olasilik yogunluk fonksiyonu

n—1
n(fj 0<x<6
n-1
n(l_—x) 0<x<l1
1-6

ile verilen X rastgele degiskenine iki yonlii kuvvet dagilimina sahiptir denir ve

f(x|6.n)=

TSP(6,n), 0<6<1,n>0 (burada n tamsay: olmak zorunda degildir) yazilir.

Iki yonlii kuvvet dagiliminin birikimli dagilim fonksiyonu

x n—1
J'n(ij dt O0<x<80
y \@
F(X|0, = 1 n-1
1—jn(l_tj di f<x<l
1-6

e(ﬁj 0<x<6

1—(1—9)(1‘—’6)" <<l
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elde edilir.

X ~TSP(6,n) ve a<x<b ise X rastgele degiskeninin olasilik yogunluk

fonksiyonu
n (x—a\"
5 (9 ) a<x<@
fGla.bmy=1"" 7Y
n_(bzx <x<b
b—a\b-60
olur.

X ~TSP(6,n) iken X rastgele degiskeninin yogunluk fonksiyonu 6 ve n

degerlerine bagli olarak degisik sekiller alir. x=6 noktasinda yogunluk
fonksiyonunun tiirevi mevcut olmadigindan dagilim bu noktada bir sivri noktaya

(cusp) sahiptir. Yogunluk fonksiyonu cesitli sekillerde olabilir. Ornegin,

0<6<1 ve n>0 ise X rastgele degiskeninin yogunluk fonksiyonu tek

tepelidir,

0<8<1 ve O<n<l ise X rastgele degiskeninin yogunluk fonksiyonu U -
sekillidir,

n=1 ise X rastgele degiskeninin yogunluk fonksiyonu diizgiin dagilimldir,

=1 ve n>0 ise X rastgele degiskeninin yogunluk fonksiyonu kesin

artandir ve

0<f8<1 ve n=2 ise X rastgele degiskeninin yogunluk fonksiyonu ticgen
sekillidir.
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02 04 0.6 0.8

Sekil 4.1 6= %, n =4 olan olasilik yogunluk fonksiyonunun grafigi

20+
1.5

10 -

1.0

0.2 04 0.6 0.8

Sekil 4.2 4 :% ve n :% olan olasilik yogunluk fonksiyonunun grafigi
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20

1.5

1.0

0.5

02 04 0.6 0.8 1.0
Sekil 4.3 n =1 olan olasilik yogunluk fonksiyonunun grafigi
201
15+
1.0 -
05+
] | | | |
0.2 04 0.6 0.8 1.0

Sekil 44 6= %, n =2 olan olasilik yogunluk fonksiyonunun grafigi
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30

25

20

1.5

1.0

0.5

02 04 0.6 0.8 1.0

Sekil 4.5 € =1, n=3 olan olasilik yogunluk fonksiyonunun grafigi
4.2 Dagilimn Ozellikleri

Bu boliimde agirlikli olarak Van Dorp ve Kotz un [2,3] ¢alismalarinda verilen iki

yonlii kuvvet dagiliminin bazi 6zellikleri teorik olarak detayl verilmistir.

Teorem 4.2.1 X ~TSP(6,n) ise X rastgele degiskeninin r—inci mertebeden

momenti

m:E(X’):n9r+l+Zr:(—1)i d L(l—&)”l 4.1)
' n+r ‘= r—i)n+i ’ .
dir.

Ispat: X ~TSP(6,n) oldugundan X rastgele degiskeninin olasihk yogunluk

fonksiyonu
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n—1
n(ﬁj O<x<8

1-x

f(x|6.n)= .
n(—j f<x<l1

1-6

seklindedir. O halde

E(X"= T x" f(x)dx

—oo

6 X n—1 1 l—x n—1
zjx’n(—j dx+Ix’n( j dx
0 0 y 1-6

, 4.2)
= Tx’+”_ldx+ " j.x’ (l—x)n_1 dx
en—l . (1_0)}1—1 .
r+l 1
_no +—" J.)c’(l—)c)n_1 dx

r+n (1_49)”’1 ;

Burada (1— )c)"_1 ifadesinin binom a¢ilimi yapilip (4.2) esitliginde yerine yazilirsa

veE

n—1

_no, n Z( nl J(—l)ijx’”dx

r+n (1—67)’17l io\n—1-i

r+n ‘S\n—-1-i r+i+l

_ no N nl[ n—1 j( 1)1 n(l_e)r+i—n+2
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olur. Burada n—1=r degisken degistirmesi yapilirsa

r+n r—i)n+i

r+l1 r . .
m = E(x7)="2 +z(_1)’[ r Ji(l—ﬁ)m
i=0

elde edilir.

Teorem 4.2.2 X ~TSP(6,n) ise X rastgele degiskeninin ortalamasi

f(n-1)+1
e
n+l1
dir.
Ispat: X ~TSP(6,n) ve

u=EX)

dir. (4.1) esitliginde r =1 alinirsa

Ex="2 5 (—1)"( : ji(l-e)"“

1+n ‘S 1-i/n+i
olur. Buradan da

0(n—1)+1
n+l
elde edilir.

Teorem 4.2.3 X ~TSP(6,n) ise X rastgele degiskeninin varyansi

n—29(n—1)(1—9)

Var(X)=0" = 5
(n+2)(n+1)

dir.
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Ispat: X ~TSP(6,n) ve

Var(X)=E(X*)-[EX)]’, 4.5)

dir. O halde (4.1) esitliginde r =2 alinirsa

B(x?)="2 +i(—1)’(22 Ji(l—é’)m

n+2 ‘= —i)n+i

, (4.6)
9(n—l)(9n+2)+2
T (n+2)(n+))

olur. O halde (4.6) ve (4.3) esitlikleri (4.5) esitliginde yerlerine yazilirsa

Var(X)=

6(n—1)(t9n+2)+2_[ﬁ(nn—-i_11)+l}2

(n + 2)(n + 1)
ve buradan da

n—20(n—1)(1—9)

Var(X)=0’ = >
(n+2)(n+1)

elde edilir.

Teorem 4.2.4 X ~TSP(9,n) ise X rastgele degiskeninin carpiklik (skewness)

Olctisii

n[er‘—(l—ﬁ'fL(n+1)(1—9)—3n(1—9)2 +3n(1—9)3]_3[9(n—1)(6n+2)+2J[6(n—l)+l]+2{6(n—l)+l:|3

n+3 n+l n+2 (n+2)(n+l) n+l n+1
7= 3
n—20(n-1)(1-6) |
(n+2)(n+1)2
dir.
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Ispat: X ~TSP(6,n) ve

[E(x-p)']
%ZT
, 4.7)
E(x°)-3E(x?)E(X)+2[E(X)]
dir. O halde (4.1) esitliginde r =3 alinirsa
94 3 i 3 n i+1
E(x) =213 (=) L _(1-86)
( ) n+3 ;( )[3—ijn+i( )
, (4.8)

n[ 6 -(1-6)'| (1-6)(n+1)-3n(1-6) 3n(1-06)'
n+3 i n+1 " n+2

olur. Diger taraftan (4.4) esitliginden

0| W

n-20(n-1)(1-9)
o= (n+2)(n+1)" | . (4.9)

elde edilir. O halde (4.9), (4.8), (4.6), (4.3) esitlikleri (4.7) esitliginde yerine yazilirsa

n[94 —(1—9)4lr (n+1)(1-6)=3n(1-6)’ . 3n(1—9)3}3[0(n—1)(9n+2)+2][0(n—1)+1]+z{a(n—1)+1}3
n+3 n+l1 n+2 (n+2)(n+1) n+l n+l1
;/I:

oW

{n—20(n—1)(1—0)}

(n+2)(n+1)2

elde edilir.
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Teorem 4.2.5 X ~TSP(6,n) ise X rastgele degiskeninin sivrilik (kurtosis) 6l¢iisii

n+4 ' n+1 n+2 n+3 n+3 n+1 n+2 n+1

{»1[9“—(1—9)5]*(“1)(19)4,1(19)2 L 6n(1-6) _4n(1af}{n[ﬁ”—(1—9)4]+(n+1)(19)3,1(19)2 +3n(16)3}{€(nl)+1}

"= 2
{n—ZH(n—l)(l—H)}

(n+2)(n+1)2

6 O(n-1)(n+2)+2 | (n-1)+1, O(n-1)+1,
(n+2)(n+1) n+l -t n+l1 !
n-20(n-1)(1-6) |
(n+2)(n+1)°

dir.

Ispat: X ~TSP(6,n) ve

[E(X —)*]
7, :—4/‘
o
(4.10)
E(X")-4E(X")EX)+6EX*)EX)) -[E(X)]'
= 04 ’
dir. O halde (4.1) esitliginde r =4 alinirsa
65 - i 4 n i+1
E(x) =243 (-1 L (1-86
( ) n+4 ;’( ) (4—ijn+i( )
n[é’s—(l—é’)s} (1-6)(n+1)—4n(1-6)’
= + , (4.11)
n+4 n+1
+6n(1—9)3 4n(1-6)"
n+2 n+3
olur. Diger taraftan (4.4) esitliginden
2
ot = n-20(n-1)(1-9) (4.12)
(n+2)(n+1)2
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elde edilir. O halde (4.12), (4.11), (4.8), (4.6) ve (4.3) esitlikleri (4.10) esitliginde

yerlerine yazilirsa

n+4 n+l n+2 n+3 n+3 n+l1 n+2 n+l1

{”[95_(1_9)5]_‘_(n+1)(1—0)—4n(1—¢9)2 L6n(1-0)' _4,1(1-9)4}{11[94—(1—9)4]+(n+1)(1—a)-3n(1—a)’ +3n(1—a)‘Me(n-1)+1}

r= 2
n-26(n-1)(1-6)
{ (n+2)(n-¢—l)2 }
O(n—1)(6n+2)+2| 8(n—-1)+1, B(n-1)+1,
. (n+2)(n+1) n+l o n+l !
n-260(n-1)(1-6) ’
(n-*—2)(n+1)2
elde edilir.

4.3 Dagilmin Diger Dagihmlarla iliskisi

Iki yonlii kuvvet dagilimi 6zel olarak diizgiin dagilim, kuvvet daglimi ve iicgensel
dagilimi igerir. Bu bolimde dagilimin bu ii¢ dagilim ile nasil bir iliskisi oldugu

incelenecektir.

Teorem 4.3.1 X ~TSP(6,1) ise X rastgele degiskeni diizgiin dagilima sahiptir.

Ispat: X ~TSP(6,n) ise,
X n—1
n(—j 0<x<80
n—1
n(l_xj 0<x<l1
1-6

dir. O halde n=1 i¢in

f(x|6,n)=

f(le.n=1 ,0<x<1

f(x)=1 ,0<x<l1
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elde edilir. Bu yogunluk fonksiyonu diizgiin dagilimlidir.

Teorem 4.3.2 X ~TSP(1,n) ise X rastgele degiskeni kuvvet fonksiyonu dagilimia

sahiptir.

Ispat: X ~TSP(6,n) ise

n—1
n(ﬁ) O<x<0

1—x n-1
n 0<x<l1
1-6

f(x]6.n)=

dir. O halde 8 =1 i¢in

f(x|1,n)=n()c)"_l , 0<x<1

f=n(x)" , 0<x<l

elde edilir. Bu yogunluk fonksiyonu kuvvet fonksiyonu dagilimlidir.

Teorem 4.3.3 X ~TSP(6,2) ise X rastgele degiskeni iicgensel dagilima sahiptir.

Ispat: X ~TSP(0,n) ise

n—1
n(ﬁj O<x<8

l—x n—1
n ) 0<x<l1
1-6

f(x|6,n)=

dir. O halde n=2 icin

2(%) 0<x<6

falen=y o ”
2(—"j 9<x<l1

1-0
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2(1) 0<x<@
2(1_—’6] O<x<l1
1-0

elde edilir. Bu yogunluk fonksiyonu ti¢gensel dagilimlidir.

fx)=

4.4 Dagilimin Sira Istatistigi

X,,X,,... X, iki yonli kuvvet dagilimindan alinmis m birimlik rastgele 6rneklem

olsun. Ornekleme karsilik gelen sira istatistikleri

(1:m) < X(Z:m) <. (r:m) <. (m:m)

olsun. Sira istatistiginin genel formiili

fy(y)——{F M) {=FO) 7 £(y), 0<y<l, 4.13)

(r=1)!(n

dir. Bu durumda iki yonli kuvvet dagilimimin olasilik yogunluk fonksiyonu ve

birikimli dagilim fonksiyonu sirasi ile

n—1
n(%) O<x<é
f(x|6,n)= . , (4.14)
n 1_—x) 0<x<l1
1-6
ve
e(%} 0<x<@
F(x|9,n)= ) , 4.15)
1-(1- 9)(1 "j f<x<l
1-6

dir. O halde (4.14) ve (4.15) esitlikleri (4.13) esitliginde yerlerine yazilirsa, iki yonlii

kuvvet dagiliminin r —inci sira istatistiginin olasilik yogunluk fonksiyonu
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m 'n ynr—l y j" mer
1-6| < O<y<@
(r—l)!(m—r)!(a"”‘”j{ (9 '
m-r n(m—r+1)-1 27!
In(1-6 1- —
min(1-6)" | (1-y) ___i—(—g) 122 6<y<l
(r=1)!(m-r)! (1_9)"<"’ ri 1-6

olur. Iki yonlii kuvvet dagilminin r—inci sira istatistiginin k —inci mertebeden

fy)=

momenti agagidaki gibi bulunur. ¥ = X = denilirse

m'n 6 nr+k-1 ynm—r
-0 = d 0 <0
z l)mwﬂr il (9)} y s

Y
o'
r-1
m'n 1 6 m—r | . 1 y nm r+l)- (l—yjn
1— 1-6)] —= d 0<y<l
'.H[y [1 enm r+l ( ) 1_6 y y

olur. Once 0< y<@ icin r—inci sira istatistiginin k —inci mertebeden momenti

bulunursa

. B m'n o ynr+k—1 ~ y n)™"
E(X,:m)—(r_l)!(m_r)!z[( pr= g \Id0-J RS (4.16)
olup, burada binom agilimindan
y n) " s i m—r y n i
1-6| - =2 (-1 6=\ |, 4.17
{ (6)} z()(zj“e” @1

olur. O halde (4.17) esitligi (4.16) esitliginde yerine yazilirsa

, (4.18)

:(r—l)!(mni!f)fE:ZrHHk]TZ(; [ ]
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bulunur.

Simdi ayn1 seyler € < y <1 icin yapilirsa
m-r n(m-r+1)-1 21

k _IMnl 6) [ ) -y
E(X”m) ( '_ly _ nm r+l)—1 1_(1_9) g dy
olup, burada binom agilimindan

r-1 1 1 1
1(19( J | 19)(1yj
1_ [:0 1 0
elde edilir. O halde (4.20) esitligi (4.19) esitliginde yerine yazilirsa
m+r+l — 1 —l 1 _ n(m—r+l)— !
E(Xlim)—mn1 9) '[r jxjy" L y)nm,ﬁ (1 y) dy
(r—1)! NE L)y L (1-0)" 1-6

rn'n(l 9)m+H4 ’1 ,(r 1
(r=1)1(m—r)1(1-0)"""" 110 !

B

1
J J‘yk (1 _ y)n(m7r+1+1)71 dy
4

bulunur. Boylece (4.18) ve (4.21) esitliklerinden

| k+r+i m—r X —
m'n@ . 22(_1Y(n1.r)

(r=D)m=r)[n(r+i)+k ]S i
m'n(l e)m r+l — l
(r—l)V( ) (1 9 n(m-r+1+1)-1 e

E(x},)=

elde edilir. Burada

1 P
B (. f)= [y (1-y)" dy
tamamlanmamig beta fonksiyonudur.
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4.5 Parametre Tahmini

X,,X,,.., X, TSP(6,n) dagilimindan alinmig n birimlik bir rastgele drneklem

olsun. Parametrelerin dnce momentler yontemi tahmin edicilerini bulacagiz. (4.3) ve

(4.6) esitliklerinden

0(n—1)+1
E(X)=,U:T
0(n—1)(9n+2)+2

B == )

olup, iki parametre oldugundan

lz X2=8*+(X)
n -

esitlikleri alinir. O halde

— 6(n-1)+1

¥ = (4.22)
n+l

13 2_9(11—1)(911+2)+2

X T D ) (239

seklinde yazilir.

Parametrelerin maksimum olabilirlik tahmin edicileri [2,3] de verilmistir. Olabilirlik

fonksiyonu

n

L(H,n) :Hf(x;ﬁ,n)

i=1
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olup, X, X,,...,X, Orneklemleri iki yonlii kuvvet dagilimli olsunlar. O halde sirali

seklinde olup ilk r tanesinin @ dan kiigiik oldugu varsayilir (1<r<8). O zaman

olabilirlik fonksiyonu

n—1 n—1
B r & s ]—x(l_)
i H"( 0} H”( 1—9}

— ns i=1 i=r+l — , (424)

olur. Burada X(r) <O<X,

() Ve X =0, X, =1 dir. Simdi

F =argmaks,_,, M (r), (4.25)
ve

r—1 X( f[ —X

=X )

seklinde tanimlanirsa

A Hx(i)H(l_xm)
M =maks| E—=r , (4.26)
0<6<1 gr(l_g)s r

olacak sekilde (4.24) esitliginin her iki tarafinin maksimumu alinirsa
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maks L(6,n)=maks [n“'M ”’1]

n>0,0<6<1 n>0

olur. Simdi
log{ns]\;l"_l} =(n—1)logM +slogn
olup, esitligin her iki tarafinin sirasi ile 8 ve n’e gore tiirevi alinip sifira esitlenirse

ilog{n“']\;l"’l} =0-X., =0

on (7)

veE

aa—nlog{nsﬂ;l”_l} =logM +%:0

olur. Boylece 8 ve n in maksimum olabilirlik tahmin edicileri sirasi ile

O, =X (%)

P K
e log M

elde edilir.

4.6 Rastgele Say1 Uretimi

Iki yonlii kuvvet dagilimindan olasilik integral doniisiimii yardimiyla rastgele say1

tiretilebilir. Dagilimin birikimli dagilim fonksiyonu

9(%) 0<x<8
F(x|t9,n): .
1—(1—0)(1_—xj 6<x<l1
1-6

olup kantil fonksiyonu
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S | =

Y
0| = <@
(ej g

1

1-(1-9)(1‘_yj" y>0

F'(y)=

1-6

dir. U~U(0,1) = (1-U)~U(0,1) oldugundan kantil fonksiyonu kullanmlarak

1
e(gj” U<6
0
1
1—(1—9)(1_—1])" U>6
1-6

yerlestirmesi ile rastgele sayi iiretilmis olur.
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BOLUM V
TAMAMLAYICI BETA DAGILIMI

Tamamlayic1 beta dagilimi (The complementary beta distribution, CB) Jones [4]
tarafindan tanimlanmistir. Tamamlayici beta dagilimi sekil ve 6zellik yoniinden beta

dagilimina benzerlik gdstermektedir.

Bu bolimde agirhikli olarak Jones [4] un c¢alismalarindaki sonuglar detayl

verilmistir.
5.1 Tanim ve Dagilimin Sekilleri

Tanim 5.1.1 Olasilik yogunluk fonksiyonu

B(a.p) _
[ty )] 1= Frty ()]

fCB(a,,B) (u) =

O<u<l,a>0,>0 olan X rastgele degiskenine tamamlayici beta dagilimlidir

denir ve X ~ CB(«, ) yazilr.

Tamamlayici beta dagiliminin birikimli dagilim fonksiyonu

Fopap) (u)= F_lBe(a,[)’) (u)

dir. Esitligin her iki tarafinin tiirevi alinirsa
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B(a.f) _
[Ftsy )] 1= Frty ()]

fCB(a,,B) (u) =

olacak sekilde tamamlayici beta dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu elde edilir.

Tamamlayici beta dagilimi beta dagilimi gibi benzer sekillere sahiptir.
o = 3 iken yogunluk fonksiyonu % ye gore simetriktir,
o = [ =1 iken yogunluk fonksiyonu diizgiin dagilimlhdir,
a >0, f=1 iken yogunluk fonksiyonu kuvvet fonksiyonu dagilimlidir,
0<a, <1 iken yogunluk fonksiyonu tek tepelidir,

a, B >1 iken yogunluk fonksiyonu U-sekillidir ve

a<l,f>1yada a>1,L<1 iken yogunluk fonksiyonu J-sekillidir.

15

05+

0.2 04 0.6 0.8 1.0

Sekil 5.1 o = £ olan olasilik yogunluk fonksiyonunun grafigi
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20

1.5

1.0

0.5

02 04 0.6 0.8 1.0

Sekil 5.2 a = =1 olan olasilik yogunluk fonksiyonunun grafigi

20

151

10 -

Sekil 5.3 « >0, =1 olan olasilik yogunluk fonksiyonunun grafigi
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0.2 04 0.6 0.8 1.0

Sekil 5.4 0<a, <1 olan olasilik yogunluk fonksiyonunun grafigi

Sekil 5.5 a >1, 4 >1 olan olasilik yogunluk fonksiyonunun grafigi
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5.2 Dagilimn Ozellikleri
Bu boliimde [4] de verilen 6zellikler detayl1 incelenmistir.

Teorem 5.2.1 X ~ CB(«, ) ise X rastgele degiskeninin beklenen degeri

E(X)z,u:ﬂ’fa, 5.1)

dir.

Ispat: X ~ CB(e, ) oldugundan

B(a. )
| Frlan (X)T_ [~ Fiia) (X)T_

fCB(a,ﬁ) ()C) =

seklindedir ve

E(X)=|x B(a.f) dx, (5.2)

Burada  F,, 5 (x)=F,, (%) oldugundan u=F,, (%)= F,, (u)=x

degisken degistirmesi yapilirsa f,,, o (#)du =dx olur.

Burada fy,, » ()= u™" (1-u)”" olup, (5.2) esitliginde yerlerine yazilirsa

B(a. )

B(a, ) FBe(a,ﬁ) (u) du =
Bl _u]ﬂ—l

1 1
E(X)z_[fBe(a,ﬁ)(u) _[FBe(a,ﬁ)(u)du’ (5.3)
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olur. Simdi beta dagiliminin beklenen degeri kullanilirsa

E(X) :j[l_FBe(aﬁ) (”)]d” - aflg

a
E(X)=1-|F,,, 5 (u)du=
?[ Be(a.f) 0!+,5
olur. Buradan da
j Jij
F,. (u)du=
) Be(a. ) 0{+,3

olur. Yani (5.3) esitliginden,

B

E(X)=ﬂ=ﬂ+a

elde edilir.

Teorem 5.2.2 X ~ CB(«, ) ise X rastgele degiskeninin varyansi

Var(X)zO'zz[Zj(l—z)ﬂ z“_le(a,ﬂ)dz}—(a'fﬂj ,
dir.
Ispat: X ~ CB(a, ) ve

Var(X)=E(X*)-[ E(X)]

dir. O halde

E(X?)= [ il(a’ﬁ) IR
/ [Fatan 0] [1= el (0]
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olur. Burada F

CB(a,ﬁ,)(x)=F‘,‘ ﬂ)(x) oldugundan u=FB’el(a’ﬂ)(x):>F (aﬁ)(u)=x

Bc(a, Be

degisken degistirmesi yapilirsa f,,, , (#)du = dx olur. O halde

@] e s

olur. O halde

![FBe(a,ﬂ) (”)]2 du= ?[I['([ [B(al,ﬂ)]Z ()’Z)m_1 [(1_ ) (1= Z)]ﬂ_1 dydzdu

(v2) " [(1-y)(1-2)]"" dudydz

1 2 ~ 1z 1
(R P e

ji B(al’ﬁ)]z () [(1-y)(1-2)]"" dudydz

| —

ﬂFBe(“ﬁ)(”)]z du='([;[(l—z)[3(al,ﬂ)12 (y2)* [(l—y)(l—z)]ﬁ_l dydz
11 ~ 1 airpy _, fo ]
+_(|)._!.(1 Y)[B(a,ﬁ)]z (y2)" [(1=y)(1-2)]" dyd

olup, burada
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————(y)" " [(1=y)(1-2)]" dyez

,ﬂ)]

1z
:JI 51 al al(l_y)ﬂ—l(l_y)dzdy
00

olup, burada
B (a.B)=[y" (1-y)" dy
0
tamamlanmamis beta fonksiyonu olup,
1
E(X?*)=2[(1-2) 2B, (a. B) dz, (5.7)

olur. O halde (5.1) ve (5.7) esitlikleri (5.5) esitliginde yerlerine yazilirsa

Var(X)=0"= [2j(1—z)ﬁ "B, (a,ﬂ)dz}—(afﬂJ

kapali formda elde edilir.

Teorem 5.2.3 X ~ CB(a, ) ise X rastgele degiskeninin L-momenti
1 =z (r=2 r
Ado=——< (—1)’( ) j( ) jB(O{+r—1—j,,B+j+l), (5.8)
< rB(a,ﬁ)]Zo Jj )\ j+1
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Ispat: L-momentin genel formilii

12 i r—2 r L
/1,_—2(—1)( j j(j+lJJ(r 1-j,j+D), (5.9)

rizo

olup, burada
1 . .

JGyoiy) = [ F ()= F)" (x)dx, (5.10)
0

seklinde tanimlanmistir. Asagida tamamlayici beta dagiliminin L-momenti bulunur.
X ~CB(a, ) ise
Fogtapy0) = Fpipp(x) . 0<x<l1

seklindedir. Simdi

S, 1p) = j.(FBel(a»ﬁ) (x))il (1_ B;l(m/f) (x))iz dx
0

olup burada F,, 1(0(’ ﬂ)(x):u:FBe(aﬁ)(u):x degisken degistirmesi yapilirsa

Ie(ap) (u)du=dx olur. O halde

1 . .
YURIE I(”)ll (1-u)? Jre(ap) (u)du

veE

a- B-1
fBe(a,ﬁ)(u)z p u 1(1_”)
oldugundan

J(iy,iy) =———B(a+i, f+1,), (5.11)
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elde edilir. Simdi bu esitlik (5.9) esitliginde i =r—j—1,i,=j+1 degisken

degistirmesi yapilip yerine yazilirsa

r—

1 r=2\ r L .
z,,c_mZ(—l)( j(jHjB(mr 1-j,B+j+1)

2
g J
elde edilir.

Teorem 5.2.4 X ~ CB(a, ) ise X rastgele degiskeninin L-carpiklik (L-skewness)

Olctisii
r. =P (5.12)

T oa+fB+2
dir.
Ispat: X ~ CB(«, ) ve L-carpiklik olciisii
Tyc =ﬁ, (5.13)

Ay
dir. O halde (5.8) esitliginde r =2 alinirsa
1 0 L0Y 2

Ae=—""—= (—1)’( J( _ jB(a+1—j,,3+j+1)

€ ZB(GL’,,B)JZ:(; JIj+1
A =;B(a+l,ﬂ+1)

“~2B(a.p)
olup, buradan da

a,

A= b (5.14)

(a+pB)(a+p+1)

elde edilir. Benzer sekilde r =3 alinirsa
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1 ! Ly 3 . .
ZB,C_W;(_D (jj(j+ljB(a+2 LB+ j+1)

1
B(a.p5)

A= [B(a+2,,6+1)—B(a+1,,B+2)]

olup, buradan da

af(a-p) 5.15)

e = (a+B+2)(a+B+1)(a+pB)

elde edilir. O halde (5.14) ve (5.15) esitlikleri (5.13) esitliginde yerlerine yazilirsa

o (a—p)
A _(arprd)@ipil)arf)__a-p
T off S a+fB+2
(a+p)(a+pB+1)

yani

a-p
Z-3,C I
a+p+2

elde edilir.

Teorem 5.2.5 X ~ CB(«, ) ise X rastgele degiskeninin L-sivrilik (L-kurtosis)

Olciisii

(a-pB) —ap+1
14’C_(a+ﬂ+2)(a+,6+3)’ (5-16)

dir.

Ispat: X ~ CB(«, B) ve L-garpiklik l¢iisii

o=t (5.17)
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dir. O halde (5.8) esitliginde r =4 alinirsa

1 2 (2 4 . .
ZM_WZ(_D [jJ[j+JB(a+3 B+ j+D

j=0

Ao = B(alf,ﬂ)[B(OHB"BH)_B(OH2”3+2)+B(a+1”8+3)]

olup, buradan da

ap|(a-p) -ap+1]
A= , (5.18)
T (a+B+3)(a+ B+2)(a+ f+1)(a+ pB)

elde edilir. O halde (5.14) ve (5.18) esitlikleri (5.17) esitliginde yerlerine yazilirsa

aﬁ[(a—ﬁ)z —0{,6+1}
_ e _(a+p+3)(a+f+2)(a+f+1)(a+f) (a-pB) —aB+1

fac Ae op (a+B+3)(a+p+2)
(a+p)(a+B+1)

(a—-pB) —af+1
Tyc =
“ (a+p+3)(a+ f+2)

elde edilir.
5.3 Dagihmin Diger Dagihmlarla Olan iliskisi

Tamamlayici beta dagilimi bazi Onemli dagilimlart parametrelerinin = 6zel

durumlarinda igerir. Bu kisimda bunlar verilecektir.

X ~ CB(a, f) olsun. O halde asagidaki teoremler verilebilir.

Teorem 5.3.1 X ~ CB(1,1) ise X rastgele degiskeni diizgiin dagilima sahiptir.
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Ispat: X ~ CB(«, p) ise

B(a.f)

fCB(a,ﬁ)(u): pom, ) O<ux<l
|:FB_el(a,ﬁ) (“)] [1_ FB_el(a,ﬁ) (“)]

dir. O halde o= =1 alinirsa

fCB(l,l) (u) = Be(l’l)
olur. Buradan da
f(u)=1, O<u<l

elde edilir. Bu yogunluk fonksiyonu diizgiin dagilimlidir.

Teorem 5.3.2 CB(a,l)EBe(l,l) olup aynmi zamanda kuvvet fonksiyonu
a

dagilimlidir (Benzer sekilde CB(l, B) = Be(l,%) dir).

Ispat: X ~ CB(e, p) ise

fCB(a,ﬂ)(u): B(a’ﬂ) O<ux<l

[Fientel] [ nt]

seklindedir. O halde S =1 alinirsa

B(a,1)

W, O<ux<l
Be(ar. )

fCB(a,l) (” ) =

elde edilir. Burada

_T(a)T(1) 1
Beb=Tor) "«
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olup beta dagiliminin birikimli dagilim fonksiyonu

j t1-0)"dr = x*

0

Ieh=320

olur. Fonksiyonun tersi alinirsa

1

FB:,l(mﬂ)(u):u“, O<ux<l

elde edilir. O halde

a1

fCB(a,l)(u)_—__ua , O<ux<l

T

elde edilir. Bu yogunluk fonksiyonu Be(l,l) dagilimhidir. Yani X ~ Be(l,l) dir.
a a
Ayni zamanda bu yogunluk fonksiyonu kuvvet fonksiyonu dagilimhidir (Benzer

sekilde X ~ CB(l, f) iken X ~ Be(l,%) oldugu gosterilebilir).

5.4 Dagilimin Sira Istatistigi

Bu boliimde Jones [4] un ¢alismalar1 daha ayrintili olarak verilmistir. X, X,,..., X

n

tamamlayici beta dagilimindan alimmis 7n birimlik rastgele Orneklem olsun.

Ornekleme karsihk gelen sira istatistikleri Xy <Xy <X, olsun. Sira

1

istatistiginin olasilik yogunluk fonksiyonunun genel formiilii

fY(y)=#(!n_r)!{F(y)}r_l{l—F(y)}"_rf(y), 0<y<l. (5.19)

O halde tamamlayici beta dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu ve birikimli

dagilim fonksiyonu sirasi ile
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fCB(a,ﬂ) (u)= ; (5.20)

veE

FCB(a,,B) (u) = F_lBe(a,ﬂ) (u) ’ (5.21)

dir. O halde tamamlayict beta dagiliminin r—inci sira istatistiginin yogunluk

fonksiyonunu bulmak icin (5.20) ve (5.21) esitlikleri (5.19) esitliginde yerlerine

yazilirsa

n'B (0{, IB) _ r-a _ n—r—pf+1
1 (3) ZW{F a1 F an O0)) 7 0<y<t
olur.

Tamamlayici beta dagiliminin r—inci sira istatistiginin beklenen degeri asagidaki
gibi bulunur. Tamamlayici beta dagiliminin r—inci sira istatistiginin beklenen

degeri

E(Xr;n)=i(n.]J(j,n—j), (5.22)

j=0

formiilii ile bulunur. Burada Teorem 5.2.3 de (5.10) esitliginden
l . .

JGiy) = [ FH ()= F)" (x)dx
0

ve (5.11) esitliginden

J(i,iy) = B(a+i,B+i,)

-
B(a.p)

dir. Boylece
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J(j.n J)=B(01[ ﬂ)B(Of+j,ﬂ+n—J')
olur ve

1 &(n . .
E(X”):Zigjﬁf_(JB“”+*ﬂ+”‘J)

elde edilir.
5.5 Parametre Tahmini

Tamamlayici beta dagiliminin parametrelerinin tahmin edicilerini bulmak ig¢in
momentler yontemi ve maksimum olabilirlik yontemi kullanilabilir. Momentler
yontemi dagilimin momentlerinin karsilik gelen 6rneklem momentlerine esitlenip
meydana gelen denklem sisteminin e anli ¢6ziimii ile bulunur. Maksimum olabilirlik
tahmin edicileri ise 6rneklem verildiginde olabilirlik fonksiyonunu maksimize eden

parametre degerleri olarak tanimlanir.

Bu kisimda her iki yontem sonucu parametre tahmin edicilerinin nasil bulunacagi

gosterilecektir.

X ~ CB(a, f) ise @ ve [ nin momentler yontemi ile tahmin edicileri asagidaki gibi

bulunur.

Iki parametre oldugundan (5.1) ve (5.7) esitlikleri sirasiyla,

B

:ﬂ+a

E(X)=u
E(Xz):Zj.(l—z)'B "B, (a,f)dz

dir. Simdi

89



X, +X,+.+X,

n

X =

1 —\2
;;Xf:S2+(X)

alinir. O halde

X= ﬂfa’ (5.23)
1 N 2 l B _a-1

—> X =2[(1-2)" z*"'B.(e. ) dz, (5.24)
n i 0

olur. Burada (5.23) esitliginden

aX

ﬂ_l—x’

(5.25)

elde edilir. (5.25) esitligini (5.24) de yazip es anli ¢oziim yapilirsa a ve [

parametrelerinin &,,,, ve ,BMM tahmin edicilerinin kapali formlar elde edilmis olur.

Ote yandan dagilimin parametrelerinin maksimum olabilirlik tahmin edicileri

asagidaki gibi bulunur.

Olabilirlik fonksiyonu

L) =[] /(a8
, (5.26)

dir. (5.26) esitliginin log-olabilirlik fonksiyonunu bulup sirasi ile & ve S ya gore
tirev alinip sifira esitlenirse bulunacak kestirim denklemleri olduk¢a karmasik

olacaktir.
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5.6 Rastgele Say1 Uretimi

Tamamlayici beta dagilimindan olasilik integral doniisiimii yardimiyla rastgele say1

tiretilebilir. Dagilimin birikimli dagilim fonksiyonu
Fey (y)=F/ (v), 0<y<I

dir. Dagilimin kantil fonksiyonu

Fey (¥)=Fp (¥), 0<y<I

dir. Burada F,(y)=1,(a.B) dir. O halde U ~U(0,1) oldugundan kantil

fonksiyonu kullanilarak F,, (u)=1, (o, ) yerlestirmesi ile rastgele sayi iiretilmis

olur.

91



BOLUM VI
BiLESiK BETA DAGILIMI

Bilesik beta dagilimi (The compound beta distribution, CPB) Nadarajah ve Gupta [5]
tarafindan tanmimlanmistir. Bilesik beta dagilimi sekil ve o6zellik yoniinden beta

dagilimina benzerlik gostermektedir.

Bu boliimde agirlikli olarak Nadarajah ve Gupta [5] min ¢alismalarindaki sonuglar

detayl verilmistir.

6.1 Tanim ve Dagilimin Sekilleri

X ~GA(e,, B) .Y ~ GA(r,, B) ve X ,Y rastgele degiskenleri bagimsiz ise

~ B,

X4y Pl @)
oldugu Teorem 2.4.6 da gosterilmisti. Nadarajah ve Gupta [5] X ve Y yi bagimsiz
bilesik gamma dagilimli alarak bilesik beta dagilimini tiiretmistir. Bu durumda X ve

Y rastgele degiskenlerinin olasilik yogunluk fonksiyonlar sirasi ile

B x“_1(1+x)_a_b

fX (X)—W x>0 (6.1)
_ ya—l (1+y)—0!—ﬁ

fy(y)——B(a’ﬂ) , ¥>0 (6.2)

seklindedir. Bilesik gamma dagilimi gamma dagiliminin kendisi ile bileskesinden
olusur. Yani gamma dagiliminin 6lgek parametresinin de gamma dagilimli oldugu

varsayilir. Buna gore (6.1) esitliginin kaynagi asagida verilen integraldir.

R 1 a a-1_-x 1 b-1_—
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O halde W =

nin dagilimm bulalim. X ve Y nin ortak olasilik yogunluk
fonksiyonu

1+ x)_a_b Y (1+y )_a_ﬁ

B(a.b)B(a. B)

flxy)= , X, y>0

X . .
Burada Z, = ¥ ve Z, =X +Y secelim, o halde doniisiimiin tersi

X=2,2,

y=2(0-z)

olur. Ayrica

X ve Y ninuzayt A={(x,y):x>0,y>0}

Z, ve Z, nin uzay1 B:{(zl,zz):z1 >0,z, >0}

olup, doniistim A y1 B iizerine 1-1 gotiiriir. O halde doniisiimiin jakobiyeni
J=2,,2,>0

elde edilir. O halde

(Z1Z2 )a_l (1+ %12, )_a_b [Zz (1_ 4 )]a—l [1"' 2, (1_ 4 )]_a_ﬂ
B(a,b)B(«, )

8(z,2,) = ,2,>0,2,>0

olur. Z, in marjinali

2(z)= [ g(z,2,)dz,
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_ ]3 (lez )H (1+ 212y )ﬂlih [Zz (1_ Zy )]a_l [1 LEY) (1_ 2 )]_a_ﬂ
) B(a,b)B(a, )

olur. Buradan da

fZI(Zl):B(a+0{,b+,3)zf“’l(l—z1)a_ XZE( 1}

+a,0+ Ba+b+oa+ [,2——
B(a.0) B(a. B) araarfiarbratp

4

7, >0 elde edilir. Burada

BB V;x)=§%, (6.3)
ve
(c), =c(c+1)..(c+k~1), (6.4)

ozel fonksiyonlari [14, 15] de bulunabilir.

Tanim 6.1.1 Olasilik yogunluk fonksiyonu

B(a+a,b+B)w e (1-w)"
(atab+ f)w™ (1-w) ><2Fl(a+0{,0{+,3;a+b+0{+,3;2—l)
B(a,b)B(a, ) w

Jw (W) =

w>0 olan W rastgele degiskenine bilesik beta dagilimlidir denir ve

W ~ CPB(a, f,a,b) seklinde gosterilir.
Bilesik beta dagiliminin birikimli dagilim fonksiyonu

_w (l—w)b (1—2w)_a_b J(w) e
TP VT B

dir. Burada
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—a-b
+yj JF(B1-a;B+1y)dy, (6.5)
1-2w

dir. Bilesik beta dagilimi da beta dagilimina benzer temel sekillere sahiptir. Ornegin,

18
16
14
12

10

02 04 0.6 0.8 1.0

Sekil 6.1 a=b=0.5ve o=/ =0.5 olan olasilik yogunluk fonksiyonu grafigi

121

08

06

02 -

02 04 0.6 0.8 1.0

Sekil 6.2 a=b=4 ve o= =4 olan olasilik yogunluk fonksiyonu grafigi
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30

25

20

1.5

1.0

0.5

0.2 04 0.6 0.8 1.0

Sekil 6.3 a=b=4 ve «=0.5, =4 olan olasilik yogunluk fonksiyonu grafigi

0.2 04 0.6 0.8 1.0

Sekil 6.4 a=2,b=4 ve a= =4 olan olasilik yogunluk fonksiyonu grafigi
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1.6

14

12

1.0

0.8

0.6

1.0

Sekil 6.5 a=0.5,b=4 ve o= =0.5 olan olasilik yogunluk fonksiyonu grafigi

1.3

12

1.1

1.0

\
(]
to
o
~

0.6 0.8

Sekil 6.6 a=b=4 ve o= =1 olan olasilik yogunluk fonksiyonu grafigi
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20

1.8

1.6

14

12

1.0

0.6 0.8 1.0

Sekil 6.7 a=2,b=1 ve a =4, =1 olan olasilik yogunluk fonksiyonu grafigi.

6.2 Dagilimin Ozellikleri

Bu boliimde agirlikli olarak Nadarajah ve Gupta [5] calismalarindaki dagilim

ozellikleri detayl verilmistir.

Teorem 6.2.1 W ~ CPB(«, 3,a,b) ise W rastgele degiskeninin r—inci mertebeden

momenti

EW ) =1- rBla+r,b+1) K(r). 6.6)
BB(a,b)B(a, )

dir. Burada

1
K(r)zjyﬂ“l(l—y)“12E(a+r,a+b;a+b+r+l;2—§}<ZFI(ﬁ,l—a;ﬂ+1;y)dy
0

(6.7)

dir.
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Ispat: W ~ CPB(, B,a,b) oldugundan W rastgele degiskeninin birikimli dagilim
fonksiyonu
w (1- w)b (1- 2w)_a_b J(w)

w(w)= ,  O<w<l

pB(a.b) B(a.B)

olup
1
EW )=r j w {1=F, (w)}dw

dir. Buradan

4 jw‘”’_l (1=w)" (1=2w)™" J (w)dw

.
B = s (ab) Bla. B

olur. (6.5) den J (w) ifadesi yerine yazilirsa

"N=1-— r 1 a+r—1 _ b . —a—b ! b1 3 a1 w —a-b
EW")=1 ﬂB(a’b)B(a’mlw (1-w)’ (1-2w) xly (1-) (1—2w”j

x,F (B.1-a; f+1;y)dydw

1

: [y 1=y (1=2y) "5, F (Bl - s f+1:y)

B = S (wb) Bla. )

1 —a-b
a+r— b Y
x£w+ "(1-w) (W+1—2yJ dwdy

EWD=1- ﬂB(a,b)rB(a,ﬂ) iy"*’“ (1=y)7 (1=29) "%, F (B1-a: f+1y) M (y)dy

elde edilir. Burada
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a+b
M(y):B(a+r,b+l)(%J ><2E(a+r,a+b;a+b+r+l;2—é], (6.8)

ve
‘ 1
K(r):J.yﬂ“l(l—y)“12E(a+r,a+b;a+b+r+l;2——]><zFl(,B,l—a;,B+l;y)dy
y
0

olup

rBla+r,b+1)

EW")=1-
BB(a,b)B(a, B)

K(r)

elde edilir.

Ozel olarak beklenen deger ve varyans asagidaki teoremler ile ifade edilebilir.

Teorem 6.2.2 W ~ CPB(«, 3,a,b) ise W rastgele degiskeninin beklenen degeri

B(a+1,b+1) | .
E(W)=1- 2Lt bb ) [y# 1=y | a+Lat+barbe22-1
BB(a,b)B(a,p)1 y

X, F (B.1-a; f+1;y)dy
(6.9)

dir.
Ispat: W ~ CPB(«, B,a,b) ve (6.6) esitliginde r =1 ahinirsa

E(W)=1-—2@rLoth 4y (6.10)

~ BB(a.b)B(ax, )

olur ve

1
K(]):J.yﬁal(l_y)alzfq(a+l,a+b;a+b+2;2_éjxzFl(,B,l—Ol;IB+1;y)dy
0
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ifadesi (6.10) esitliginde yerine yazilirsa

1
E(W):l— B(a+1,b+1) '[yﬁ—a—l(l_y)a—levl a+1,a+b,a+b+2,2—l
BB(a,b)B(a, ) .

X, F(B1-a; B+1;y)dy
seklinde kapali formda elde edilir.

Teorem 6.2.3 W ~ CPB(«, 8,a,b) ise W rastgele degiskeninin varyansi

2
Var(W){l_ 2B(a+2,b+1) K(2)}—{1— B(a+1,b+1) K(l)}, 6.1D)
BB(a,b)B(a, B) BB(a,b)B(a, B)

dir.

Ispat: W ~ CPB(a, B,a,b) ve
Var(W)=E(W*)-[EW)T . (6.12)

dir. O halde (6.6) esitliginde r =2 alinirsa

3 2B(a+2,b+1)
BB(a,b)B(a, p)

EW?* =1 K(?2), (6.13)

olup, burada
1 1
K(2) ij/"“‘l(l—y)“‘lel[a+2,a+b;a+b+3;2——szﬂ (B1-a; B+1;y)dy
y
0

dir. O halde (6.13) ve (6.10) ifadeleri (6.12) esitliginde yerlerine yazilirsa

Var(W)= {1 1((1)}2

_ 2B(a+2,b+1) K(Z)}—{l— B(a+1,b+1)
BB(a,b)B(a, B) BB(a,b)B(a, B)

seklinde kapali formda elde edilir.
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6.3 Dagilimin Diger Dagilmlarla iliskisi

W ~ CPB(a, ,a,b) iken a,b,a, B parametrelerinin bazi degerlerine kargilik gelen

yogunluk fonksiyonunun aldig1 6zel formlar Mathematica programi kullanilarak

asagidaki gibi elde edilir.
W ~ CPB(a,f,a,b) iken a=b=a= /=1 oldugunda dagilimin yogunluk

fonksiyonu

—2+4w+log{—l+1}
w

fw)== (—2+2w)’

yogunluk fonksiyonuna indirgenir.

W ~CPB(a,f,a,b) iken a=b=a=f=1/2 oldugunda dagihimin

yogunluk fonksiyonu

IOg{_Hvﬂ
O e

yogunluk fonksiyonuna indirgenir.

W ~CPB(a,f,a,b) iken a=b=1l,a=f=1/2 oldugunda dagilimin

yogunluk fonksiyonu

1-2w -1+ 1
fw)= =

C2(1-2w) (T w)w

yogunluk fonksiyonuna indirgenir.

W ~CPB(«&,f,a,b) iken a=b=1/2,a=f=1 ve a=a=1b=L=1/2

oldugunda dagilimin yogunluk fonksiyonlari esit olup
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1—2w,/—1+l
_ w

f(w)=

1

2w(1—2w)2\/—1+

w
yogunluk fonksiyonuna indirgenir.
6.4 Dagihmin Sira istatistikleri

X,,X,,....,X, bilesik beta dagilimindan alinmis n birimlik rastgele 6rneklem olsun.
Ornekleme karsihk gelen sira istatistikleri X () S Koy T2 X olsun. Sira

istatistiginin genel formiilii

n!

fy(y)=W{F(y)}r_l{l—F(y)}Hf(y), 0<y<l, (6.14)

bicimindedir. O halde bilesik beta dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu ve

birikimli dagilim fonksiyonu sirasi ile

fi (W)= B(a+0;l(9+1,98));v(‘;‘1;1)—w)”_ szl(a+a,a+,B;a+b+a+ﬂ;2—lJ
ve
FW(W):W“(I—W) (l—2w)_a_)J(w)’ 0<w<l

pB(a.b) B(a.p)

oldugundan bilesik beta dagilimmin r—inci sira istatistiginin olasilik yogunluk

fonksiyonu
PYR— {yﬂu—y)b(l—zy)”f(y)}” l{ya(l—y)b(l—zy)”f(y)}
! (r=1)Yn-r)! BB(a,b)B(a,p) BB(a,b)B(a, )
B(a+a.b+ )y " (1-y)"" ‘ 1
B(a.b) B(a, B) xzﬁ[a+a,a+ﬁ,a+b+a+ﬂ,2—;]
olur.
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Bilesik beta dagiliminin r—inci sira istatistiginin k —inci mertebeden momenti
diger beta tipi dagilimlardan farkli olarak oldukca karmasik, kapal integrallerle ifade
edileceginden pek kullanish degildir.

6.5 Parametre Tahmini

Bilesik beta dagiliminin parametre tahmin edicilerini bulmak icin momentler
yontemi kullanilirsa, dort parametreye karsilik gelen orneklemler bulunmalidir.

Diger taraftan maksimum olabilirlik tahmin edicileri i¢in olabilirlik fonksiyonu
L(a, p)=]] fw:e.B.a.b)
i=1

B b T (1-w)”
= (a+ab+B)w™ (1-w) szl(a+a,a+,B;a+b+a+,B;2—lj
B(a.b)B(a. 5) v

seklindedir.  Olabilirlik  fonksiyonunun karmasikligindan dolay1  kestirim
denklemlerini tiiretmek kullanishi olmayacaktir. Maksimum olabilirlik tahmin
edicileri cesitli istatistik paket programlar kullanilarak bulunabilir. Ornegin tahminler
optimizasyon algoritmalarindan faydalanan R programindaki optim fonksiyonu ile

bulunabilir.
6.6 Rastgele Say1 Uretimi

U, (0,1) iizerindeki diizgiin dagilim olsun. Dagilimlar arasindaki fonksiyonel iliskiyi

kullanarak rastgele sayi tiretelim

X ~ CGA(a,b) ise

1+ x)_a_b

fx (x)zw, x>0

seklindedir ve Y ~ CGA(a,b) ise
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a-1 -a-f
Y (1+y)
= y>0
olup, P orani ile bilesik gamma dan veri iiretilir. BOoylece rastgele say liretilmis
+
olur.
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BOLUM VII
UYGULAMALAR

Onceki boliimlerde beta tipi dagilimlar ve ozellikleri verildi. Bu boliimde ise bu
dagilimlarin cesitli gercek oransal veri kiimeleri ele alindi. Bu veriler beta tipi
dagilimlarla modellendi. Yalniz bilesik beta dagilimi digerlerinden hem daha fazla
parametreye sahip hem de olduk¢a karmasik yogunluk fonksiyonuna sahip
oldugundan yeterli pratiklikte olmadigindan bu dagilim hesaplama siirecine

katilmada.
7.1 Kablolu TV Oram Veri Kiimesi

Bu veri kiimesi 1980- 2005 yillar1 arasinda belli bir bolgede kablo TV ye sahip olan
ailelerin yiizdelerinden olusmaktadir [16]. Veri kiimesi yiizdelikler olarak asagidaki

gibidir.

19.9, 25.3, 29.8, 34, 39.3, 42.8, 45.6, 47.7, 49.4, 52.8, 56.4, 58.9, 60.2, 61.4, 62.4,
63.4, 65.3, 66.5, 67.2, 65.4, 65.2, 64.1, 61.9, 60.9, 59.7, 59.7

Asagida Sekil 7.1 deki histogramdan da goriilebilecegi gibi veri kiimesi sola
carpiktir. Bu veri kiimesinin Ozetleyici istatistiklerini Cizelge 7.1 de verildi. Veri
kiimesi sirasiyla beta dagilimi, Kumaraswamy dagilim, iki yonli kuvvet dagilimi ve
tamamlayici beta dagilimi ile modellendi. R programinda L-BFGS-B secenegiyle ve
optim komutuyla parametre tahminleri, tahminlerin standart hatalar1 ve log-olabilirlik
degerleri hesaplandi. Bulunan degerler Cizelge 7.2 de verildi. Ayrica birden fazla

aday model olmas1 durumunda en iyi uyumu bulmak i¢in kullanilan ve genel formiilii
AIC =-2I+2r

olan Akaike Bilgi Kriterini (AIC) her bir dagilim i¢in hesaplandi. AIC kriteri
maksimize edilmis olabilirlik fonksiyonunu model parametreleri artisiyla
cezalandirir. Formiilde /, log-olabilirlik degerini ve r de tahmin edilen parametre
sayisim gostermektedir. Genel olarak AIC degeri en kiiciik olan dagilim, veriyi

modellemede en iyi model olarak kabul edilir [17]. Cizelge 7.2 den iki yonlii kuvvet
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dagilimimin AIC degerinin en kiiciikk oldugu goriilmektedir. Buna gore Kablo TV

Oran1 verisini modellemede en iyi beta tipi dagilim iki yonli kuvvet dagilimidir

denebilir. Ayrica bunu Sekil 7.1 den de gorebiliriz.

Cizelge 7.1 Kablolu TV orani veri kiimesinin 6zet istatistikleri.

Ortalama | Standart | Mod | Medyan | Carpikhik | Sivrilik | CV | Arahk | n
Sapma
53.2769 | 13.7192 | 59.7 59.7 -1.0706 | 2.9738 | 0.258 48 26

Cizelge 7.2 Kablolu TV oran1 veri kiimesinin beta tipi dagilimlarla modellenmesiyle

elde edilen parametre tahminleri. Parantez i¢inde tahmin edicilerin

standart hatalar1 bulunmaktadir

Model a IB’ ] n Log-lik AIC

Beta Dagilimi | 6.8593 6.1116 15.5791 | -27.1582
(1.8725) | (1.6609)

Kumaraswamy | 5.0497 14.9545 17.3390 | -30.678

Dagilimu

(0.9649) | (7.9048)

TSP 0.6097 4.2971 | 17.9569 | -31.9138

(0.0156) | (0.8427)
Tamamlayici 0.2003 0.2321 15.6163 | -27.2326
Beta Dagilim

(0.0414) | (0.0451)
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Sekil 7.1 Kablolu TV orani verisi histogrami ve iizerinde uydurulmus beta tipi

dagilimlar

7.2 Yiyecek Masrafi Oran1 Veri Kiimesi

Bu veri kiimesi biiyiik bir sehirdeki 38 hane halkinin yiyecege yaptigi harcamalarinin

gelirlerine oranlarindan olusmaktadir [18]. Veri kiimesi yiizdelikler olarak asagidaki

gibidir.

0.2560663, 0.2023231, 0.2911260, 0.1898036, 0.1619337, 0.3682923, 0.2800173,
0.2067752, 0.1604955, 0.2280656, 0.1921144, 0.2541947, 0.3015883, 0.2570303,
0.2914370, 0.3624967, 0.2265521, 0.3086045, 0.3705066, 0.1075258, 0.3306025,
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0.2590826, 0.2501853, 0.2387817, 0.4144203, 0.1782736, 0.2250664, 0.2630519,
0.3652334, 0.5612430, 0.2423906, 0.3418765, 0.3485698, 0.3284759, 0.3508731,
0.2353782, 0.5140399, 0.5429749

Gozlemlerin Sekil 7.2 deki histogramindan da goriilebilecegi gibi veri kiimesi saga

carpiktir. Veri kiimesinin hesaplanan 6zet istatistikleri Cizelge 7.3 te verildi. Bu veri

kiimesi de sirasiyla beta dagilimi, Kumaraswamy dagilimi, iki yonlii kuvvet dagilimi

ve tamamlayici beta dagilimi ile modellendi ve elde edilen sonuclar Cizelge 7.4 te

verildi. Cizelge 7.4 e gore TSP dagilimi yiyecek masrafi oram veri kiimesini

modellemede en iyi beta tipi dagilimdir.

Cizelge 7.3 Yiyecek masrafi oran1 veri kiimesinin 0zet istatistikleri

Ortalama | Standart | Medyan | Carpikhik | Sivrilik | CV | Arahk | n
Sapma
0.2897 0.1014 | 0.2611 0.9427 | 3.8595 | 0.35 |0.4537| 38

Cizelge 7.4 Yiyecek masrafi oram veri kiimesinin beta ve beta tipi dagilimlar ile

modellenmesiyle elde edilen parametre tahminleri. Parantez icinde

tahmin edicilerin standart hatalar1 bulunmaktadir

Model a B o n Log-lik AIC
Beta Dagilim1 | 6.0716 14.8221 35.3464 | -66.6928
(1.3586) | (3.3988)
Kumaraswamy | 2.9546 26.9655 33.4891 | -62.9782
Dagilimi
(0.3692) | (10.8271)
TSP 0.2252 5.9426 | 36.1234 | -68.2468
(0.0077) | (0.9640)
Tamamlayici 0.2518 0.1016 35.5174 | -67.0348
Beta Dagilimi
(0.0395) | (0.0170)
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Sekil 7.2 Yiyecek masrafi oran1 verisi histogrami ve tizerinde uydurulmus beta tipi

dagilimlar

7.3 HC Emisyonu Veri Kiimesi

Bu veri kiimesi 16 deneysel arabada oOl¢iilmiis HC emisyonu degerlerinden

olusmaktadir [19]. Veri kiimesi yiizdelikler olarak asagida verilmistir.

0.23, 0.41, 0.35, 0.26, 0.43, 0.48, 0.41, 0.36, 0.41, 0.26, 0.58, 0.70, 0.48, 0.33, 0.48,
0.45

Gozlemlerin Sekil 7.3 deki histogramindan da goriilebilecegi gibi veri kiimesi asiri

carpik degildir. Veri kiimesinin hesaplanan 6zet istatistikleri Cizelge 7.5 de verildi.
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Bu veri kiimesi de diger veri kiimeleri gibi sirasiyla beta dagilimi, Kumaraswamy

dagilimi, iki yonlii kuvvet dagilimi ve tamamlayici beta dagilimi ile modellendi ve

elde edilen sonuclar Cizelge 7.6 da verildi. Cizelge 7.6 ya gore Kumaraswamy

dagilimi HC emisyon veri kiimesini modellemede en iyi beta tipi dagilimdir.

Cizelge 7.5 HC emisyon veri kiimesinin 0zet istatistikleri

Ortalama | Standart | Mod | Medyan | Carpikhik | Sivrilik Arahk | n
Sapma
0.4138 0.1209 | 0.41 0.41 0.5644 32811 | 0.292 | 047 16

Cizelge 7.6 HC emisyon veri kiimesinin beta tipi dagilimlarla modellenmesiyle elde

edilen parametre tahminleri. Parantez i¢cinde tahmin edicilerin standart

hatalar1 bulunmaktadir

Model a ﬁ o n Log-lik AIC

Beta Dagilimu 7.0407 9.9310 -11.8159 27.6318
(2.4414) (3.4795)

Kumaraswamy | 3.5837 15.5667 -11.2249 26.4498

Dagilimi

(0.7224) (8.6595)

TSP 0.3605 4.5354 -11.7183 27.4366

(0.0137) | (1.1339)
Tamamlayici 0.2144 0.1507 -11.8752 27.7504
Beta Dagilimi

(0.0531) (0.0382)
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Sekil 7.3 HC emisyon verisi histogrami ve iizerinde uydurulmus beta tipi dagilimlar
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BOLUM VIII
SONUCLAR

Bu caligmada beta dagilimi ve beta tipi dagilimlar (0,1) araliginda incelenmistir.
Dagilimlarin farkli parametrelerine karsilik gelen sekilleri gosterilmis, ozellikleri
ayritili verilmis ve parametrelerin farkli degerleri ile diger dagilimlarla iligkileri
incelenmistir. Ayrica sira istatistikleri, parametre tahmin edicileri ve rastgele say1

tiretimleri iizerine calismalar yapilmistir.

Bilesik beta dagilimi gerek yogunluk fonksiyonunun karmasikligindan gerekse de
asirt parametre icerdiginden hesaplama agisindan kullamigsiz bir dagilimdir. Bu
nedenle bu dagilimin 6zellikleri detayli incelenmedi ve bu dagilim veri analizinde
dikkate alinmadi. Diger beta tipi dagilimlar veri analizinde basariyla uygulandi.
Uygulamalar gostermistir ki carpiklik derecesi yiiksek olan veri kiimelerini
modellemede TSP dagilimi diger dagilimlardan yiiksek olabilirlik degeriyle {istiin
gelmistir. Yaklasik simetrik durumda ise Kumaraswamy dagilimi diger yontemlerden

daha iistiin gelmistir.

Iki degiskenli ve cok degiskenli beta dagilimlari literatiirde tanimlanmis ve
ozellikleri calisilmigtir. Bu noktada beta tipi dagilimlarin da iki degiskenli ve

sonrasinda ¢cok degiskenli durumlara genisletilmesi yapilip 6zellikleri caligilabilir.

Oransal ya da yiizdelik veriler regresyonda da karsimiza ¢ikabilir. Ozellikle yanit
degiskeninin aldig1 degerler (0,1) araligindaysa klasik en kiiciik kareler yontemini
kullanmak yerine yanit degiskenini pozitif uzay1 bdyle olan bir dagilimla modelleyip
regresyon parametrelerini tahmin etmek daha kullanish olabilir. Bu noktada beta
dagilimi Ferrari ve Cribari-Neto [20] ve Kieschnick ve McCullough [21] tarafindan
regresyonda yanit degiskenini modellemede kullanilmistir. Beta dagiliminin
regresyondaki uygulamalarina birer alternatif olarak beta tipi dagilimlar regresyon

durumunda diisiiniilebilir.
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